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TOPOLOGlSCHE TYPEN REELLER KUBlSCHER FLXCHEN 

Wir nennen zwei kubische Flachen im reell projektiven 

Raum JP 3 {E) . vorn gleichen topologischen Typ, wenn sie 

sich kontinuierlich und ohne Gestaltsanderung ineinander 

Uberfuhren lassen (fur eine prazise Definition siehe (4.1) 

unten). Das Hauptziel dieser Arbeit ist, eine vollstandige 

Klassifikation aller topologischer Typen von kubischen 

F Uichan in P 3 CR} anzugeben. 

lm letzten Jahrhundert haben Schlafli [11], Klein [71 und 

Rodenberg [10] reelle kubische Flachen nach ahnlichen 

Kriterien klassifiziert. Allerdings sind sowohl die in diesen 

Arbeiten zugrunde gelegten Xquivalenzbegriffe als auch die 

Dei der Klassifikation verwendeten Methoden fur heutige 

Standards nicht prazise genug formuliert. Diese Unklarheiten 

hatten auch dazu gefuhrt, daB in den Arbeiten von Rodenberg 

[10] eine Klasse von Kubiken mit drei gewohnlichen Doppel­

punk ten ubersehen wurde (diese Lucke wurde bei der Heraus­

gabe der gesammelten Nerke von F. Klein geschlossen, siehe 

[8]) • 

Deshalh erscheint es uns sinnvoll, die Frage nach der 

Klassifikation der reellen kubischen Flachen unter Ver­

wendung der Sprache und Methoden der "rnodernen Sirtgularitaten­

theorie" noch einmal aufzugreifen. 



0.2 

Neben der Konfiguration der Singularit~ten auf einer 

kubischen Flache ist die Zahl der auf ihr liegenden 

Geraden eine wichtige Invariante. J.W. Bruce und 

C.T.C. Wall hatten in [2] eine Formel fur die Anzahl 

der Geraden auf einer komplexen kubischen Flache mit 

hochstens rationalen Doppelpunkten als Funktion der 

Milnorzahlen der Singularitaten beobachtet. In § 1 geben 

wir einen Beweis dieser Formel mit Hilfe der Darstellung 

der kubischen Flache als Del Pezzo-F1ache; in § 2 wird 

dies zu einer Formel fur die Anzahl der reel len Geraden 

auf einer reellen kubischen Flache verfeinert.Den Homoo­

morphietyp von reellenkubischen FUichenmit nur retionalen Doppel­

punkten als Singularitaten bestimmen wir in § 3. In § 4 

schlieBlich wird die Klassifikation von topologischen 

Typen reeller kubischer Flachen (im wesentlichen im Stil 

von F. Klein (7,8] durchgefuhrt). 

Zu dieser Arbeit wurden wir angeregt durch das projekt 

von G. Fischer [5], eine Sammlung von Photos mathematischer 

Modelle herauszugeben. Unter diesen Modellen ist auch eine 

Serie von kubischen Flachen, die im AnschluB an die Arbeit 

[10] angefertigt wurden. 
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1. Geraden auf komplexen kubischen Flachen 

Eine irreduzible kubische Flache X in ~3(re) ist 

entweder eine Regelflache oder ein Kegel tiber einer 

ebenen kubischen Kurve, oder aber sie hat nur rationale 

Doppelpunkte als Singularitaten «(2]). In den ersten 

beiden Fallen enthalt X unendlich viele Geraden; fur 

den dritten Fall wurde von J.W. Bruce und C.T.C. Wall [2] 

die folgende Formel fur die Anzahl der auf X liegenden 

Geraden beobachtet: 

Satz 1.1: 

Sei X cp 3 «(l!) eine kubische FHiche, die nur rationale 

Doppelpunkte als Singularitaten hat. Dann enthalt X 

(8 - l±) (7 - 11} 

2 
- 1 + k 

Geraden, wobei k die Anzahl der auf X gelegenen 

Singularitaten und ~ die Summe ihrer Milnorzahlen 

bezeichnet. 

Wir geben hier einen BeWeis dieser Formel, der auf der 

Beschreibung.von X als Bild von F2(~} unter einer 

rationalen Abbildung, die durch ein dreidimensionales 

Linearsystem von Kubiken definiert wird, beruht (vgl. 

hierzu und zu den im Folgenden verwendeten Begriffen [3], [9]). 
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Es gibt eine Folge Evon sechs Punkten in fast 

allgemeiner Lage in lJ? 2 (a::) (im Sinne von (3J III), 

so daB die minimale Desingularisierung X von X 

isomorpb ist zu der Flache X(E) ,die durch Aufblasen 

in L entsteht. Die Desingularisierungs-

abbildung n:X + X wird durch das Linearsystem I-Kxl 

gegeben, blast also aIle effektiven Kurven der Selbst-

schnittzahl -2 zusammen. Man hat einen kanonischen 

Isomorphismus 

Pic X ) 
7 

~ =: P 

wobei EO das strikte Urbild einer Geraden in ." 1l?2a: und 

E. das totale Drbild des i-ten Punktes der Folge E be-
~ 

zeichnet. Bei diesem Isomorphismus entspricht die Schnittform 

auf Pic X der durch (aoia1, ••• ,a6)2 = a~ - a~ - ••• - a~ 
definierten quadratischen Form auf P. 

Wie in (3J sei w := { - 3 ;-1, • . • , -1 } E P , 

R:= {a. E P la.a. =-2,a..w::: O} die Menge der IIWurzeln" und 

I'-.- {~ E:P 1~2 =-1{~.w=-1} die Menge der "exzeptionellen 

Kurven" • R ist ein Wurzel system vom Typ E6• Wir bezeichnen 

mit W seine Weylgruppe; es -ist die Gruppe , die von den 

Spiegelungen sa,a E R erzeugt wird. I hat 27 Elemente, 

und die strikten Drbilder der Geraden auf X reprasentieren 

gerade die irreduziblen Elemente von I c Pic X • Zum Beweis 
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von Satz 1.1 genUgt es also, die irreduziblen Elemente 

von I abzuzahlen. Dazu erinnern wir zunachst an die 

Beschreibung dieser irreduziblen Elemente in [3J III.7: 

Lemma 1.2: 

~ E list genau dann irreduzibel,wenn fUr jede effektive 

Wurzel a das Produkt ~. aGO ist. 

Die irreduziblen effektiven Wurzeln sind die irreduziblen 

Komponenten der exzeptionellen Menge der Auflosung lI:X ~ X. 

Um zu sehen, welche Elemente von I reduzibel sind, ver­

wenden wir die folgenden drei Lemmata: 

Lemma 1.3: 

Sei a E R. Dann gibt es genau sechs Elemente ~ E I mit 

~·a < o. 

Beweis: W operiert transitiv auf R und ftihrt I in sich 

tiber. Also sei o.E. a = (OiO,O,O,O,1,-1). Man bestimmt mit 

Hilfe von [3J II, table 3 sofort die Elemente ~ E I mit 

~·a < O. 

Lemma 1.4: 

Seien a,a E R Wurzelbasis eines Unterwurzelsystems R' 

von R 
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(il Falls a.f3 :; 1 (also R' Sl A
2

) ist, gibt es kein 

~ E I mit a..~ <0/f3.~ < o • 

(ii) Falls a./3 :; 0 (also R' == A1 x A1 ) ist, gibt es 

genau ein ~ E I mit a..~ < 0 und a·~ < 0 

Beweis: (i) Sei ~ E I mit a·a < 0, f3.~ < O. Naeh 

[3] III. 7, lemme 8e ist dann a·~ = -1 = e·~ ,und es 

gibt l; J E I , so daB l; = a + ~' • Dann ist aber 

-1 ::: f3. ~ = e· a. + e . ~ I I also e. ~ '= - 2, im Widersprueh zu 

[3] III 7, lemme 8e. 

(ii) Da W transitiv auf Paaren orthogonaler Wurzeln 

operiert, sei o.E. a.::; (0;0,0,0,0,1,-11, e:; ('OjO,0,1,-1,O,0). 

Dann ist offensiehtlioh ~ := (1~0,0,1,0,1,0) das einzige 

Element von I mit ~'a. < O,l;·B < O. 

Lemma 1.5: 

Sei a,/3,y eine Wurzelbasis eines Unterwurzelsystems R' 

von R. Dann gibt es kein ~ E I mit ~.a. <o,~·e < O,~·y < O. 

Beweis: Naoh Lemma 1.4 konnen wir annehmen, daB 

a. f3 :; /3. y :; y. ex = O. 1st ~ E ~ mit ~. ex <0, ~ • /3 <0, ~. y < 0 

so gibt es - wieder naeh [3] III 7 lemme 80 - ein Element 

~. E I so daB ~ =(1+ ~I • Dann gilt ~f.B < 0 1~"Y <0, also 

~ == ~' naeh Lemma 1.4. Dies ist ein Widersprueh. 
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Beweis von Satz 1.1: 

Seien . """ 0.1 " •• I Q.
IL 

€ P~c X eo P die irredu ziblen Komponenten 

der exzeptionellen Menge von 1f:X -+ X. Sie bilden eine Basis 

des Unterwurzelsystems R' von R, das von den effektiven 

Elementen erzeugt wird. Da das Dynkindiagramm von Rt eine 

disjunkte·Vereinigung von k Baumen ist und insgesamt IL 

Knoten hat, ist die Anzahl der ungeordneten Paare {Q.iIQ.j} 
1 mit 0. •• a. = 0 gleich -2 • J.l. (jl- 1) - (JJ. - k). Also gibt 

~ J 
1 es nach den obigen Lemmata genau 6JJ. - 2 jl(JJ. - 1) + JJ. + k 

reduzible Elemente in l. Die Anzahl der irreduziblen Elemente 

ist also gleich 

27 - 6f.t + if.t (f.t -1) - I.t + k = 1 '2 (a - f.t) (7 - IL) - 1 + k • 
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2. Geraden auf reellen kubischen Flachen 

Wir nehmen nun an, daB X eine tiber E definierte kubische 

Flache in lP3 (<I!) ist l die nur rationale Doppelpunkte als 

Singularitaten hat. Mit XE c: lP3 (:R) bezeichnen wir ihren 

im Reellen gelegenen Teil. 

Die Singularitaten von XIR sind reelle Formen rationaler 

Doppelpunkte. Die komplexe Konjuation operiert auf dem 

Auflosungsgraphen eines solchen rationalen Doppelpunktes, 

wir markieren im Auf15sungsgraphen mit 

( .. ) 
• 

eine reelle (-2) - Kurve (mit reellen Punkten) 

ein Paar konjugiert komplexer (-2) - Kurven 

eine tiber lR definierte (-2) - Kurve ohne 

reelle Punkte. 

p.:R sei die Zahl der tiber lR definierten (-2) - Kurven, 

v die Zahl der Paare sieh nieht schneidender konjugiert 

komplexer (-2) - Kurven in Aufl5sungsgraphen eines tiber 

E definierten rationalen Doppelpunkts. Aus den moglichen 

Typen von Singularitaten auf komplexen kubischen Flachen 

{siehe etwa [2]} und der Klassifikation der reellen Formen 

rationaler Doppelpunkte (siehe etwa [13J, ApP.I) ergibt sich, 

daB auf XlR h5chstens die in Liste 1 aufgefuhrten Typen 

von Singularitaten auftreten kennen. 



Liste 1 

Name Gleichung 

X
2k+1+ 2 2 Y -z 

2k 2 2 x -y-z 

232 x y-y -z 

232 x y+y +z 

242 x y+y +z 

342 x +y -z 

2.2 

i\.uflosungsgraph 

~···A 
~ ... ~ 

2k o 

o k-1 

0-0--0 ... -0 '2k-1 0 

dl-' ~'-A 
~ .. ~ 
~".-n 
~ ... ~ 

~ 
~ 

1 

1 

4 

2 

5 

3 

6 

2 

k-1 

k-1 

o 

1 

o 

1 

o 

2 

k=1,2 

k=1,2* 

k=1,2,3 

k=2,3* 

k=1,2*,3* 

* 

* 

* In § 4 zeigen wir, daB die mit * markierten Singularitaten 

nicht auftauohen konnen. 



2. 3 

Neben den im Reellen gelegenen Singularitaten kennen auf 

X auch Paare von konjugiert komplex liegenden Punkten 

auftreten. Diese sind nach [2J aIle vom Typ A1 oder A2" 

FUr ein Paar konjugiert komplexer Singularitaten definieren 

wir ebenfalls v ais die Anzahl der sich nicht schneidenden 

konjugiert komplexen (-2) - Kurven, also als die Milnor­

zahl einer der beiden Singularitaten. Mit ~JR{X) bzw. v(X) 

bezeichnen wir die Summe der ~]R bzw. v tiber aIle in X]R 

bzw. X liegenden Singularitaten. 

Da X tiber JR definiert ist, ist auch die minimale 

Desingularisierung ~:X + X tiber B definiert. 

Lemma 2.1: 

Hat XIR mindestens einen singularen Punkt, so gibt es eine 

tiber JR definiert,e Folge 2: von sechs Punkten in fast 

allgemeiner Lage in JP2 (CI:) , so daB X (tiber JR) isomorph 

ist zu der Varietat XCI) 1 d'ie durch Aufblasen von JP 2 (<C) 

langs I entsteht. 

Beweis : Sei p ein s ingularer Punkt von X JR' P! X + lP 2 «£) 

die Projektion mit Zentrum p auf eine generische tiber JR 

definierte Ebene.. p ist fiber IR definiert und birational. 

Die (mit Multiplizitat gezahIt) sechs Geraden auf X durch 

p entsprechen vermege p einerFolge Z von sechs Punkten 

in fast allgemeiner Lage in ~2(<C)' und man pruft leicht 

nach, daB diese Folge das Gewunschte leistet. 
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Bemerkung 2.2: 

Falls X
lR 

glatt und zusammenhangend ist, so erhalt man 

X ebenfalls durch Aufblasen einer fiber m definierten 

Folge von sechs Punkten in fast allgemeiner Lage in 

lP2(~)' Dies entspricht den Typen F1 , ••. ,F4 in (12),p.40. 

Falls X eine Flache vom Typ FS in dieser Klassifikation 

ist, so ist eine derartige Darstellung nicht moglich. 

Definition 2.3: 

Sei Z eine fiber ::R de·finierte Folge von sechs Punkten 

in fast allgeroeiner Lage in F2{~)' Dann gibt es eine 

natfirliche Zahl r.;::: r·( Z} I so daB L: aus 2r konjugations­

invarianten und 6 - 2r paarweise konjugiert komplexen 

Punkten besteht. Wir nennen ,r(E) den Realitatsindex von 

Z. 

Lemma 2.4: 

Seien 4,E' zwei Uber lR definierte Folgen von sechs 

Punkten in fast allgemeiner Lage in 1P2 (~) , so daB 

X !;;lR X 0:) !;;lR X (E 1 ). Dann ist r oa ;::: r (E r ). 

Beweis; Die koroplexe Konjugation auf P!;; Pie X ffihrt 

R una I in sieh iilier; wir bezeichnen mit RJR resp .. 

IJR ihre Fixpunktroengen. Seien {E1 , .•• ,E6 } c Pic X!;; Pic X (E) 

die totalen Urbilder der sechs Punkte von 4.. Wir konnen 

annehroen, daB fUr i;::: 1, ••• ,3 - r(!) die Kurve E2i- 1 zu 
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E2~ konjugiert ist, wahrend E 2 (~) 1 E6 .... 6- r /., + t.·. t 

konjugationsinvariant sind. Aus der expliziten Be-

sehreibung von I in [2J11 ergibt sieh 

(2.5) iiI:£{ 
= (2+2r) (1 +2r) _ r + 2 

2 

Daraus folgt die Behauptung des Lemmas. 

Definition 2.6: 

mit r :;: r(E}. 

Wir definieren den Realitatsindex r:;: r(X) von X folgendermaBen: 

r(X) :;: r(E) taIls X ;l;]RX(E) fur eine tiber JR definierte 

Folge I: von seehs Punkten in fast allgemeiner Lage in 1P2 (a::) 

reX) :;: -1 sonst. 

2.7 Bemerkungen: 

(i) Man kann zeigen, daB die komplexe Konjugation auf 

P a pic X eine in der Weylgruppe W enthaltene Involution 

definiert, die sieh als Produkt von 3 - r Spiegelungen 

schreiben laBt. Auf diese Weise zeigt man, daB Formel (2.5) 

aueh fur r = -1 richtig ist. 

(ii) Die Klassifikation nichtsingularer reeller kubischer 

Flachen in Segre [12} entspricht der nach dem Realitatsindex: 

Fi hat Realitatsindex 4 - i. 

Mit diesen Definitionen laSt sieh nun das Hauptresultat dieses 

Abschnitts formulieren: 
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Satz 2.8: 

Sei X c 1P 3 ((£) eine uber lR definierte kubische FUiche I 

die hochstens rationale Doppelpunkte als Singularitaten hat. 

X
lR 

habe k singuHire Punktej es sei i-L
lR 

(X) die Summe 

der Zahlen i-LIR fur diese singularen Punkte, und v(X) 

die Summe der Zahlen valIer auf X liegenden Singulari­

taten. Dann erhalt XlR genau 

(2+2r-J.L
IR 

(X)) (1+2r-J.Lm (X)) 

2 
- (r - 2) + k - v (X) 

Geraden. Dabei bezeichnet r = r(X) den Realitatsindex von 

X. 

Zum Beweis notieren wir zunachst die folgenden Analoga von 

Lemma 1.3 - 1.4: 

Lemma 2.9: 

Sei a E RJR' Dann gibt es genau 2r Elemente·- ~ E 1JR mit 

~.a < O. 

Beweis: Rm. ist vom Typ E6 ,AS ,A3 ,A1 oder leer. 

Die Weylgruppe von RlR operiert transitiv auf Rm. ' 

und man verfahrt wie in Lemma 1.3. 

Lemma 2.10: 

Seien a,e E R Wurzelbasis eines Unterwurzelsystems , so daB 
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die Menge {a,l3} konjugationsinvariant ist. 

(i) 1st a-13 ::.::: 1 , so gibt es kein ~ € 1m mit 

~-(l <0,~·13 < 0 . 

(ii) 1st a'l3 ::.::: 0 , so gibt es genau ein ~ E: 1m. mit 

~.(l <0, ~ 13 < O. 

Beweis: (i) folgt direkt aus (1.4.i). 

(ii) Nach (1.4.ii) gibt es genau ein ~ E I mit ~'(l < 0, 

~·13 < O. Da ~ E: I 

~ :;;;~. 

die Bedingung ebenfaiis erflllIt, ist 

Der Beweis von Satz 2.8 ist nun analog zu den von Satz 1.1: 

Nach (2.5},(2,9),(2.10) und (1.2) ist die Anzahl der 

irreduziblen Elemente in I
nt 

gleich 

~ (2+2r) (1+2r) - r+ 2- 2r • J.l.R (X) + ~ J.l.:R (X) . (J.l.R (X) - 1) - (J.l.R (X) - k) - veX) 
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3. Die TOEologie reeIIerkubischer Plachen 

eine fiber IR definierte kubische 

Pladhe mit hochstens rationalen Doppelpunkten als Singularitaten. 

Y:=X]R bezeichne ihren Durchschnitt mit JP
3 

OR). Der glatte 

Ort Y - Sing Y von Y zerfailt in endlich viele Zusammen-

hangskomponenten Yi ,und jedes Yi ist diffeomorph zu 

einer Mannigfaltigkeit, die man aus einer - durch Y i eindeutig 

bestimmten - kompakten differenzierbaren Mannigfaltigkeit Y. 
J. 

durch Weglassen endlich vieler Punkte erhalt. Wir oerechnen 

aus der Singularitatenkonfiguration und dem Realitatsindex von 

- 2 k 
Y die Eulerzahlen X(Y.) = r (-1) dim Hk(Yil~/2~) = 

J. k=O 
= 2 - dim H1(Yi,~/2Z). Zusammen mit Korollar 3.9 bestimmen 

diese die Topologie-von Y. 

Wie in § 1 sei 1f: X -+ X die minimale Desingularisierung und 

XJR die Fixpunktmenge der komplexen Konjugation auf X • 

Lemma 3.1: 

Ist r = r(X) der Realitatsindex von X, so ist 

X (XlR ) = 1 - 2r. 

Beweis: FUr r ~ 0 erhalt man Xm aus JP 2 (IR) durch 

Aufblasen einer Folge von 2r Punkten. lm Fall r = -1 ist 

eine Flache vom Type F5 aus [12], p. 40, also 
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diffeomorph zu JP2(m) U S2 ([12], p. 92, p. 101). 

Falls die exzeptionelle Menge von 1'£:X + X keine tiber JR 

definierte (-2) - Kurve ohne reelle Punkte enthalt, so 

entsteht Y aus ~IR durch Kontrahieren von ~JR(X) Kurven, 

die homoomorph zu s1 sind. 1m anderen Fall hat Y eine 

Singularitat vorn Typ A' (vgl. Liste 1 in § 2). Daraus 

ergibt sich 

Lemma 3.2: 

Y enthalte keine Singularitat vorn Typ A" • 1st r(X) ~ 0, 

so ist Y zusammenhangend und 

x (Y) :: 1 - 2r + ~lR (X) • 

1st r(X) :: -1, so ist Y diffeomorph zur disjunkten Ver­

einigung JP2 (:R) U S2 

Der Fall. daB auf Y Singularitaten vorn Typ A' auftreten, 

kann leicht gesondert behandelt werden. 

Lemma 3.3: 

Sei p E Y ein singuUirer Punkt vorn Typ Ai • Dann hat Y keine . 
weiteren Singularitaten und ist diffeomorph zu JP 2 (R) U {p} . 

Beweis: Ware q E Y ein von p verschiedener singularer Punkt I 

so ware (aus Gradgrtinden) die Verbindungsgerade von p und q 

in Y enthalten. Dies ist ein Widerspruch dazu, daB p ein 
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Einsiedlerpunkt ist. 

Sei E E Jl? 3 (JR) eine generische Ebene. Man sieht leicht, 

daB die Projektion von p aus auf E einen Diffeomorphismus 

zwischen Y - {p} und E induziert. 

Bemerkung 3.4: 

In § 4 werden wir zeigen f daB Singularitaten vom'Typ Ak,k~2 

auf Y nicht auftreten konnen. 

Es sei Y = U Y i die zweidimensionale differenzierbare 

Mannigfc;tligkeit die man erhalt, wenn man - wie oben 

beschrieben - aIle Komponenten Yi von Y - Singy kompakti-

fiziert. Zur Bestimmung von Y betrachten wir die Gestalt 

von Y in Umgebungen seiner singularen Punkte. 

Lemma 3.5: 

Sei p E Y ein singularer Punkt I U der Schni tt von Y mit 

einem kleinen Ball* urn p. 

+ 
(i) 1st (Y,P) vom Typ A2k , D+ 

4 
oder 

+ E-
6 I SO ist 

U - {p} zusammenhangend. 

(ii) 1st (Y,P) vom 
+ 

Typ A2k- 1 
+ so hat U - {p} I D'S ' 

Komponenten " 

(iii) 1st (Y,p) vorn Typ D 4 I so hat U - {p}" drei 

Komponenten. 

* bzgl. der Fubini-Metrik auf l?3 (IR) 

zwei 
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Beweis: Die lokalen Gleichungen aus Liste 1 schreiben 

(Y,P) als doppelte verzweigte Uberlagerung einer Kreis­

scheibe, woraus man so fort die lokale Topologie abliest. 

Aus Lemma 3.2 und 3.5 ergiht sieh jetzt so fort 

l?roEosition 3.6: 

Y habe keine Singularitaten vorn Typ A· I rn1 Singularitaten 

vorn Typ A~k-1 oder o~ und rn2 Singularitaten vorn Typ D~. 

Dann ist 

x (Y) = 1 - 2r + lLm (X) + ffi, + 2m2 • 

Wir wollen nun die Anzahl der Komponenten von Y - Sing Y 

und die Lage der Singularitaten in Bezug auf diese Komponenten 

beschreiben. Dazu verwenden wir ein Verfahren, das bereits 

in den Arbeiten von Klein [7] und Rodenberg [10] benutzt wird, 

namlieh die Realisierung lokaler Oeformationen der Singularitaten 

von Y durch Deformationen der ganzen Flache Y. 

Proposition 3.7: 

Sei Y c: lP 3 (lR) eine kUbisehe FHiche, Sing (Y) ::: {Y1'··· IYk}. 

(Y'Yi) c: (Yi'Yi) c: (lP3 (:R) x D I h\,O» 

! !Fi lpr2 

o € (n,O) = (0,0) 
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seien Reprasentanten von Deformationen der Singularitaten 

(Y,Yi ) d.h. Deformationen ihrer lokalen Gleichungen im 

Sinne von [1} p. 146 ff. fiber D:= (-1,1). 

Dann gibt es eine differenzierbare Familie 

Y c: V c: ]p 3 (JR) x D 

J JF J pr2 

OED- = D 

von kubischen Flachen fiber' D, und fur jedes genugend kleine 

E > 0 offene Umgebungen U
1 

von Yi in V und D J von 

o in D, so daB gilt: 

(i) 1st Vl.' der Durchschnitt der Kugel B (y.) mit 
E l. 

-1 1 y, n F. (D) I dann gibt es einen Diffeomorphismus 
l. l. 

~i;Ui ~ Vi' der das Diagramm 

kommutativ macht. 

(iil Die A'bb:!,lc:1urtg !?': Y ... 1I tJ 1. .., J:) t ;i f.t~ (),ill d u: f(!t'on~ i.€Jr))at' 

triviales Bdndel von Mannigfaltigkeiten mit Rand. 
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Beweis: Sei Heine Ebene in 1P 3 (lR), so daS C : =y n H 

eine nichtsingulare kubische Kurve ist. Der projektive Kegel 

K fiber emit Spitze in einem Punkt q E lP3 (rR) - H hat 

in q eine Singularitat vorn Typ E6 • Die seroi-universelle 

Deformation der Singularitat (K,q) laSt sich durch eine 

Familie 

affiner kubischer Flachen realisieren. 
Beliebig nahe an 0 gibt es Punkte s E S , deren Urbilder 

TI-
1 (s) affin aquivalent zu Y - C sind (vgl. auch [2] § 4). 

Die Behauptung folgt nun aus der Offenheit der Versalitat 

(vgl. [14 J I § 4). 

Korollar 3.8; 

Sei X € IP3 ere) eine fiber DR definierte kubische Flache 

mit hechstens rationalen Doppelpunkten als Singularitaten, 

so daB Y = X m keine Singularitaten vom Typ AO hat. Dann 

hat Y hechstens zwei Komponenten. 

Y hat genau dann zwei Komponenten, wenn XCV) = 3, und 

dann ist Y homeomorph zu 

Beweis: Man glatte aIle Singularitaten von Y, und zwar so, 

daB die lokalen Komponenten von Y - Sing Y getrennt werden. 

y' sei die durch diese Deformation entsprechend Prop. 3.7 
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erhaltene glatte kubische Flache. Offenbar ist Y homoomorph 

zu Y', welches wiederum isomorph 211 y' ist. Die Behauptung 

folgt nun aus der Klassifikation nichtsingularer reeller 

kubischer Flachen ([12J). 

Korollar 3.9: 

Unter den Voraussetzungen von (3.8) liegt jeder singulare 

Punkt von Y im AbschluB jeder Komponente von Y - Sing Y. 

Beweis: Sonst konnte man aIle Singularitaten, die im 

AbschluB von Y1 und von Y2 liegen, lokal in zwei 

resp. drei Komponenten glatten und erhielte eine singulare, 

nicht zusammenhangende Flache, im Widerspruch zu Lemma 3.2. 
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4. Klassifikation 

Die mogliehen Konfigurationen von Singularitaten auf 

reellen kubisehen Flaehen kann man etwa mit Hilfe'von 

Bemerkung 2.7.i relativ leieht bestimroen. In diesem 

Absehnitt flihren wir aine Klassiiikation naeh der folgenden -

etwas feineren - Kquivalenzrelation dureh: 

Definition 4.1: 

(i) Eine differenzierbare Familie (Yt )tE[O,lJ von 

Kubiken in lP 3 (IR) (mit Gleiehungen f := 0) 
t 

nennen 

wir aguisingular , wenn sie sieh in der Umgebung jedes 

Punktes zu einer Familie von Diffeomorphismen des 

umgebenden Raumes fortsetzen laBt, d.h. wenn es fur 

jedes to € [0,1] und jedes p E Yt o 
in [0,11 , eine Umgebung 

und einen Diffeomorphismus 

giht, so daB das Diagramm 

UxI > 

u 

eine Umgebung 

U von p in 

UxI 

u 

I 
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kommutiert. 

(ii) Zwei kubische FUichen y,y t in JP 3 OR) nennen 

wir vom gleichen topologischen TYE, falls es eine 

kubische Flachen 

in lP3 (IR) gibt, so daB 'I zu YO und 

projektiv aquivalent ist. 

Xquisingulare Familien sind dadurch charakterisiert, daB die 

Singularitatenkonfiguration konstant bleibt. 

Proposition 4.2: 

(i) Haben zwei kubische Flachen in JP
3 

(IR) mit nur 

isolierten Singularitaten den gleichen topologischen 

Typ, so sind geeignete Umgebungen ihrer-singularen 

Mengen analytisch isomorph. 

(ii) Jede differenzierbare Familie von Kubiken in JP) (IR) 

mit nur isolierten Singularitaten, in der die 

Singularitatenkonfiguration* konstant bleibt, ist 

aquisingular. 

Beweis: (iJ .sei(Yt }t€[O,11 eine aquisingulare Familie kubischer 

Flachen mit nur isolierten Singularitaten mit den Gleichungen 
(i) 

it = O. Dann gibt es differenzierbare Schnitte (Pt ltE[O,1] , 

i = l"."k so daB 
. _ (1 ) (k) 

S~ng 'It - {Pt , .... 'Pt } fur t€[O,1]. 

* d.h. die Anzahl und analytischen Isomorphietypen der 

Singularitaten. 
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Die Reime von in sind fUr alle tE [0,11 

differenzierbar und somit aueh analytiseh V-aguivalent 

im Sinne von [1J p. 126. 

(ii) Aus der Ronstanz der Singularitatenkonfiguration 

folgt, daB es wie oben differenzierbare Schnitte 

gibt, die die-singularen Punkte der Rubiken in der 

Familie beschreiben. Da die Isomorphieklassen der 

Singularitaten langs der Schnitte konstant bleiben, 

folgt Aquisingularitat. 

Wir notieren noch 

Lenuna 4.3 

(i) Kubische Flachen vom gleiehen topologischen Typ sind 

homoomorph. 

(il) Zwei kubisehe Flaehen vom gleiehen topologisehen Typ 

mit nur rationalen Singularitaten haben gleiehen 

Realitatsindex. 

Beweis: (i) Die Tatsaehe, daB sieh der Homoomorphietyp 

bei aquisingularen Deformation nieht andert, folgt etwa 

aus [6] II 5.2. 

(1i) Naeh (3.6) resp. (3.3) bestinunt sieh der Realitatsindex 

aus der Topologie und der Singularitatenkonfiguration. 
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Wir beginnen nun mit der Klassifikation der topologischen 

Typen reeller kubischer Flachen. Sei also X eine fiber 

1R definierte kubische Flache und y :; X 
IR 

ihr reeller 

Teil. Der umfangreichste Teil der Klassifikation betrifft 

den Fall, daB X hochstens rationale Doppelpunkte als 

Singularitaten hat. Daneben treten noch folgende FaIle 

(4. 4) - (4 . 6) auf: 

(4.4) Reduzible kubische Flachen: 

Falls X reduzibel ist, so zerfallen X und auah Y in 

eine Ebene und eine - evtl. singulare - Quadrik. Die 

Klassif~kation dieser FaIle ist offensichtlich. 

(4.5) Kubische Regelflachen 

Falls X irreduzibel ist und nicht-isolierte Singularitaten 

hat, so ist der singulare Ort eine Gerade ~ ([2] p. 252), 

die notwendigerweise reell ist. Falls X kein Kegel fiber einer 

singularen ebenen Kubik ist, so folgt wie in [2], daB Y 

projektiv aguivalent zu einer der folgenden drei Flachen ist: 
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Die ersten beiden FaIle heiBen in der klassischen 

Literatur Plucker'sches, die dritte Cayley'sches Konoid 

oder Zylindroid. 

Die singulare Gerade dieser Flachen ist ~:={XO = Xl = OJ. 

Die Projektion von ~ aus auf eine generische reelle Gerade 

g realisiert die Norrnalisierung Xl von X als Regelflache. 

Der reelle Teil X' 
IR 

der Mormalisierung ist ein s1-Bundel 

uber S 1 • Eine generische Ebene E c: lP 3 (IR) definiert einen 

Schnitt dieses S1-Bundels von ungerader Selbstschnittzahl, 

also ist Xm homoomorph zur Kleinschen Flasche •. Aus den 

Gleichungen bestimmt man nun leicht die Topologie von Y 

in allen drei Fallen. 

(4.6) Kegel uber irreduziblen ebenen Kubiken. 

Mach der Klassifikation irreduzibler ebener Kubiken ist Y 

projektiv aquivalent zu einer der Flachen 

Die Flachen mit nicht-isolierten Singularitaten 3 2 
(.6. := g2 - 27g3 = 0) 

zerfallen in drei projektive liquivalenzklassen, je nachdem, ob 

(Selbstdurchdringung) 

(isolierte Gerade) 

(Ruckkehrkante)· 



4.6 

Zwei Flac~cn mit ~ ~ 0 sind genau dann projektiv 

aquivalent, wenn die j-Invariante j = g;/~ und das 

Vorzeichen von g3 Ubereinstimmen ([4) Kap. 12). 

Die Topologie von Y ist in all diesen Fallen leicht 

zu bestimmen. 

Wir nehmen von nun an an, daB X nur rationale Doppelpunkte 

als Singularitaten hat. Eine Zusammenfassung aller dabei 

auftretenen topologischen Typen geben wir in Liste 4 am 

Ende dieses Kapitels. 

Bevor wir mit der eigentlichen Klassifikation beginnen, 

betraehten wir die moglichen Typen von Singularitaten, die 

auf Y auftreten konnen. Aus der Klassifikation im Komplexen 

ergab sieh, daB dies hochstens die Singularitaten aus Liste 1 

in § 2 sein konnen. Tatsachlich aber kommen nicht·alle diese 

Singularitaten vor: 

Lemma 4.7: 

(i) Auf reellen kubischen Flachen treten die folgenden Typen 

von Singularitaten nicht auf: 

(ii) Hat eine reelle kubische Flache mindestens zwei isolierte 

singulare Punkte, so sind aIle ihre singularen Punkte vom 

Typ A 



4.7 

Beweis: (i) Jede der genannten Singularitaten deformiert 

in zwei Singularitaten, von denen eine vom Typ Ai ist. 

Proposition 3.7 und·Lemma 3.3 liefern die Behauptung. 

(ii) Die komplexe Klassifika~ion ([2J) zeigt, daB in 

diesem Fall aIle Singularitaten vom Typ A sind. 

Singularitaten vom Typ A+ oder A' deformieren 

aber in Ai . 

Wir beginnen jetzt mit der eigentlichen Klassifikation. 

Die topologischen Typen nichtsingularer Kubiken sind in 

[12] bestimmt. Sei also ohne Einschrankung 

p := (0,0,0,1) 

ein singularer Punkt von Y. Dann hat Y die Gleichung 

mit reellen homogenen nicht-verschwindender Polynomen 

vom Grad i. 

Q := {x E lP2 (0;) /f2 (x) = O} und 

C := {x E1P2 (0;) /f3 (x) = O} 

sind Gher lR definierte Kurven. 

f. 
~ 
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Die Projektion von Y auf IP2(~) mit Zentrum p blast 

p auf zu der Quadrik Q und schlagt die Geraden auf Y 

durch p zu - mit Multiplizitat gezahlt - 2r(X) Punkten 

zusammen. Dies sind die reellen Punkte von Q n c. 

Urn die projektive liquivalenzklasse von Y zu untersuchen, 

genugt es, die Quadrik Q mit den Punkten Q n C zu betrachten: 

Lemma 4.8: 

Wir nehmen an, daB Q reduziert ist. Es sei Q = Q1U ••• UQm 

(m ~2) die Zerlegung von Q in irreduzible Komponenten und 
...... 
Q = Q1 U '" U Qm die Normalisierung von Y. 

Sei Y I c::II? (JR.) . eine Kubik mit der Gleichung 
3 

mit einem nichtverschwindenden reellen homogenen Polynom g3 vom 

Grad 3, und sei C' := {x € lP 2 (a:)/g3(x) = O}. 

Es gibt genau dann ein ~ € PGL(4,IR) mit ~(y) = yl und 

~(p) = p' I wenn es einen tiber 

'¥:Q -+ Q gibt, der den Divisor 

JR definierten Isomorphismus 

Q
1 

• C + ••• + Q • C m auf 

Q in den Divisor Q1 • C' + ••• + Qm • C' uberfuhrt. 

Der Beweis dieses Lemma's ist analog zu [2], Lemma 2a. Die 

Klassifikation folqt nun den verschiedenen Typen der Quadrik 

Q f also des Tangentialkeqels von Y in p. 
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1. Fall: Q ist irreduzibel und hat reelle Punkte (Y hat 

in peine Singularitat vom Typ A
l
): 

Nach Lemma 4.8 werden die projektiven Xquivalenzklassen kubischer 

Flachen in P 3 (JR.) mit einer Singularitat vom Typ Al in p 

durch Isomorphieklassen konjugations-invarianter Divisoren vom 

Grad 6 auf 0 gegeben, denn jeder soche Divisor wird von einer 

reellen Kubik ausgeschnitten. Nach [2], Lemma 2 entsprechen Sin­

gularitaten auf Y - {p} gerade mehrfachen reellen Punkten von 

Q • C; wegen (4. 7 • ii) und [2 J gehort zu einem k-fachen reel len 

Punkt Q. C eine Singularitat vom Typ Ak - 1 • 

Sind 0,0' konjugationsinvariante Divisoren vom Grad 6 auf 0 I 

deren reelle Anteile man unter Erhalt aller Multiplizitaten auf 

dem reellen Teil Om. von Q ineinander verschieben kann oder 

die durch Automorphismen von OJR. ineinander UberfUhrt werden 

konnen, so sind die zugehorigen Flachen offensichtlich vom 

gleichen topologischen Typ. Eine Xquivalenzklasse solcher Di­

visoren bezuglich derartiger Verschiebungen und Automorphismen 

nennen wir eine Konfiguration. 

Wir symbolisieren eine Konfiguration von 2r reel len und 

3 - r Paaren konjugiert komplexer Punkte auf Q durch Mar­

kieren von 2r Punkten (mit Multiplizitaten) auf einer Kreis­

linie und 3 - r Punkten im Inneren des Kreises. Die moglichen 

Konfigurationen sind in Liste 2 angegeben. Die zugehorigen to­

pologischen Typen kubischer Flachen sind aIle verschieden: bis 

auf einen Fall unterscheiden sie sich dUrch Singularitatenkon­

figuration und Realitatsindex. Die beiden Typenkubischer 

Flachen mit drei Singularitaten vom Typ A~ unterscheiden 
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sich durch die relative Lage der einfach und mehrfach zu zahlen-

den Geraden auf einem (jedem) Tangentialkegel in einem singularen 

Punkt. 

Liste 2 

000(8 
O· O· 0" 
,0· 0',0' D~ 

~ 

OJ OJ OJ 10' 
O' O' '0- 0, O' 
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2. Fall: Q ist irreduzibel und hat keine reellen Punkte 

(p ist singularer Punkt vom Typ 

Mit demselben Argument wie oben sieht man, daB es nur einen 

topologischen Typ gibt. 

3. Fall: Q zerfallt in zwei tiber m definierte Geraden 

«y,p) ist vom Typ Ax;, K ~ 2) : 

Sei q E lP 2 (::R) der Doppelpunkt von Q. Nach [2 J, Lemma 3 

und Lemma 4.7 entsprechen die Singularitaten von Y - {p} 

den reellen mehrfachen punkten von Q·C auf 0 - {q} , 

und zwar entspricht ein k-facher derartiger Punkt einer 

Ak-1 - Singularitat .. Sind auBerdem k1'~ die Schnittzahlen 

von Q1,Q2 in q I so hat Y in p eine Singularitat vom 

Typ ~ mit k = max (2,k, + k2 + 1) .. 

0IR ist homeomorph zu einem Bouquet S1 v S1 von Kreis-

linien. Wir markieren wieder Punkte auf bzw. innerhalb der 

Kreise I urn die topologischen Typen zu klassifizieren (q E 0IR 
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hat eine Bi-Multiplizitat (k1 ,k2». Bis auf vertauschen 

der Komponenten von Qm hat man die in Liste 3 angegebenen 

Konfigurationen. 

Liste 3 

3 



4.13 

4. Fall: Q zerfallt in ein Paar konjugiert.komplexer 

Geraden: 

Wir konnen dann annehmen, daB' f 2 (xO'x1 ,x2) x2 + 2 = x1 . 0 

Je nachdem, ob f3 in (0,0,1) verschwindet oder nicht, 

hat Y in p eine Singularitat vorn Typ A+ 
3 oder A+ 

2 

([2], Lemma 3). Es gibt jeweils genau einen topologischen 

Typ. 

5. Fall: Q ist eine Doppelgerade. 

Nach [2J und Lemma 4.7 hat X in Peine Singularitat vom 

Typ E~" D~ , D: oder D4 • Die Klassifikation wird ge­

liefert von 

Lemma 4.9: 

(i) Je zwei reelle kubische Flachen mit einer Singularitat 

vom Typ E6 (bzw. DS) wird reell projektiv aquivalent. 

(ii) Die reellen kubischen Flachen mit einer Singularitat vorn 

Typ bzw. zerfallen jeweils in zwei reell 

projektive Xquivalenzklassen, die aber jeweils den gleichen 

topologischen Typ haben. 

Beweis: (i) zeigt man wie in [2], Lemma 4. 

(ii) Genauso wie in [2], Lemma 4 rechnet man aus, daB jede 

reelle kubische Flache mit einer Singularitat vom Typ D4 

bis auf reell projektive Xquivalenz folgenderrnaBen aus­

sieht: 
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a :; 0,1 

a=0,1. 

Damit sind aIle topologischen Typen reeller kubischer Flachen 

erfaBt. 

Bemerkung 4.10: 

1st X eine fiber lR definierte kubische FHiche in JP 3 {tel 

mit nur isolierten Singularitaten, so sieht man wie in (3.7), 

daB Xm (im Reellen) aquisingular in eine kubische Flache 

yl deformiert werden kann, auf deren Komplexifizierung keine 

weiteren singularen Punkte Iiegen. Die allgemeine kubische 

Flache eines vorgegebenen topologischen Typs hat also nur reelle 

Singularitaten. Bei speziellen kubischen Flachen,.,in einem 

topologischen Typ konnan aber auf der Komplexifizierung noch 

Paare konjugiert komplex liegender Singularitaten auftreten. 

Welche derartigen Paare konjugiert komplexer Singularitaten 

in den einzeinen topologisehen Typen vorkommen, ergibt sieh 

ffir im Reellen glatte Flachen aus (2.7.i) I ansonsten aus der 

obigen Klassifikation. In Spalte 3 von Liste 4 sind aIle 

Moglichkeiten aufgefuhrt. 

Zusammenfassung 4.11': . 

Die topologischen Typen reeller kubiseher Flachen werden dureh 

(4.4)-(4.6) und Liste 4 vollstandig klassifiziert. Fur FUichen 

mit nur rationalen Doppelpunkten bestimmt sieh die Zahl der 

reellen Geraden nach (2.8), die Topologie aus (3.3l und (3.6). 
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Liste 4 

TOPOLOGISCHE TYPEN REELLER KUBISCHER FLACHEN MIT H5cHSTENS RATIONALEN DOPPELPUNKTEN 

Singulari taten- Realitats- Anzahl der Eulerchar. m6g1. weitere komplexe 
konfiguration index reellen Geraden X{Y) Singularitaten 

!?> 3 27 -5 

¢ 2 15 -3 

¢ 1 7 -1 A
1

,2A
1 

¢ 0 3 1 A1 t
A2 

¢ -1 3 1+2 A
1

,A
Z 

A1 3 21 -3 

Al 2 11 -1 

A1 1 5 1 A1 

Al 0 3 1+2 A
1

,A
2 

• 
A1 0 3 1 A

1
,A

2 

2A~ 3 16 -1 

2A~ 2 8 1 

2A~ 1 ,4 1+2 A1 

A
Z 3 15 -3 

A2 2 7 -1 

A2 1 3 1 

+ 
A2 0 3 1 A

1
,A

2 

3A~ 3 12 1 

3A~ 3 12 1 

3A~ 2 6 1+2 

A2A1 3 11 -1 

A2Al 2 5 1 
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. ... 

A3 3 10 -1 

A3 2 4 1 

A3 1 2 1+2 
+ 

f\3 ,1 .4 ,1 Al 

4Al 3 9 1+2 

A;2A~ 3 8 1 

2A2 3 7 -1 

2A2 2 3 1 

- -
1\31\1 3- 7 I 

- -
A3A1 2 3 1+2 
-

A4 3 6 -1 

-
A4 2 2 1 

D4 3 6 1. 
+ 

D4 1 2 1 

- -
2A2A1 3 5 1 

A32Al 3 5 1+2 

- -
A4Al 3 4 1 

AS 3 3 1 
- ., 

AS 2 1 1+2 

DS 3 3 1 

3A2 3 3 1 

- -
ASAI 3 2 1+2 

E6 3 1 1 
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