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TOPOLOGISCHE TYPEN REELLER KUBISCHER FLACHEN

Wir nennen zwei kubische Fl&chen im reell projektiven

Raum IPB(B) . vom gleichen topologischen Typ, wenn sie
sich kontinuierlich und ohne Gestaltsédnderung ineinander
tiberfilhren lassen (fiir eine prédzise Definition siehe (4.1)
unten). Das Hauptziel dieser Arbeit ist, eine vollstindige
Klassifikation aller topologischer Typen von kubischen

Flichen in P3(:R) anzugeben.

Im letzten Jahrhundert haben Schldfli [11]1, Klein {71 und
Rodenberg [10] reelle kubische Fldchen nach &hnlichen
Kriterien klassifiziert. Allerdings sind sowohl die in diesen
Arbeiten zugrunde gelegten Aguivalenzbegriffe éls auch die
bei der Klassifikation verwendeten Methoden fiir heutige
Standards nicht prédzise genug formuliert. Diese Unklarheiten
hatten auch dazu gefithrt, daB in den Arbeiten von Rodenberg
[10] eine Klasse von Kubiken mit drei gewdhnlichen Doppel-
punkten iibersehen wurde (diese Liicke wurde bei der Heraus-
gabe der qgsammelten Werke von F, Klein geschlossen, siehe

{8])-

Deshalb erscheint es uns sinnvoll, die Frage nach der
Klassifikation der reellen kubischen Flichen unter Ver-
wendung der Sprache und Methoden der "modernen Singularitdten—

theorie” noch einmal aufzugreifen.



Neben der Konfiguration der Singularitdten auf einer
kubischen Fl8che ist die Z2ahl der auf ihr liegenden
Geraden eine wichtige Invariante. J.W. Bruce und

C.T.C. Wall hatten in [2] eine Formel fiir die Anzahl

der Geraden auf einer komplexen kubischen Fl&che mit
héchstens rationalen Doppelpunkten als Funktion der
Milnorzahlen der Singularitsten beobachtet. In § 1 geben
wir einen Bewels dieser Formel mit Hilfe der Darstellung
der kubischen Fliche als Del Pezzo-Fliche; in § 2 wird
dies zu einer Formel fiir die Anzahl der reellen Geraden
auf einer reellen kubischen Fliche verfeinert.Den Homdo-
morphietyp von reellen kubischen Flichenmit nur rationalen Doppel-
punkten als Singularititen bestimmen wir in § 3. In § 4
schlieBlich wird die Klassifikation von topologischen
Typen reeller kubischer Flichen (im wesentlichen im Stil

von F. Klein [7,8) durchgefiihrt).

Zu dieser Arbeit wurden wir angeregt durch das Projekt

von G. Pischer [5], eine Sammlung von Photos mathematischer
Modelle herauszugeben. Unter diesen Modellen ist auch eine
Serie von kubischen Flichen, die im Anschluf an die Arbeit

[10] angefertigt wurden.
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1. Geraden auf komplexen kubischen Flidchen

Eine irreduzible kubische Fliche X in P,(€) ist
entweder eine Regelflidche oder ein Kegel tber einer
ebenen kubischen Kurve, oder aber sie hat nur rationale
Doppelpunkte als Singularitdten ({2]). In den ersten
beiden F&llen enthdlt X unendlich viele Geraden; fiir
den dritten Fall wurde von J.W. Bruce und C.T.C. Wall [2]
die folgende Formel fir die Anzahl der auf X liegenden

Geraden becbachtet:

Satz 1.1:
Sei X¢?P3 () eine kubische Fl&che, die nur rationale

Doppelpunkte als Singularit8ten hat. Dann enthdlt X

(8‘”)‘7_9‘)_1_*_}{
2

Geraden, wobeli k die Anzahl dexr auf X gelegenen
Singularitd&ten und p die Summe ihrer Milnorzahlen

bezeichnet.

Wir geben hier einen Beweis dieser Formel, der auf der
Beschreibung .von X als Bild von :Pz(m) unter einer
rationalen Abbildung, die durch ein dreidimensionales
Linearsystem von Kubiken definiert wird, beruht {(vgl.

hierzu und zu den im Folgenden verwendeten Begriffen [31, [9]).
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Es gibt eine Folge I von sechs Punkten in fast
allgemeiner Lage in IPZ(E) {im Sinne von [3] III},
so daB die minimale Desingularisierung ¥ wvon X
isomorph ist zu der Fliche X(I} ,die durch Aufblasen
von :Ezim) in I entsteht. Die Desingularisierungs-~
abbildung m:X + X wird durch das Linearsystem I~Ki{
gegeben, blést alsoc alle effektiven Kurven der Selbst-
schnittzahl -2 zusammen. Man hat einen kanonischen
Isomorphismus

pic § —=> 7 =: p
€

> (g‘EQF‘E'E«li“'tE'Eﬁ} ’

wobel EO das strikte Urbild einer Geraden in ~1P2m und

Ei das totale Urbild des i-ten Punktes der Folge 1§ be-

zeichnet. Bei diesem Isomorphismus entspricht die Schnittform
. . 2 _ 2 _ .2 _ _.2

auf Pic X der durch (ao,aT,...,as} = a5 ~ ay ‘e ag

definierten guadratischen Form auf P.

R:= {0 €P |a.0 ==2,0-0 =0} die Menge der "Wurzeln" und
I:= {f EI’}iz ==1,Ew=~1} die Menge der "exzeptionellen

Kurven™. R ist ein Wurzelsystem vom Typ E.. Wir bezeichnen

6
mit W seine Weylgruppe; es -ist die Gruppe, die von den
Spiegelungen S 1% € R erzeugt wird. I hat 27 Elemente,
und die strikten Urbilder der Geraden auf X reprisentieren

gerade die irreduziblen Elemente von I < Pic X . Zum Beweis
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von Satz 1.1 geniigt es also, die irreduziblen Elemente
von I abzuzdhlen. Dazu erinnern wir zundchst an die

Beschreibung dieser irreduziblen Elemente in [3] III.7:

Lemma 1.2:

£ € I ist genau dann irreduzibel,wenn fir jede effektive

Wurzel o das Produkt £-0 20 ist.

Die irreduziblen effektiven Wurzeln sind die irreduziblen
Komponenten der exzeptionellen Menge der Aufldsung X > X.
Um zu sehen, welche Elemente von I reduzibel sind, ver-

wenden wir die folgenden drei Lemmata:

Lemma 1.3:

Sei o € R. Dann gibt es genau sechs Elemente £ € I mit

E-a < 0.

Beweis: W operiert transitiv auf R und fithrt I in sich
iiber. Also sei o0.E. o = {0;0,0,0,0,1,-1). Man bestimmt mit
Hilfe von [3] II, table 3 sofort die Elemente £ € I mit

E-a < 0.

Lemma 1.4:

Seien a,B € R Wurzelbasis eines Unterwurzelsystems R'

von R
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(i) Falls oa-f = 1 ({also R' = Az) ist, gibt es kein
g € I mit ﬁ‘g <G;S"£ < 0 »

{ii} Falls o.B

fl

0 (also R' = A, xA,) ist, gibt es

genau ein & € I mit a-£ < 0 und B-£ < 0 .,

Beweis: (i)} Sei £ € I mit a-8 < 0, B:-£ < 0, Nach
[3] 111I. 7, lemme 8¢ ist dann a-% = -1 = B-f , und es
gibt £'€I , so daB E=qa+ &' ., Dann ist aber

-1 = B.£=B.a+B-E' , also B.&'= -2, im Widerspruch zu

[{3] TIT 7, lemme 8c.

{ii) Da W transitiv auf Paaren orthogonaler Wurzeln
operiert, sei o.BE. o = (0;0,0,0,0,1,~-1), B = (0;0,0,1,-1,0,0).
Dann ist offensichtlich & := (1;0,0,1,0,1,0}) das einzige

Element von I mit £-00 < 0,E8-8 < 0.

Lemma 1.5

Sei a,B,Y eine Wurzelbasis eines Unterwurzelsystems R'

von R, Dann gibt es kein § € I mit £.0 <0,£-8 < 0,E-y < 0.

Beweis: Nach Lemma 1.4 k&nnen wir annehmen, daB
a.B=B.y=y.a = 0., Ist § € I mit E&.o <0,£.B <0,E.y < O

so gibt es - wieder nach [3] III 7 lemme Bc - ein Element

E' €I so daB E=qo+&' . Dann gilt £'.8 <0 ,£'.y <0, also

£=E£' nach Lemma 1.4. Dies ist ein Widerspruch.
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Beweis von Satz 1.1:

Seien ag,...,q € Pic ¥ =P die irreduziblen Komponenten
der exzeptionellen Menge von 7:X+X. Sie bilden eine Basis
des Unterwurzelsystems R' von R, das von den effektiven
Elementen erzeugt wird. Da das Dynkindiagramm von R' eine
disjunkte- Vereinigung von k Bidumen ist und insgesamt p
Knoten hat, ist die Anzahl der ungeordneten Paare {ai,aj}
mit aj-ay = 0 gleich % » plp-1) - (p - k). Also gibt

es nach den obigen Lemmata genau 6p - % plp - 1) +p + k

reduzible Elemente in I. Die Anzahl der irreduZiblen Elemente

ist also gleich

27- 6p+gplp = ~p+k = 2(8-p) (T-p) -1 + k .



2. Geraden auf reellen kubischen Fl&chen

Wir nehmen nun an, daB X eine {lher R definierte kubische
Fl&che in :93(¢) ist, die nur rationale Doppelpunkte als

Singularitdten hat. Mit X CJP3(IQ bezeichnen wir ihren

R
im Reellen gelegenen Teil.

Die Singularitdten von XIR sind reelle Formen rationaler
Doppelpunkte. Die komplexe Konjuation operiert auf dem
Aufldsungsgraphen eines solchen rationalen Doppelpunktes,

wir markieren im Aufldsungsgraphen mit

@ eine reelle (~-2) - Rurve (mit reellen Punkten)
(:::::) ein Paar konjugiert komplexer (-2) - Kurven
Ps eine iiber IR definierte (-2} - Kurve ohne

reelle Punkte,

kg sei die Zahl der tiber MR definierten (-2} - Rurven,

v die Zahl der Paare sich nicht schneidender konjugiert
komplexer (-2) - Kurven in Aufldésungsgraphen eines iiber

R definierten rationalen Doppelpunkts. Aus den mdglichen
Typen von Singularitdten auf komplexen kubischen Fldchen
{siehe etwa [2]) und der Klassifikation der reellen Formen
rationaler Doppelpunkte (siehe etwa [13]l, App.I) ergibt sich,
dafB auf XIR hdchstens die in Liste 1 aufgefiihrten Typen
von Singularitdten auftreten kénnen.



Liste 1

Name Gleichung Auflésungsgraph Er v

- 2k+1, 2 2

A2k X +y ~Z @———-@ . s @———-@ 0 k=1 ,2
+ 2k 2

Ay 2K 0240 0 k-1  k=1,2*
~ 2k, 2 o

Bopq X ¥y . —® 2k-1 0  k=1,2,3
+ 2k_.2__2 c o o)

AZk—1 X -y -z o 1 k-1 k=2,3%

N/

A x2Kiy2i g2 ) 1 k-1 k=1,2%,3%
2k-1 Y ”L’/ 2%,

DZ b4 y+y +22 2 1

Dg x2y+y4F22 5 0

Dg xTy+y +22 3 1 *

E; X +y4-—z2 6 0

Eg x3+y‘4+22 2 2 *

* *

In § 4 zeigen wir, daB die mit

nicht auftauchen kdnnen.

markierten Singularitdten



Neben den im Reellen gelegenen Singularitdten kdnnen auf

X auch Paare von konjugiert komplex liegenden Punkten
auftreten. Diese sind nach [2] alle vom Typ A&, oder BA,.
Fiir ein Paar konjugiert komplexer Singularit&ten definieren
wir ebenfalls v als die Anzahl der sich nicht schneidenden
konjugiert komplexen (-2) -~ Kurven, also als die Milnor-—
zahl einer der beiden Singularitdten. Mit um!}{') bzw. v(X)

bzw, v iber alle in X

bezeichnen wir die Summe der R

PR
bzw. X liegenden Singularitdten.
Da X iliber R definiert ist, ist auch die minimale

Desingularisierung m:X - X f{iber R definiert.

Lemma 2.1:

Hat XIR mindestens einen singuldren Punkt, so gibt es eine
tber R definierte Folge I von sechs Punkten in fast
allgemeiner Lage in 31?2 (@) , so daB X (liber W) isomorph
ist zu der Varietdt X(I), die durch Aufblasen von ®, (€)

ldngs I entsteht.

Beweis: Sei p ein singuldrer Punkt von X, p:X~> 1Py (€)
die Projektion mit Zentrum p auf eine generische iiber IR
definierte Ebene. ©p ist fiber IR definiert und birational.
Die (mit Multiplizitidt gezé&hlt) sechs Geraden auf X durch
p entsprechen vermdge p einer Folge I von sechs Punkten
in fast allgemeiner Lage in 1P2(G:) , und man prift leicht

nach, daB diese Folge das Gewiinschte leistet.



Bemerkung 2.2:

Falls X R glatt und zusammenhdngend ist, so erhdlt man
¥ ebenfalls durch Aufblasen einer tiber R definierten
Folge von sechs Punkten in fast allgemeiner Lage in

192(m). Dies entspricht den Typen F,,...,F in [12],p.40.

4
Falls X eine Fldche vom Typ Fg in dieser Klassifikation

ist, so ist eine derartige Darstellung nicht mdglich.

Definition 2.3:

Sei I eine iber R definierte Folge von sechs Punkten
in fast allgemeiner Lage in PZ(E). Dann gibt es eine
natiirliche Zahl r = r{f), so daB I aus 2r konjugations-

invarianten und 6 - 2r paarweise konjugiert komplexen

Punkten besteht. Wir nennen r{I) den Realitdtsindex von

Z.

Lemma 2.4:
Seien Z,I' zwei tiber IR definierte Folgen von sechs
Punkten in fast allgemeiner Lage in 1P, (€) , so daB

¥ = ¥ = Ty 3 =
X 'TRX(Z) 'ERX{E ). Dann ist r () r(L').

Beweis: Die komplexe Konjugation auf P=Pic X fiihrt

R und I in sich iiber;wir bezeichnen mift R resp.

R
I ihre Fixpunktmengen. Seien {E;,...,E .} cPic X = Pic X(I)
die totalen Urbilder der sechs Punkte von % . Wir kdnnen

annehmen, daB fiir i =1,...,3 - r{Z) die Rurve E2i~1 Zu
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E,; konjugiert ist, wahrend Eg 5. (5y4q,...,F6

2i
konjugationsinvariant sind. Aus der expliziten Be-

schreibung von I in [2]II ergibt sich

(2.5) gy = ‘2””2%“*2“ - r 42 mit r = r(z).

Daraus folgt die Behauptung des Lemmas.

Definition 2.6:

Wir definieren den Realitdtsindex r = r(X) von X folgendermaBen:

r(X) = r(f) falls X aﬂzi(z) flir eine ither R definierte
Folge I von sechs Punkten in fast allgemeiner Lage in IEz(E)

r{X) = -1 sonst.

2.7 Bemerkungen:

(i) Man kann zeigen, daB die komplexe Konjugation auf
P=zpPic X eine in der Weylgruppe W enthaltene Involution
definiert, die sich als Produkt von 3 - r Spiegelungen
schreiben 1l&B8t. Auf diese Weise zeigt man, daB Formel (2.5)

auch filir r = -1 richtig ist.

{(ii) Die Klassifikation nichtsinguldrer reeller kubischer
Fldchen in Segre [12] entspricht der nach dem Realit#tsindex:

Fi hat Realititsindex 4 - i,

Mit diesen Definitionen 188t sich nun das Hauptresultat dieses

Abschnitts formulieren:



Satz 2.8:

Sel X c P, (€) eine tber IR definierte kubische Fliche,
die hdchstens rationale Doppelpunkte als Singularitidten hat.

X habe k singuldre Punkte; es sei {X} die Summe

R HFm
der Zahlen ER fliir diese singulédren Punkte, und v (X)
die Summe der Zahlen v aller auf X liegenden Singulari-

tdten. Dann erhidlt XIR genau

(2+2r-p.}:R (X1} (1+2r—uIR (X))

- {r -2) + k- v(X)
2
Geraden. Dabei bezeichnet r = r(X) den Realitdtsindex wvon

XQ

Zum Beweis notieren wir zunichst die folgenden Analoga von

Lemma 1.3 - 1.4:

Lemma 2.9:

Sei a € Rp Dann gibt es genau 2r Elemente £ € IIR mit

E.a < 0,

Beweis: RZ{R ist vom Typ Eé,AS.,AyA1 oder leer.

Die Weylgruppe von R operiert transitiv auf Rp +

R
und man verfihrt wie in Lemma 1.3.

Lemma 2.10:

Seien a,B € R Wurzelbasis eines Unterwurzelsystems , so daB



die Menge {a,B} konjugationsinvariant ist.

it

(i) Ist o8B =1, so gibt es kein & € I mit

R
£-o0 <0,8-8 < 0 .

{ii) Ist a-B =0 , so gibt es genau ein § € Ir mit

E-a <0, £ B <0,

Beweis: (i) folgt direkt aus (1.4.1).
(ii} Nach (1.4.ii) gibt es genau ein £ € I mit £&'o < 0,

£-8 < 0, Da & € I die Bedingung ebenfalls erfiillt, ist

Der Beweis von Satz 2.8 ist nun analog zu den von Satz 1.1:
Nach (2.5),(2,9),42.10) und (1.2) ist die Anzahl der

irreduziblen Elemente in Iﬂi gleich

%(2+2r) (42r) = r+ 2=-2r + pp (X) +}§ pg K-y X -1) - gy X) -k - v(X)



3. Die Topologie reeller kubischer Fldchen

Sei weiterhin X c 193m) eine fiber IR definierte kubische
Fldache mit hochstens rationalen Doppelpunkten als Singularitédten.
Y:-”-X]R bezeichne ihren Durchschnitt mit IP3(R). Der glatte

Ort Y - Sing ¥ wvon ¥ zerfdllt in endlich viele Zusammen-
hangskomponenten Yi , und jedes Yi ist diffeomorph zu
einer Mannigfaltigkeit, die man aus einer -~ durch Yy eindeutig
bestimmten - kompakten differenzierbaren Mannigfaltigkeit Y;
durch Weglassen endlich vieler Punkte erhilt. Wir berechnen

aus der Singularititenkonfiguration und dem Realitétsindex von

Y die Eulerzahlen x(?i) = kiﬂ(—1)kdim Hk(?i,%/zz) =

= 2 - dim Hj(?i,x/zz). Zusammen mit Korollar 3.9 bestimmen

diese die Topologie von Y.

Wie in §1 sei T:X~+X die minimale Desingularisierung und
§]R die Fixpunktmenge der komplexen Konjugation auf X .
Lemma 3.1:

Ist r = r(X) der Realit#tsindex von X, so ist

Beweis: PFiir r2 0 erhilt man ’}?IR aus P, (R) durch

Aufblasen einer Folge von 2r Punkten. Im Fall r = -1 ist

YEE%IR eine Fliche vom Type F; aus f12}, p. 40, also
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diffeomorph zu RMm® 0 s* ([12], p. 92, p. 101).

Falls die exzeptionelle Menge von 7:X+ X keine iiber R
definierte (-2) - Kurve ohne reelle Punkte enthdlt, so

entsteht Y aus iIR durch Kontrahieren von pIR(X) Kurven,

1 sind. Im anderen Fall hat Y eine

die homdomorph zu 8
Singularitit vom Typ A° (vgl. Liste 1 in § 2). Daraus

ergibt sich

Lemma 3.2:
Y enthalte keine Singularitdt vom Typ A" . Ist r({X)z0,

so ist Y zusammenhidngend und
(¥} = 1 - 2r + uE{(X)-

Ist x{(X) = -1, so ist Y diffeomorph zur disjunkten Ver-

einigung TP, (R) is? .

Der Fall., daB auf Y Singularitdten vom Typ A’ auftreten,

kann leicht gesondert behandelt werden.

Lemma 3.3:
Sei pcE€Y ein singuldrer Punkt vom Typ Ai . Dann hat Y keine

weliteren Singularitdten und ist diffeomorph zu IPz(Fjli{p} .

Beweis: Wire Qg €Y ein von p verschiedener singuldrer Punkt,
so widre (aus Gradgrinden) die Verbindungsgerade von p und ¢

in Y enthalten. Dies ist ein Widerspruch dazu, daB p ein
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Einsiedlerpunkt ist.

Sei EE:P3 (IR) eine generische Ebene. Man sieht leicht,
daB8 die Projektion von p aus auf E einen Diffeomorphismus

zwischen ¥ - {p} und E induziert.

Bemerkung 3.4:

In § 4 werden wir zeigen, da8 Singularitdten vom  Typ Ai ke 2
i p i

auf Y nicht auftreten kbnnen.

Es sei ¥ = U Yi die zweidimensionale differenzierbare
Mannigfaligkeit die man erhdlt, wenn man - wie oben
beschrieben - alle Komponenten Y, von Y - Sing Y kompakti~
fiziert. Zur Bestimmung von Y betrachten wir die Gestalt

von Y in Umgebungen seiner singuldren Punkte.

Lemma 3.5:
Sei p€Y ein singuldrer Punkt, U der Schnitt von Y mit

einem kleinen Ball* um p.

’ * % :
(i) Ist (Y,p) vom Typ Agk, Dz oder EG , SO ist
U -~ {p} zusammenhdngend.
(ii) Ist _(Y,p) vom Typ Agk-l R DE, so hat U - {p} zwei

Komponenten..

(iii) Ist (Y,p) vom Typ DZ , so hat U - {p} drei

Komponenten.

* bzgl. der Fubini-Metrik auf P, (IR)

3
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Beweis: Die lokalen Gleichungen aus Liste 1 schreiben
(Y,p) als doppelte verzweigte Uberlagerung einexr Kreis-

scheibe, woraus man sofort die lokale Topologie abliest.

Aus Lemma 3.2 und 3.5 ergibt sich jetzt sofort

Proposition 3.6:

Y habe keine Singularitdten vom Typ A" , m, Singularitédten

* * X - -
vom Typ AZk-? oder D5 und m, Singularititen vom Typ D4.

Dann ist

x{(¥) =1 - 2r + pg(X) + my o+ 2m, .
Wir wollen nun die Anzahl der Komponenten von Y - Sing Y
und die Lage der Singularitdten in Bezug auf die§e Komponenten
beschreiben. Dazu verwenden wir ein Verfahren, das bereits
in den Arbeiten von Klein [7] und Rodenberg [10] benutzt wird,
ndmlich die Realisierung lokaler Deformationen der Singularitdten

von ¥ durch Deformationen der ganzen Fldche Y.

Proposition 3.7:

Sei Y c B?B(IR3 eine kubische Fliche, Sing (Y) = {yj,...,yk}.

(¥,y3) € ¥, ,¥;) € (B4 (R) %D, (3,0))

ok

0 € (B:Q) = (D:o)



seien Reprédsentanten von Deformationen der Singularititen
(Y,yi) d.h. Deformationen ihrer lokalen Gleichungen im

Sinne von [1] p. 146 £f. iber D:= (-1,1).

Dann gibt es eine differenzierbare Familie

¥ ¢ V < :@B(Inx D
fF | 72
D

0 € D- =

von kubischen Flichen iiber D, und fiir jedes geniigend kleine
€ > 0 offene Umgebungen Ui von ¥y, in ¥ und D' wvon
0 in D, so daB gilt:

(i) Ist vV, der Durchschnitt der Kugel Bs(yi) mit

Virin}(D‘), dann gibt es einen Diffeomorphismus

xpi:Ui > Vi' der das Diagramm

y Vi
u U

U fﬁ»& v
i i
F| \ F,
Ui \\3 ¢// i
E!

kommutativ macht.

{11) Die pbbildung F:V = bu, - DY dst eln differenslerbar

triviales Bilindel von Mannigfaltigkeiten mit Rand.



Beweis: Sei H eine Ebene in IP3{1R), so daB C:=¥YNH
eine nichtsinguldre kubische Kurve ist. Der projektive Kegel
K #ber C mit Spitze in einem Punkt q,EIP3(IR) - H hat
in g eine Singularitit vom Typ E . Die semi-universelle
Deformation der Singularitdt (K,q) 148t sich durch eine

Familie

K o F
boode
0 € 8

affiner kubischer Fl&chen realisieren.

Beliebig nahe an 0 g¢gibt es Punkte s€ S , deren Urbilder
ﬁ"1(s) affin dquivalent zu ¥ - C sind (vgl. auch [2] § 4).
Die Behauptung folgt nun aus der Offenheit der Versalitéat

(Vgl' {1431 § 4).

RKorollar 3.8:

Sei X € IPa(m) eine fiber IR definierte kubische Fl&che
mit h&chstens rationalen Doppelpunkten als Singularité&ten,
so daB Y = Xx keine Singularitdten vom Typ A" hat. Dann
hat Y hochstens zwei Komponenten.

¥ hat genau dann zwei Komponenten, wenn x(¥) = 3, und

dann ist Y homSomorph zu IPZ(IR} u s2.

Beweis: Man gldtte alle Singularititen von Y, und zwar so,
daB die lokalen Komponenten von Y - Sing Y getrennt werden.

¥' sei die durch diese Deformation entsprechend Prop. 3.7
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erhaltene glatte kubische Fliche. Offenbar ist ¥ hombomorph
zu Y', welches wiederum isomorph zu VY' ist. Die Behauptung
folgt nun aus der Klassifikation nichtsingulirer reeller

kubischer Flichen ({121).

Koreollar 3.9:

Unter den Voraussetzungen von (3.8) liegt jeder singulére

Punkt von Y im Abschluf jeder Komponente von Y - Sing Y.

Beweis: Sonst konnte man alle Singularité&ten, die im
Abschluf von Y1 und von Y2 liegen, 1lokal in zwel
resp. drei Komponenten gld@tten und erhielte eine singulire,

nicht zusammenhidngende Fliche, im Widerspruch zu Lemma 3.2.



4. Klassifikation

Die mdglichen Konfigurationen von Singularitdten auf

reellen kubischen Flichen kann man etwa mit Hilfe von

Bemerkung 2.7.1i relativ leicht bestimmen. In diesem

Abschnitt fiihren wir eine XKlassifikation nach der folgenden -

etwas feineren - Aquivalenzrelation durch:

Definition 4.1:

(1)

Eine differenzierbare Pamilie (Y_) von

t'telo,1]
Kubiken in 393(IR) (mit Gleichungen f£_ = 0) nennen

wir Hquisingul8r , wenn sie sich in der Umgebung jedes

Punktes zu einer Familie von Diffeomorphismen des
umgebenden Raumes fortsetzen 148t, d.h. wenn es fiir

jedes tj € [0,1] und jedes p€Y_  eine Umgebung I

t
0

von t, in {0,1] , eine Umgebung U von p in

P, (R} und einen Diffeomorphismus $:UxI-~> UxI

gibt, so daB das Diagramm

Ux I e e e Ux I

U U

{{x,t)eux1] ft (x)=0} 2, {(x,t)EUXIif {x)=0}

pr\ /pr



kommutiert.

(ii) Zwei kubische Flidchen Y,Y' in P, {IR) nennen

wir vom gleichen topologischen Typ, falls es eine

dguisingulidre Familie (Yt)te[o 11 kubische Plachen
L4
in 193(IR) gibt, so daB Y =zu YO und Y'  zu ¥,

projektiv dquivalent ist.

Aquisingulidre Pamilien sind dadurch charakterisiert, daB die

Singularitdtenkonfiguration konstant bleibt.

Proposition 4.2;

(1) Haben zweli kubische Flichen in IP3(IR) mit nur
isolierten Singularitdten den gleichen topologischen
Typ, so sind geeignete Umgebungen ihrer  singuléren

Mengen analytisch isomorph.

(ii) Jede differenzierbare Familie von RKubiken in IP3KIR3
mit nur isolierten Singularitdten, in der die
Singularitdtenkonfiguration* konstant bleibt, ist

dquisingulir.

Bewels: (i) Sei (Y, ) eine dquisingulédre Familie kubischer
—— t'tel0,1]
Fléchen mit nur isolierten Singularitidten mit den Gleichungen
_ . : . . (i)
ft 0. Dann gibt es differenzierbare Schnitte (pt )t€{0,1] '

i=1,...,k sodaB Singy_ = {pt(”,...,pék’} far t€[0,1].

* d.h. die Anzahl und analytischen Isomorphietypen dex

Singularitédten,



Die Keime von F, in pél) sind fiir alle t€ {0,1]
differenzierbar und somit auch analytisch V-&gquivalent

im Sinne von {1] p. 126.

(i) Aus der Konstanz der Singularitdtenkonfiguration
folgt, daB es wie oben differenzierbare Schnitte
gibt, die die singuldren Punkte der Kubiken in der
Familie beschreiben. Da die Isomorphieklassen der
Singularititen li#ngs der Schnitte konstant bleiben,

folgt Bquisingularitdt.
Wir notieren noch

Lemma 4.3

{i) Kubische Fl&chen vom gleichen topologischen Typ sind

homdomoxrph.

(ii) Zwei kubische Flichen vom gleichen topologischen Typ
mit nur rationalen Singularitdten haben gleichen

Realitdtsindex.

Beweis: (i) Die Tatsache, daB sich der Homdomorphietyp
bei &quisinguldren Deformation nicht &ndert, folgt etwa

aus [6] II 5.2.

{ii) Nach (3.6) resp. (3.3) bestimmt sich der Realit#tsindex

aus der Topologie und der Singularit8tenkonfiguration.



Wir beginnen nun mit der Klassifikation der topologischen
Typen reeller kubischer Flichen. Sei also X eine lber
IR definierte kubische Fliche und Y = XIR ihr reeller
Teil. Der umfangreichste Teil der Klassifikation betrifft

den Fall, daB8 X hoéchstens rationale Doppelpunkte als

Singularit&ten hat. Daneben treten noch folgende Fille

(4.4)-(4.6) auf:

{4.4) Reduzible kubische Fléchen:

Falls X reduzibel ist, so zerfallen X und auch ¥ in
eine Ebene und eine -~ evtl. singuldre - Quadrik. Die

Klassifikation dieser Fille ist offensichtlich.

(4.5) Kubische Regelfléchen

Falls X irreduzibel ist und nicht-~isolierte Singularitéten
hat, so ist der singuldre Ort eine Gerade & ([2] p. 252),

die notwendigerweise reell ist. Falls X kein Kegel {liber einer
singuldren ebenen Kubik ist, so folgt wie in [2], daB Y

projektiv dquivalent zu einer der folgenden drei Fldchen ist:

2 2

i
(]

o¥py * X3 T
2 2 =
(xo -x1)x2 - 2x0x1x3 = 0
3 2 _
x5 + Xg¥q + x0x1x3 = 0 .



4.5

Die ersten beiden Fdlle heifien in der klassischen
Literatur Pliicker'sches, die dritte Cayley'sches Konoid

oder Zylindroid,

Die singuldre Gerade dieser Flidchen ist £:={xo = Xy = 0}.
Die Projektion von £ aus auf eine generische reelle Cerade
g realisiert die Normalisierung X' von X als Regelfldche.

Der reelle Teil X! der Normalisierung ist ein 51—Bﬁndel

R
iber §'. Eine generische Ebene Ec TP, (R) definiert einen

1

Schnitt dieses S ~Biindels von ungerader Selbstschnittzahl,

also ist Xﬁzhcméomorph.zur Kleinschen Flasche .. Aus den
Gleichungen bestimmt man nun leicht die Topologie von Y

in allen drei F&illen.

(4.6) Kegel tiber irreduziblen ebenen Kubiken.

Nach der Klassifikation irreduzibler ebener Kubiken ist Y

projektiv dguivalent zu einer der Flichen

2 3 2 3 _
x1x3 4x0 - 92X0X3 - g3x3 =0 , gz,g36 R.

Die Fl&chen mit nicht-isolierten Singularit&dten (A := gg-—27g§= 0)

zerfallen in drei projektive Aguivalenzklassen, je nachdem, ob

g, ¥ 0 , g3>0 {Selbstdurchdringung)

g,*¥0 , gy<0 (isolierte Gerade)

gy =93 =0 (Riickkehrkante) -



Zwel Fldchen mit A # 0 sind genau dann projektiv
dguivalent, wenn die j-Invariante 3 = gg/A und das
Vorzeichen von' g, f#bereinstimmen ([4] Kap. 12).
Die Topologie von ¥ ist in all diesen F&llen leicht

zu bestimmen.

Wir nehmen von nun an an, daB X nur rationale Doppelpunkte

als Singularititen hat. Eine Zusammenfassung aller dabei
auftretenen topologischen Typen geben wir in Liste 4 am

Ende dieses Kapitels.

Bevor wir mit der eigentlichen Klassifikation beginnen,
betrachten wir die mdglichen Typen von Singularitdten, die
auf Y auftreten kdnnen. Aus der Klassifikation im Komplexen
ergab sich, daB dies htchstens die Singularitdten aus Liste 1
in § 2 sein konnen. Tatsdchlich aber kommen nicht alle diese

Singularitidten vor:

Lemma 4.7:

(i) Auf reellen kubischen Flichen treten die folgenden Typen

von Singularitdten nicht auf:

. + . +
A3 ' A4 v A5 ' AS

+ +
IDSIEG.
{ii) Hat eine reelle kubische Fliche mindestens zwei isolierte

singuldre Punkte, so sind alle ihre singuldren Punkte vom

Typ A .



4.7

Beweis: (i) Jede der genannten Singularitdten deformiert

-

1
Proposition 3.7 und . Lemma 3.3 liefern die Behauptung.

in zwei Singularitdten, von denen eine vom Typ A ist.

(ii) Die komplexe Klassifikation ([2]) =zeigt, daB in
diesem Fall alle Singularitdten vom Typ A sind.
Singularit&ten vom Typ A" oder A" deformieren
aber in Ai .

Wir beginnen jetzt mit der eigentlichen Klassifikation.

Die topologischen Typen nichtsinguldrer Kubiken sind in

[12] bestimmt. Sei also ohne Einschrénkung

(0,0,0,1)

o]
(1)
fl

ein singulirer Punkt von Y. Dann hat Y die Gleichung
Xy fz(xo,xl,xz) + f3(x0,x1,x2} = 0

mit reellen homogenen nicht-verschwindender Polynomen fi

vom Grad i.

il

Q := {x GIPE(E)/fz(x) 0} wund

C

#
"

{x €, (€)/f,(x) 0}

sind lber W definierte Rurven.



Die Projektion von Y auf IPZCR) mit Zentrum p Dblést
p auf zu der Quadrik ©Q und schldgt die Geraden auf Y
durch p =zu - mit Multiplizit#dt gezdhlt - 2r(X) Punkten

zusammen. Dies sind die reellen Punkte von QN C.

Um die projektive Aguivalenzklasse von ¥ zu untersuchen,

geniigt es, die Quadrik Q mit den Punkten QNC 2zu betrachten:

Lemma 4.8:

Wir nehmen an, daf Q reduziert ist. Bs sei Q = Q1U...UQm

(m £2) die Zerlegung von @ in irreduzible Komponenten und

0 = Q1 U ... U Qm die Normalisierung von Y.

Sei Y cP, (IR) - eine Kubik mit der Gleichung
X3 * Ep(xp.Xqex5) + g3(xg,xq0%y) = 0

mit einem nichtverschwindenden reellen homogenen Polynom g5 vom

Grad 3, und sei C' := {x € IPZ(E)/gB{X) = 0},

Es gibt genau dann ein ¢ € PGL(4,IR}) mit @(¥) = Y¥' und
@w{p) = p', wenn es einen iiber IR definierten Isomorphismus
¥:0 - Q9 gibt, der den Divisor Q1 * C 4 L. * Qm - ¢ auf

Q in den Divisor Q1 - CY + ...+ Qm + C' iiberfiihrt.

Der Beweis dieses Lemma’s ist analog zu [2], Lemma 2a. Die
Klassifikation folgt nun den verschiedenen Typen der Quadrik

Q , also des Tangentialkegels von Y in p.



1. Fall: Q ist irreduzibel und hat reelle Punkte (Y hat

in p eine Singularitdt vom Typ A;):

Nach Lemma 4.8 werden die projektiven Aquivalenzklassen kubischer
Flachen in P,(R) mit einer Singularitdt vom Typ A; in p
durch Isomorphieklassen konjugations-invarianter Divisoren vom
Grad 6 auf @ gegeben, denn jeder soche Divisor wird von einer
reellen Kubik ausgeschnitten. Nach [2], Lemma 2 entsprechen Sin-
gularitdten auf Y ~ {p} gerade mehrfachen reellen Punkten von

Q-C; wegen (4.7.ii) und [2] gehdrt zu einem k-fachen reellen

Punkt Q+C eine Singularitit vom Typ A£~1 .

Sind D,D' konjugationsinvariante Divisoren vom Grad 6 auf Q,
deren reelle Anteile man unter Erhalt aller Multiplizitdten auf
dem reellen Teil Q}R von Q ineinander wverschieben kann oder
die durch Automorphismen von QIR ineinander iiberfiihrt werden
k&nnen, so sind die zugehSrigen Fléchen offensichtlich vom
gleichen topologischen Typ. Eine Aquivalenzklasse solcher Di-
.visoren beziliglich derartiger Verschiebungen und Automorphismen

nennen wir eipne Konfiguration.

Wir symbolisieren eine Konfiguration von 2r «reellen und

3 - r Paaren konjﬁgiert komplexer Punkte auf Q durch Mar-
kieren von 2r Punkten (mit'Multiplizitaten) auf einer Kreis-
linie und 3 - r Punkten im Inneren des Kreises. Die mBglichen
Konfigurationen sind in Liste 2 angegeben. Die zugehdrigen to-
peclogischen Typen kubischer Fl&dchen sind alle verschieden: bis
auf einen Fall unterscheiden sie sich durch Singularitdtenkon-

figuration und Realit#dtsindex. Die beiden Typen kubischer

Flachen mit drei Singularitdten vom Typ A1

unterscheiden



4.10

sich durch die relative Lage der einfach und mehrfach zu zdhlen-

den Geraden auf einem (jedem) Tangentialkegel in einem singuldren

Punkt,

Liste 2

2

OO
G1080,
DI®
a

OO
00
ole)
00T

P
&
:?J:



4.11

2. Fall: Q ist irreduzibel und hat keine reellen Punkte
(p ist singuldrer Punkt vom Typ A;):
Mit demselben Argument wie oben sieht man, daB es nur einen

topologischen Typ gibt.

3. Fall: Q0 =zerfdllt in zwei {iber IR definierte Geraden
({Y,p) ist vom Typ A% , K22):

Sei q€m,(R) der Doppelpunkt von Q. Nach [2], Lemma 3
und Lemma 4.7 entsprechen die Singularitdten von Y - {p}
den reellen mehrfachen Punkten von Q-C auf 0 - {gq} ,

und zwar entspricht ein k—-facher derartiger Punkt einer

A£_1 - Singularit#t. Sind auBerdem X,,%, die Schnittzahlen
von Q1,Q2 in g , so hat Y in p eine Singularitdt vom
Typ A; mit Kk = max (2,k1 + ky + 1).

1 von Kreis-—

Qm ist homdomorph zu einem Bouquet s vs
linien. Wir markieren wieder Punkte auf bzw. innerhalb der

Kreise, um die topologischen Typen zu klassifizieren (q€ Q.



4.12

hat eine Bi-Multiplizit#t (k1,k2)). Bis auf Vertauschen
der Komponenten von an hat man die in Liste 3 angegebenen

Konfigurationen.

‘ Liste 3

k)
. 4}

: a
80 81) 843 t1,1) .I h
2
84) 8‘%) 81) 8‘} ’ )
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4. Fall: Q zerfillt in ein Paar konjugiert.komplexer
Geraden:

. . . _L2 2
Wir kénnen dann annehmen, daB fz(xo,xi,xz} = Xy f Xy .
Je nachdem, ob f3 in (0,0,1) verschwindet oder nicht,
hat Y in p eine Singularit&t vom Typ Ag oder A;

([2], Lemma 3). Es gibt jeweils genau einen topologischen

TYyp-.

5. Fall: Q ist eine Doppelgerade.
Nach [2] und Lemma 4.7 hat X in P eine Singularitdt vom

Typ E;,, D; ; DZ oder D; . Die Klassifikation wird ge-

liefert von

Lemma 4.9:
(i) Je zwei reelle kubische Flidchen mit einer Singularitdt

vom Typ EG {bzw. Dg) wird reell projektiv &quivalent.

(ii) Die reellen kubischen Fl&chen mit einer Singularitit vom

Typ Dz bzw. D, zerfallen jeweils in zwei reell

4
projektive BAquivalenzklassen, die aber jeweils den gleichen

topologischen Typ haben.

Beweis: (1) zeigt man wie in [2], Lemma 4.

{(ii} Genauso wie in [2], Lemma 4 rechnet man aus, daB jede
reelle kubische Fliche mit einer Singularitdt vom Typ D,
bis auf reell projektive Aquivalenz folgendermaBen aus-

sieht:



4.14

+ 2 2 2 3 . =
D4 T XgXg *oaxgX, + XX, + X, = 0 a 0,1
- 2 2 2 3 _ =
D4 POXaXy toaxgX, + XyXy = X, = 0 a==0,1.

Damit sind alle topologischen Typen reeller kubischer Fléchen

erfafBt.

Bemerkung 4.10:

Ist X eine tiber 1R definierte kubische Flache in IPB{E)
mit nur isolierten Singularitdten, so sieht man wie in (3.7),
daB ¥R {(im Reellen) &dquisingular in eine kubische Fldche
Y' deformiert werden kann, auf deren Komplexifizierung keine
weiteren singuldren Punkte liegen. Die allgemeine kubische
Flidche eines vorgegebenen topologischen Typs hat also nur reelle
Singularitdten. Bei speziellen kubischen Fldchen in einem
topologischen Typ kdnnen aber auf der'Kompleﬁifizierung noch
Paare konjugiert komplex liegender Singularitd@ten auftreten.
Welche derartigen Paare konjugiert komplexer Singularitdten
in den einzelnen topologischen Typen vorkommen, ergibt sich
fiir im Reellen glatte Fl&chen aus (2.7.1i), ansonsten aus der
obigen Klassifikation. In Spalte 3 von Liste 4 sind alle

MOglichkeiten aufgefiihrt.

Zusammenfassung 4.11: -

Die topologischen Typen reeller kubischer Flédchen werden durch
{4.4}-(4.6) und Liste 4 vollstdndig klassifiziert. Flir Flichen
mit nur rationalen Doppelipunkten bestimmt sich die Zahl der

reellen Geraden nach (2.8), die Topologie aus (3.3) und (3.86).



Liste 4

TOPOLOGISCHE TYPEN REELLER KUBISCHER FLACHEN MIT HOCHSTENS RATIONALEN DOPPELPUNKTEN

Singularitédten- | Realitidts- | Anzahl der Eulerchar. | mdgl. weitere komplexe
konfiguration index reellen Geraden x{Y) Singularitéaten
@ 3 27 -5
73 2 15 -3
@ 1 7 ~1 A1 12A 1
@ Q 3 1 A A,
@ -1 3 142 Ai’Az
a; 3 21 -3
A1 2 11 -1
Al 1 5 1 A,
Al 4] 3 1+2 le1 ,A2
-
A 0 3 1 AI’AZ
22-&; » 3 16 -1
ZA1 2 8 1
ZAI i 4 1+2 Al
A2 3 15 -3
A 2 7 -1
A2 1 3 1
al 0 3 1 A A
2 1772
3A'1' 3 12 1
3A1 3 12 1
38, 2 6 142
A2Al 3 11 -1
An, 2 5 1

ho
ey
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