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Dem Andenken meiner Mutter
Ruth Sczech (1922-1983)

§1.1 Die klassischen Dedekind-Summen s(a,c), fiir zwei ganze
teilerfremde Zahlen s und ¢, c$0, durch

a(s,e) =3 D cotmi)cotbr) , kew <)
0<kqc}

erklart, geniigen bekanntlich dem Reziprogitdtsgesetz

s(a,c) + s(c,a) = g(% "'?18 + -) - sign(ac). (2)

Diese ‘bemerkensuerte Formel ist nur ein Spezialfall einer allge-
meineren Identitét fiir die Matrixfunktion (f: SL(2,72)—1/32,

<°b>-{
(fcd 3%-, c=0,

Fir je drei Matrizen A:jeSL(z,Z), deren Produkt A,|A2A3 a 1
gleich der Einheitsmatrix ist, gilt namlich

a+d

e - s(a,c), c40

MZ?. ‘f(AJ). = - sign(c cyc3), - Ay - (::J e
Fir A, = (2 "3) erhilt man hieraus die Formel (2). Diese Bezie-
hungen sind von Dedekind entdeckt worden als Polgerung sus dem
Transformationsverhalten von log'q_('!.'), dem Logarithmus der Dede-
kindschen Etafunktion. Spédter haben Rademacher u.a. [16 5] die-
se Formeln vom rein arithmetischen Standpunkt aus bewiesen.

Die Dedekindschen Summen und ihre zshlreichen Verallgemeinerungen
haben viele Anwendungen in der Zahlentheorie erfahren, vgl. [1'7].
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In neuerer Zeit sind solche Summen im Zusammenhang mit den Fix-
punktsatzen von Atiyah, Bott und Singer auch in der Topologie
anzutreffen [__‘I‘I].

1.2 Es sei L ein nichtentartetes Periodengitter in der komple-
xen Ebene mit dem Multiplikatorernring G’L = {mecl mLcI.} y ferner

o, |
E (x) = Z @+x) K| +x |2

wel

3 k=0,1,2,3,...

8=0

Die Ek hédngen auf einfache Weise mit den WelerstraBfunktionen
Zund { zusammen. In Anslogie zu (1) setzen wir fiir a,ce€f

mit c$0
D(a,c) = 3 E E,(ZOE(D) . (4)

kel/cL

Im §4 der vorliegenden Arbeit beweisen wir als Spezialfall
von Satz 1 den folgenden

Satz: Pir teilerfremde a,c eei verschieden von Null ist

D(a,c) + D(c,a) = E2(0)I(% +-§"?+ g) ’ I(z):- Z2=Z.

Diesem Satz entnimmt man insbesondere D(a,c)=0 fiir ganzratio-
nale a,c. Als Verallgemeinerung von‘(f definieren wir

$e D

Satz: Die Abbildung : 8L(2, 07)—€ ist ein Homomorphismus
in die additive Gruppe der komplexen Zahlen, der gensu
dann trivial ist, wenn O'L =3, 3 \[ -1| ’ 2[(-1--{:3)/2].

{ (O)I( +dy _ p(a,c) , c40
2(0)1(3) ’ c=0.

Fiir je drei Matrizen AJ in [ := 8L(2, ) mit A AZA =1 gilt also
Z(P(A )=0. In §5 konstruieren wir allgemeiner einen ﬂ-Kozykel @
Lir die Gruppe [ 'mit Werten in dem [" -Modul F:= {f (6/L) —-w}
'und zeigen, daB @pine nichttriviale Kohomologieklasse in

H (M",F) reprdsentiert. In §6 wird fiir die Werte von @auf uni-
potenten Elementen in [ eine sehr einfache Pormel aufgestellt.
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In §7 zeigen wir, daB bei geeigneter Wahl des Periodengitters L
innerhaldb seiner Ahnlichkeitsklasse der Homomorphismus @ ganz-—
algebraische Werte annimmt. Mit Hilfe dieser Resultate gelingt
es uns in 88 den Rang von @(l") einzugrenzen, dem Bild von [
unter (P , welches nach Burwitz ein endlich erzeugter Z-Modul
ist. Als Korollar erhalten wir eine Abschétzung fiir den Rang r
der Faktorkommutatorgruppe Pab durch die Idealklassenzshl h von
O’L. Es ist r » h-1 bzw. r} h, Jje nachdem der Quotientenkdrper
von O'L gleich @, QW -1), Q(=3) oder davon verschieden ist. Die-
ses Ergebnis ist im Falle einer Maximalordnung 0 zuerst von
Serre [19] mit topologischen Argumenten bewiesen und kiirzlich
von N.Krémer (Bonner Dissertation in Vorbereitung) zu r ) (5-D)/24
verbessert worden, D {-4 die Diskriminante von @". Unser Beweis
ist demgegeniiber konstruktiv-arithmetisch und liefert zugleich
eine natiirliche Interpretation der Werte bestimmter Heckescher
L-Reihen an der Stelle s=1. In §9 untersuchen wir das Verhalten
von @unter Hecke-Operatoren. Im abschlieBendem §10 kehren wir
zu unserem Ausgangspunkt in §1.1 zuriick und verfolgen weiter die
Anslogie zu den klasssischen Dedekindsummen.

Die Untersuchungen dieser Arbeit kann man in mehreren
Richtungen fortsetzen. In einer weiteren Arbeit wollen wir in
Verallgemeinerung alter Ergebnisse von Hecke [10,p.290,405] zei-
gen, wie man die Werte von @durch Summation gewisser L-Reihen
an der Stelle s=1/2 mit GréBencharskteren in biquadratischen
Zahlkdérpern erhdlt. Dabei wird auch der Bezug zu Harders Arbei-
ten [8,9] hergestellt, die mit der vorliegenden Arbeit eng zu-
sammenhingen.,

82 Elliptische Punktionen

Es gsei L = 2w1+2w2 ein Periodengitter in der komplexen Ebene mit
positiv imaginirer Basisdeterminante D(L) = w,w, - W,w,, also
D(L)/1i > 0. Wir betrachten fiir k=0,1,2,... und Re(s) > 1 die Reihe

)
E(s,k,x,y)uz X ) o) K |wey| 28K
wel '
mit dem additiven Charakter



X (z):= exp(omi -2=2.) ,
D(L) -
Dabei sind x,y komplexe Zahlen und Strich sm Summenzeichen bedeu-
tet wie iiblich, daB sinnlose Glieder ausgelassen werden. Die Rei-
he E(s,k,x,y) besitzt eine meromorphe Fortsetzung in die gesamte
komplexe s-Ebene und geniigt der Punktionalgleichung

E"(s,x,y) = XGHE*(1-s,y3,%) (5)

. 27Ci - k
nit E¥*(s,x,y):= ( D(q‘;.l) ) Sl—'(s+2)E(s,k,x,y) ’

vgl. [é2,p.?i] oder [?4,p.8§]. Iﬁ@olgenden interessieren uns die
eingangs genannten Spezialfédlle Ek(u) = BE(k/2,k,0,u) und

E(u):= o E(0,2,0,u)
D(L)

L
2 w+u -28
D(L) Z w4+ l W‘HJ‘

wel

' X (W) -2
DA e

weéeL

s=0

s=0

Die letzte Gleichung folgt aus der Funktionalgleichung (5), ihr
entnimmt man insbesondere E(Q) = E2(O). Wenn das Periodengitter
L aus dem Textzusammenhang nicht eindeutig hervorgeht, schreiben

wir statt Ek(x),E(x) genauer Ek(x,L),E(x,L). Nach Hecke gilt
1o,p.412,454,475]

L] \ —
Ee(u) =Z , Z(mw1+nw2+u)"2 _ 2m Yo
m n

D(L) Y2
E,(u) = Z(u) - uE,(0) - T DZ‘("; : (6)
-1 , uél
Eo(u) '{
0O sonst

mit der WeierstraBschen Zetafunktion Z(u), die im Gegensatz zu
Eq(u) nicht doppeltperiodisch ist. Ferner wird

P(w) = Ej(w) - E,(0) | (?)



die WeierstraBsche @-—Funktion fiir ue¢\L. Die folgende Formel
habe ich in der Literatur nicht finden konnen,

2E(u) = p(u) - E5(u) , uelL . (8)

Zum Beweis leiten wir beide Seiten dieser Gleichung nach u bzw. u
ab. Wegen

9 w+u ( m
g = - (1+s8) '
Ju  (wiu)|wsu]®S (wu)2|wsu2s
d w+u _ 1-s
Ju (w+u)lw+u|23 (w+u)| w+u |28
tst 9 2E(u) - - AT E(5,3,0,u) ,
du D(L)

2 = MM g (W),
3z =W " 3y MW

Andererseits folgt aus (6) und (7)
%[ga(u) - BB )] = 25, (W) - 2B5(n)

Nach einem Resultat von Eisenstein, vgl. [éu,p.4§] y 1st dies ge-
rade
4qri
D(L)

E(;,},O,U) = '89—' ?E(u)-
u

Ebenso folgt aus (6)

J - S p gy - O :
ﬁ[&)(u) Ef(u)] (D) E,(u) A= PE(u)

Zum Beweis von (8) geniigt es daher festzustellen, daB die konstan-
ten Koeffizienten in der Potenzreihenentwicklung nach u,ﬁ auf bei-
den Seiten iibereinstimmen. Wegen & (u) = 1/u + O(u5) ist dieser
Koeffizient in g)(u)-E‘,‘?(u) gleich 2E2(0), wihrend er in 2E(u) eben-
falls gleich 2E(0)=2E,(0) ist. Damit ist (8) bewiesen. Einen wei-
teren Beweis erhélt man aus der fiir x,y € C~L giiltigen Formel von
Kronecker, vgl.‘[?#,p.71],



E( 11’x!y) = z w+y l‘“’yl -28

8=0
33(31(13‘31x)) O(x+y)
C(x)Xy)
mit den WeierstraB—Funktionen 0, & zum Periodengitter L, denn in

der Laurent-—Entw:Lcklung E(§ 1,x,5) —Zakyk ist offenbar a,,a-E(x)

Wegen O(y) = y+0(y ) ist also E(x) gleich dem Koeffizienten von
¥ in

- (1 4+ (e-Qy + 222 (e Z) ¥2 +...)(4 +g-y + ;; 2 4...)

mit e,Z,c’ E, (x),5(x),0(x). Wegen &= 0’/0' XJ— -T'a 12 o'/
erhdlt man w1eder 2E(x) = gJ(x)-Ea(x)

Jetzt koénnen wir die klassische, von Eisenstein entdeckte
Additionsformel

(B@+TE+T(2))Z = pG)+ p3)+ pla)

gultig fir x,y,z€C~L mit x+y+z=0, wie folgt schreiben,

(By (XWE (7)4E4(2))? = p(x)+ p(3)+ p(2)
oder
E, (x)E, (3)+E4(7)E, (2)+E, (2)E, (x) (9

= EBo(x)Ey(7)+Eq(7)E5(2)+E(2)E,(x)

+ E(x) + E(y) + E(z) .
Diese letzte Formel ist, wie man durch Fallunterscheidungen leicht
prift, fir alle x,y,z mit x+y+z el giiltig. Sie wird fiir unsere

Zwecke noch symmetrischer, wenn x,y,z jeweils durch U -Us, U

~-u

1’
uy-uy ersetzt werden. Unter Beachtung von Ek(-x) = (-1)kEk(x§
erh3dlt man so

2 [Ewsmug,0 (10)

J(3)
+ -2— Ek(uj-qu)E?_k(uJ—uj_,‘)] =0
k=0,1 )
fiir drei unabhdngige Variable uy in C/L, j mod 3.
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§3 Gitter in quadratischen Zahlkdrpern

Wir nehmen nun an, das Periodengitter L = 2w1+2w2 besitzt komple-
xe Multiplikatoren, es gibt also me € 2 mit mLCcL. Dann ist K=Q(<c),
'tsw,]/wé, ein imagindrquadratischer Zahlkdrper und der volle Multi-
plikatorenring von L,

0= 6 = {mec|nnc1]

ist ein Unterring von 0., dem Ring der ganzen Zahlen von K. Ist
etwa a‘c2+b¢c+c=0 mit paarweise teilerfremden a,b,c ¢2, so gilt

=2+ 2at2 =13 +-1)-%@:2 mit D = be-4ac.
Die natiirliche Zahl f in D = £2Dy, D bzw. Dy die KéeperBiskrimi-
nante von O bzw. O'K, heiBt der Fiihrer von 0, sie ist zugleich der
Index von O in 0. Durch Angabe der Diskriminante D ist also O
eindeutig bestimmt. Zwei Zahlen a,c in & heiBen teilerfremd, wenn
a@+c 0= O ist. Hieraus folgt

aL+ch=(aO'+ cHr =0L = 1,

mit r+clL durchlduft also auch ar+cL alle Restklassen in L/cL. Fiir
teilerfremde a,c €(; c4#0 gelten dsher die Multiplikstionsformeln

ZI Ek(ar+u) = ckEk(u) ’ (118)
rel/cL

Z E@IY) =2-E(u) , (11b)
Tel/cL ¢

die man unmittelbar der Definition von Ek bzw. E entnimmt. Fir
ganzrationale, im gewdhnlichen Sinne teilerfremde a,c $ O gelten
diese Formeln natiirlich such fiir Periodengitter ohne komplexe Mul-
tiplikation. Da in diesem Fall der Multiplikatorenring O= 7 wird,
kSnnen wir uns in asllen Fdllen merken: Die Multiplikationsformeln
(11) gelten fiir teilerfremde a,c40 im Multiplikatorenring des Pe-
riodengitters L.

-In den Abschnitten 6,7,8 bendtigen wir mehrere Tatsachen
iiber Gitter in imagindrquadratischen Zehlkdrpern, die wir jetzt
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zusammenhdngend referieren wollen, vgl. [21,1).147] [4]

Fir jedes Gitter ACK gilt AA = N(A)O,. Die positive rationale

Zahl N(A) heiBt die Norm von A, sie ist im Falle A (.0; der Index
von A in Op. Fir zwei Gitter A,BCK folgt hieraus, daB AB ein
Gitter .der Norm N(AB)=N(A)N(B) und dem Multiplikatorenring

OAB = qag ist. Die Gitter in K mit festem Multiplikatorenring ¢
bilden also eine multiplikative Gruppe J(O), deren Elemente eigentli-
che O -Ideale genannt werden. Insbesondere ist A'1 = _II/N(A) das
Inverse von A €J(0). Ein Gitter A heiBt allgemeiner ein O -Ideal,
wenn G’COA ist. Die O '-Ideale zerfallen in disjunkte Klassen nach
den natiirlichen Teilern g von f, f der Fiihrer von O, wobei die zu

g gehdrige Klasse aus eigentlichen (/ -Idealen besteht. Zwei 0—-Idea-
le A,B mit A=AB, AeK¥ heiBen §qu1v§lent oder #hnlich. Die Ahnlich-
keitsklassen der eigentlichen (J~Ideale bilden die sogenannte Ring-
klassengruppe J (©)/k*der Ordnung h(8). Die Anzahl der Ahnlichkeits-
klassen aller @ -Ideale ist also gleich

%_; h(Ofg)

Die Ringklassengruppe J(@’)/K* kann such als eine Kongruenzklassen-
gruppe im Sinne der Klassenkorpertheorie beschrieben werden. Dazu
sei If bzw. Jf die Gruppe der eigentlichen, zu f teilerfrem.den 0;(—
bzw. (-Ideale. Nach Dedekind gibt es eine multiplikstive, normer-
haltende Bijektion jJ: If-—»J die auf ganzen Idealen I eIf, Jle
durch j(I) = In@, J =1 (J) = J% erkliirt ist. Es bezeichne Jf cJ,
die Untergruppe der Hasuptideale in J,. Das Urbild If = 3 (Jf) ist

dann eine Kongruenzuntergruppe von If,
12 - {(o()e:[f).(s r (£ Oy), reQ}.

Wegen J,/J = J(8)/K* kann also die Ringklassengruppe J(&)/K* mit
der Kongruenzklassengruppe If/I identifiziert werden.

§4 Dedekindsummen
Weiterhin seien L ein Periodengitter (nicht notwendig mit komple-

xer Multiplikation) und €11C2+C3 € 0f, drei pasrweise teilerfremde
Zshlen verschieden von Null. In der Additionsformel (10) setzen wir

-8 -



T.+2
u--_i_.é_,,ijdB

J C.
J
mit Variablen rs in L/cJL und komplexen Variablen Z4e Die so ent-
stehenden Relationen summieren wir iiber alle Klassen in L/clL,

1=1,2,3 unter Beachtung von (11),

1 E ECi g _Tge * 341y
€1C2%3 r€L/c L 4 €441

1=1,2,3

- jzz: E(cy4125 = ©52544)

¢ -1°3 31 T3,

c
S B L -
(°J°J+1 E(c4173 = ©4%541)
da cc¢ die Klassenanzahl von L/cL ist. Auf gleiche Weise erhalten
wir such fiir k=0,1

1
B ;;11, Py oy

1=1,2,3
1-k k-1

. %3-1 %441

r £ o751 B (C 452540 )Bo (o g quy=z4_4)

- Dk(cd+1,cd_4,cd;z) .

Die Dk sind offenbar Analoga der klassischen Dedekindschen Summen.
Diese Analogie wird besonders deutlich im Falle k=1, 2z=(0,0,0):

J]
D,(caycq,c - (—
1V 3’ €3 fel, CBL Eq
Als Ergebnis unserer Rechnung erhalten wir eine Reziprozitdtsformel

fir die Dk’

Satz 1 2 [(;%:)E(cjmzd - chJM)

3(3)

CyT E, ¢ 2r
3

+ zk = 1: Dk(cdﬂ’cd-'l’cd;z)] =0,

-9~



die also fir drei pasarweise teilerfremde, nicht verschwindende
Multiplikatoren cJeO' und drei komplexe Variable Zys J mod 3,
gultig ist. Filir z=0 erhalten wir insbesondere ein Analogon der
Rademacherschen Reziprozitatsformel.[16,p 333,vol{ﬂj

C. r C.. AT
- z : Eq(—I7E, () (12)
3Gy I re/en J J

= E2(0) z : I(—-——J———) mit I(z):= z-Z.
J(3) “3-1%34

Diese Formeln sind, wie wir gesehen haben, komplizierte Speziali-
sierungen der Additionsformel (10) mit Hilfe der Multiplikations-
formeln (11). Im ndchsten Abschnitt werden wir mit Hilfe dieser

Spezialisierungen einen 1-Kozykel @ﬁir die Gruppe SL(2,0'L) kons-

truieren.
Fir die in §1.2 eingefiihrten Summen D(a,c) gilt offenbar
D(a,c) = Dq(a,c,1;0)
W *
Ungekehrt ist fiir Co Gq mit CsCo =’l(c5)
D(e c¥e ) = D,(c,,cq,c230)
1 21 5 " 1’ 2' 5) ?
so daB3 Dq(c1,02,c§;0) keine wesentliche Versasllgemeinerung gegen-

iiber D(a,c) darstellt. Wir z#dhlen noch einige einfache Eigenschaf-
ten von D(a,c) auf,

D(a,c) = D(a',c) fiir a=a'(c) o (13)
D(-a,c) = D(a,-c) = - D(a,c) (14)
D(\a,Ac) = D(a,c) fir Aeff, A 40 (15)
D(a,c) = O fiir a,ce% . (16)

Aus (12) folgt némlich D(a,c)=-D(c,a) fiir ganzrationale teiler-
fremde a,c. Zusammen mit (13) folgt hieraus durch Anwendung -des
euklidischen Algorithmus D(a,c)=D(0,T)=0, also (16). Mit gleichem
Beweis erhdlt man im Falle euklidischer Ringe CE‘die Beziehung
D(a,c)+D(a,c)=0. Wir vermuten ganz allgemein D(a,c)=-D(a,c), doch

-10-



scheint ein Beweis dieser Eigenschaft von D(a,c) nicht einfach zu
sein. Zum Beweis von (15) schreiben wir

q
D(Aa,Ac) =g :%;:L Eq(%Eq(—i%)

B e E E y =
)\ 1(—.&) - ,‘(-r- +-x) r=p+Cq ,

pel/cL

wenden auf die innere Summe (11a) an und erhalten so (15). Diese
Bigenschaft legkt es nahe, D(a,c) als eine Punktion D(a/c) auf K/Oi‘
aufzufassen, K der Quotientenkdrper von G'L. Die Eigenschaft (14)
besagt dann, daB diese Funktion ungerade ist.

§5 Der Kozykel @

Plir jede Matrix A-(g g) in SL(2,%) definieren wir wie folgt eine
Abbildung H(a) : (¢/L)3—e¢,

P Du,vin -@E@ - DE@H - EE(WEHY) (17)

Ao (o 1 ar+u¥ - r+u
--E(u)E(v*)—-ch )E, (=23
¢ 0 2 c reL/eL 1 c 71 c

falls ¢40, und im Falle c=0,

———

D@ &) wyv)i= ~(DE@) - FEGWEN(V) .

¥

Dabei haben wir zur Abkiirzung u*=au+cv, v¥=bu+dv gesetzt.

Satz 2 Die Abbildung §: SL(2,6[)—F:= {r:(e/1)3—c}, aie
einer Matrix A ¢SL(2,0;) das Element @(A) €F zuordnet, reprisen-
tiert eine nichttriviale Kohomologieklasse in Hq(SL(z,Oi),F), wenn
die SL(2,01)-Operation auf F durch (Af)(x):=f(xA) erkldrt wird.

Im Falle ac#0 besitzt @ ferner die Eigenschaft
2 a/« pbyu+l vik
keL/oL
1¢L/y~L

- d G D



fir jeden Teiler o|a, {|c in 07 . Dies folgt unmittelbar sus (11)
umlwird im folgenden nicht weiter benutzt. ‘
Wir zeigen zundchst, daB @kein Korand ist. Dazu geniigt es

eine Matrix anzugeben, so daB (P(A) 4 Af-f fiir alle £ in F wird.

Fiir A:(g !1’) mit be? ist

Af(O,v) - £(O,v) = £(0,v) - £(O,v) = O,

wibrend fiir v ¢L nach Definition von &

PRI, = bEH(V)I-E,(0)) = b p(v)

wird. Da feine nichtkonstante Funktion ist, kann folglich @ kein

Korand sein. Wir zeigen jetzt, daf @ ein 1-Kozykel ist, es gilt
also

Q) = 4Py + Pap
Pay) + Py + a8, @(AE) =0 (18)

fir alle 1&,1,A2,A3 €SL(2,0;) mit

o= (2202 22 ) (9 e

Cq 61 Co 62 03 d5 o)
Zum Beweis schreiben wir die Gleichung (18) in der Gestalt

@(M)(u,1 ,v1)+@(A2)(u2,v2)+ ¢(A3)(u3’v3) =0
mit u;

J+'l’aju,j+°,jv,j’ vj+1=b;j“j+d;jvj' j mod 3 und entnehmen (19)
die Relationen

bzw.

84.1C4541 * dj+1°3;ﬂ == Cy J mod 3 .

ZunZchst betrachten wir den Fall paarweise teilerfremder c #0.
Dann lassen sich drei komplexe Zahlen 21122423 derart wdhlen, daB

zuerst fir j=1,2 und dann such fiir j=3 wird, da die beiden ersten

.12-



Gleichungen die dritte zur Folge haben. Wegen

®3+1 = _ 33%j~1
J °3

r mod L

fir r in L kdnnen wir jetzt schreiben

D,‘(cd;q,cj-,]’c'j;z)
1 r+2 T+2
T T Z Eﬂ(cam—c—l- 24,10B4(25 4 - cj-'l-c;l
reL/ch B!
Y 4(i;m)E1 Cdy
J T/l J J

Die letzte Gleichung kommt einfach durch den Variablenwechsel
r— =C4_qT zustande. Ebenso wird

Do(cj+1,cj_1,cj;z)

+uj

Cs 1 aituy o
e ey R -
rel, ch

Diesen Ausdruck kdénnen wir noch weiter vereinfachen, da

o((adr+u +1)/°J) hochstens fir ein einziges r nicht verschwindet.
Dieser Fall tritt genau dann ein, wenn EO(“3+1) + O und

r= -da(a jugte T 3) = -uy - cj(b:j j+d v.) mod CJL

also -—-—J-gg— v mod L wird,
c:j J

so daB in allen Tdllen

DQ(OJ'F" 103 103352)

- - ("'g:j“ —'1) Eo(uy4q)Ex (V5 q)

ist. Aus Satz 1 folgt Jjetzt

% @(Ad)(u.ﬂ’vd)

-13-



a. d. \
- E [(—aég-)E(uj) + (i?ﬁ(uj+1) + %Eo(uJ)Ez(vj) |

J(3)
d a.r+u
1 1
+ 8 Bolug,)Ex(vy,q) + * e z '. E1(—LE—JLE1 ]
d ré.L/c‘j
TC..n
= Z : [(%_)E(uj) + E Dk(cjm,cd_,‘,cj;z)] =0 .
i) 373-1 k=01

Damit ist die Kozykeleigenschaft (18) im Palle paarweise teiler-
fremder cj*o bewiesen. Um den Fall nicht paarweise teilerfremder
cj#O auf den obigen Fall zuriickzufiihren, bestimmen wir eine Hilfs-
matrix
" - (-b,‘-;—d,]m —d,‘) c SL(2,0]’:‘)
a,-c4m cy

nit me () und
1) (81—01111)% + 02@, = O
2) c(M):= ay-cqm # O -
3) c(MAy)i= ~dsmcsm 4 O .

Um uns von der Existenz eines m € Omit der Eigenschaft 1) zu iiber-
zeugen, betrachten wir den Ring R = O'I/ceei und benutzen die Tat-
sache, daB der Restklassenring R/Jac(R) als halbeinfacher kommuta-
tiver Ring ein direktes Produkt von endlichen Kérpern K:I ist,

R/Jac(R) = | | X .
J

Dabei ist Jac(R) das Jacobson-Radikal von R,
Jac(R) = {xeR l’l+xr = Einheit fiir alle reR}

Wenn also y€R eine Einheit und x €Jac(R) ist, so wird y+x =
y(1+x/y) wieder eine Einheit in R. Es sei nun ‘Tr‘.j die Projektion
Oi’..—’K;j' Da 7t; surjektiv ist und 84+C4q nach Vortgssetzung teiler-

fremd sind, konnen ‘11'3(31) und 7 (c,l) nicht zugleich verschwinden.
Wdhle m in O so, daB fiir alle ,J ,

ch(m) .{1 s falls 'll'd(a,')l'o
0, falls ‘YCJ(a,.)*O

wird. Dann ist vca(aq—c,'m)qxo fir aslle j, also s,~c.m+c 0 eine

2L
4=



Einheit in R und das bedeutet gersde, daB m die Eigenschaft 1)
besitzt. Durch geeignete Abianderung von m modulo s konnen wir

schligBlich erreichen, daB m allen drei Bedingungen geniigt. Fiir
die so gewonnene Matrix M gilt dann

LM (a1 bq) (—b1+61m -dq) . (m -1)
1 ’
4 d1 a,-c,m ¢4 1 0
P () (20 (e 1)
c m-8, d,,m-b1 cs d2 -d3-c3m ¥

Die Zablen c(A M), c(M'qAZ), c(A3) sind also verschieden von Null
und paarweise teilerfremd, daher ist

@(A,‘Aa) - A M @(M"‘Az) + daam .

Da aber auch c(M'q), c(Aa), c(M°1A2) verschieden von Null und
paarweise teilerfremd sind, so wird weiter

AM Py = Ay Qlay) + am )
- A §ay) - A D) .

Die letzte Gleichung folgt aus @(M'1) - -8 @(M), diese Eigen-
schaft entnimmt man direkt der Definition von ?u Ebenso wird

$eag - 4,00 + $aay

also insgesamt
Plagay) = Aq Play + é(a,,) .

Damit ist die Kozykeleigenschaft (18)~im Falle aller cj*o bewiesen.
Wir haben noch den Pall c. =0 fiir ein oder mehrere Jj zu besprechen.
Dann sind a,j’d,j Einheiten in 0i‘ mit a;jdj'1 und aus (11) folgt in
diesem Fall

E(ud+1) = E(ajuj) = d? E(ud) . (20)
32
Eo(ud+1)32(vj+1) = Eo(ud)Ez(dva) = d'j EO(“j)EQ(Vj) .

Fir die weitere Diskussion kdnnen wir ohne Einschrénkung 03-0 an-
nehmen, dann wird
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8, = C,bz+d.d b, = ~a,by~b,d
1 275 727% ’ 1 273 273

(21)
Cq = -cza3 ’ d1 = aza3 .

Diesen Gleichungen entnimmt man im Falle aller cjno, also d1d2d =1,

3

b b
D hae) - G o3 o Dy -
dJd

und damit auch

I b,
Z(I)(Aj)(“d’va') - Z [(H'?E(“j) ¥ %'g‘)Eo(uJ)Eg(vj)] =0,

(%) Jj(3)
Wenn dagegen 01#0, erhilt man zun’ichst aus (21)

n

a d d
2,1 _ 21 42,82 23
o + C4 =0, 4 d3 2 33 ’

und daher wegen (20)

; , [@-;bzcu ) + <4>z<uJ+1>

'e aj .
+-53 Eo(uj)Eg(vj) +-E% Eo(uj+1)E?(vj+1€]
5, b
- - GDEG) "a% Eo(uz)Ey(vy) = Hlaz)(ug,vsy) .

Zu zeigen bleibt also

asr+u r+u
2 I)E,(—2)
s LCP

reL/c2

In der letzten Summe setze man r=a,s und beachte

r+u2 813+u2 a2r+u5 s+u1

mod L .

= a -
°2 > e 7o ©4

Die obige Gleichung folgt dann aus E, (a x) =E, (x)/a Damit ist
Satz 2 vollstdndig bewiesen.



§6 Werte von @ auf unipotenten Elementen

Die Definition von @ist nicht gerade einfach und es erhebt sich
daher die Frage, ob die Definitionsgleichung (17) zumindestens fiir
Matrizen spezieller Bauart vereinfacht werden kann.In diesem Ab-
schnitt beantworten wir diese Frage fir unipotente Elemente in
SL(2,@), indem wir fiir Matrizen der Gestalt

2
) € SL(2,0£)

eine sehr einfache Formel fiir @(U) ableiten. Dabei sind t,a,c
irgendwelche Zahlen im QuotientenkSrper von O7, der also ein ima-
gindrquadratischer oder der Kdrper der rationalen Zahlen ist. Wir
betrachten im folgenden nur den Fall tac40 und nehmen ferner an,
daf die Variablen u,v €C/L der Bedingung u*-u, vF_v el genlgen.

1-tac ta

U = U(t,a,c) .= ( 5

-tc 1+tac

Satz 3 @(U)(u,v) = - g—z[zl‘l(A)eE(auwv,AL)
+ t Eo(au+cv,AL)E2(w,A-1L)] .

Dabei ist A = a@i‘m% und g =|OR/@_'| der Index von Oi‘ im Multipli-
katorenring von A. Das Argument w in E2 ist im Falle au+cv € AL
eindeutig bestimmt durch

1 1 -
?E(L+v)n'é"§;'(l'+u> =w+ AT'L .

Mit Ricksicht auf 2_1

A/N(A) wird insbesondere fiir u,vel

dw)(0,0)

572 [tE,(0,47"D) - ¢ E2<O,X’“L>] L (22)

Zum Beweis von Satz % genigt es offenbar zu zeigen

1 E E (gﬂ-tac)k+u*)E (k+g;
tc2 1 th L tc2
kel/tc2L

= - (2DE(,L) - ¢ 2?)Eo(ﬁ,L)E,,(v,L) (23)
tc? te” ‘

-t 8-2N(A)2E(au+cv,AL)..t 3-2Eo(aﬁ+cv.AL)Ee(w,A""L) .
Diese Gleichung kann als Ergfinzung der Reziprozititsformel aus
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Satz 1 aufgefaBt werden, der Spezialfall a/ce.ai ist ohnehin in
Satz 1 enthalten. Zum Beweis hsben wir lediglich die Rechnungen

in §4 sinngem#B zu modifizieren. Dazu setzen wir in der Additions-
formel (9)

k+u . u*-u-tack . _ (1-tac)k+u*

X = Z
tc2 te2 ’ tc2

und summieren iiber keL/tc2L. Wegen tac(u-u®) = tc2(v—v*) € tc°L
wird durch die Substitution

k —— (1+tac) (k-u¥+u)

die Restklasse von y mod L nicht gefindert, jedoch geht z iilber in

_ (1-(tac)2)(k+u—u*)+u*=:_ k+u
tc2 B tec
Die Summe der Glieder E (x)E (y)+E (y)E (z) verschw1ndet also,
wdhrend ZE:E (z)E (x) bls auf den Faktor -1/tc die linke Seite
von (23) erglbt Andererselts folgt aus (11)

J_Q.Z[Em rE@] - %}E(u)

Weiter, da Eo(x)#o gensu dann, wenn kas-u(tcaL) ist, so wird mit
Rucksicht auf x+y+z=0

—%Zk: [EO(X)E2(y) + EO(Z)EE(X)] = -5-2- Eo(u)Ez(V)

Wir betrachten jetzt die Summe

t"z Z Eo(3)Ey(2) (24)
C

- ,a(k+u)+cv k+u
Z | Epelrer g ety
§ a(k+u)+cv k+u
k
in der letzten Zeile haben wir die Homogenitdt E2Cku,AL)=3T2E2(u,L)

von E2 ausgenutzt. Hier verschwindet der EO—Faktor genau dann nicht,
wenn

=—Xm0dL.

k+u e J 1
— €M: E(L+v)nc(L+u)

Wenn also M leer ist, liefert die obige Sumne keinen Beitrag. Es
ist aber M # é gensu denn, wenn
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au+cv € aL+cl = AL .

In diesem Fall wird mit einem gw e (L+u)/c

M=gw+ %Lr\gL = g(w + A'qL)

Zum Beweis der letzten Gleichung

Al -
X:= aLn EL = SA L

beachten wir, daB X nach Definition von A das groBte Gitter mit
der Eigenschaft XACL ist. Hieraus folgt X = FA'qL mit einem Ideal
F in Q). Die Bestimmung von X ist daher gleichbedeutend mit der
Auffindung des groBten Ideals F in 0’ mit Fc 0. Dieses Ideal ist
gerade g O’ der Fiihrer von Cr bzgl. 0’ Die Summe (24) ist daher

gleich
t Eo(au+cv,AL) :; : E2(gw+1,tcL)

legAh L/tcL
= g-2 t Eo(au+cv,AL)E2(w,A'1L)

Als letzte Summe betrachten wir schliefBlich

i E ; S ak+au+cv
= E(y) ‘;:2'223 EC———E————,L)
k Xk
E . E(k+au+cv,cL)

keaL/tac2L
Hier summieren wir zunichst Uber k.e(aanL)/tach und erhalten

L
cH >

3
t

alncL

E(k+au+cv,cL)
taceL

keal/(alncl)
Modulo cL kann aber die Summationsmenge aL/(aLncL) durch (aL+cL)/cL
=AL/cL ersetzt werden, also

-1
= % E%E'BP’ E E(k+au+cv,cL)

keAL/cL

-1 -1
L
= % S%cLL }%IA E(au+cv,AL)

-1 -
= % E%AEL E(au+cv,AL) = t S-2N(A)2 E(au+cv,AL)

Damit ist Satz 3 im Falle tac#0 bewiesen. Zs sei noch vermerkt,
dafB Satz 3 auch im Falle tac=0, aber s,c nicht “eide Null, gliltig
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bleibt, wenn w=v/ag im Falle ¢=C und w=u/cg im Falle a=0 gesetzt
wird.

§7 Homomorphismen von SL(2,8)

7.1 Im Rest der Arbeit studieren wir die Eigenschaften der Homo-
morphismen @:SL(Z,O’) — €_ gegeben durch q)(M):z @(M)(0,0), also

IEIDE,(0) - D(a,e) , c40

q)(ab)s{ c
cd 1(§)E2(o) , ¢=0 .

Da die Faktorkommutatorgruppe von SL(2,%) gleich 2/12% ist, muB
@iim Falle Oi = % identisch verschwinden. Dies kdnnen wir auch
der obigen Definitionsgleichung entnehmen, denn nach (16) ist
D(a,c)=0 fiir ganzrationale a,c. Im Falle @' = z{1] vzw. 3[p],
p= =(-1+Y=3)/2 hat Swan [?3] gezeigt, daB SL(2 Oi)ab gleich
2/22 92%/2% bzw. 3/33 ist. Andererselts folgt aus der Definition
der E; die Gleichung ?(O)=w E2(O), D(a, c)=w D(a,c) fir jede Ein-
heit w in 0’ , So daB} @uientlsch varschwindet, wenn es in 0‘ Ein-
heiten verschleden von 1 gibt.

Fiir die weitere.Diskussion kdnnen wir daher CE $ 2, Z[i , 2
annehmen. In diesen Fillen verschwindet q>nlcht identisch, demfir
bé.Oi mit b $ b wird

PG M = (v-dIE0,1) $ 0,
Dies folgt aus einem Resultat von Masser [%3,p.3é]
E,(0,L) = O genau dann, wenn 0 = Z[i] oder E[f].

Wegen @L Py @L ist der Homomorphlsmus @L im gewissen Sinne nur von
der Ahnllchkeitsklasse des Perlodengltters L abhangig. Im Falle
5* + 2 kann sber L innerhalb der Ahnlichkeitsklasse so gewdhlt
werden daBB die Zahlen 32(L), ga(L) in

8;2’48’3’825”"83 (25)

ganzalgebraisch ausfallen. Aus Resultaten von Cassels iiber die
Werte der ¢ -Funktion in Teilungspunkten von L folgt dann, wie
Damerell [2,p 313] gezeigt hat, daB 2{~'E (0,1L) eine ganzalgebrai-
sche Zahl in F:= Q(ge,gB,J'") ist, D-D(e”) die in §3 erklirte
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Diskriminante von O}. Die Zahlen E,'(x,L), X ein n-Teilungspunkt

von L, liegen in der abelschen Erweiterung Fn von F, die man durch
Ad junktion der Koordinaten aller n-Teilungspunkte der elliptischen
Kurve (25) erhilt. Ferner wird die Zahl ns'/q'E,1 (x,L) ganzalgebraisch.
Aus diesen Resultaten folgt zunéchst im Falle a,c$0 und n=N(c)=cc,

29 2 eO/Fn[:Iﬁ:]

mit Ricksicht auf I((a+d)/c)€(@/n)2’. fier bezeichnet O;.‘ den
Ring der ganzen Zsghlen in F . Wegen

PC D - B DA - g D
folgt aus der Teilerfremdheit von N(a), N(¢) sogar
2 ) €0

und dies gilt offenbar auch im Falle a oder ¢=0, weil dann notwen-~
dig c oder a=11 ist.

Es sei L' ein weiteres Gitter mit dem Multiplikatorenring
Oi\ = O’ Nach dem Hauptsatz der komplexen Multiplikation konnen
wir gk(L ) = gk(L) , k=2,3, annehmen mit einem Automorphismus <
von € iiber Q({D). Da E;(0) und E,(x) fiir einen ‘I‘ellungspunkt x
uber Q(\r‘) rational durch Tellwerte von g: und g: ausgedriickt wer-
den koénnen [2,p 294] gilt folglich @L @L .

Satz 4 Es sei O7 + 2, 2[i], 2[] und L innerhalb seiner XKhnlich-
keitsklasse so gewahlt dafl gQ(L), ) (L) ganzalgebraisch werden.
Dann ist 2 @Leln nichttrivialer Homomorphlsmus von SL(2, &L) mit
ganzalgebraischen Werten in dem Zahlkdrper Q(gz,g ,{—I") Jedes
weitere Gitter L' mit dem Multiplikatorenring O'L 0’ kann inner-
halb seinerAbnlichkeitsklasse so gewidhlt werden, daB gk(L )=gk(L)
wird mit einem Automorphismus < von ¢ iber Q(‘{_') Fir den zugehd-
rigen Homomorphismus gilt dann @L‘ = @L .

Wir wollen diesen Satz an Hand von zwei Beispielen illustrieren.

E- (&)

1) 7-2[—-2—7-_] §12 - —5—6-@.)- , L=80,
ga(1) = 35, g5(L) = 49, Ey(L) =3 ,

2@(31,(2,0*)) =73, SL(2,0)%® . 3 ®(2/r)
-24-



In diesem Beispiel hat O die Klassenzahl h(()=1, wihrend in
dem folgenden Beispiel h(0)=2 ist.

2) o« a[iT0) , 92 - podgd . 1= {10

Bzy

S2A= 2@ ("""‘5{5) ’ 85 = 4(7"‘“‘6) * E2(I‘) = 4; 5 ’

(I)L(SL(z,m) - 2[Z03{50 , sL2,0)% - Doa/en? .

Die Aussagen iiber das Bild von @und die Faktorkommutatorgruppe
folgen aus den expliziten Prdsentationen in [6,23], die Werte von
E2(L) haben wir den Tabellen in [18] entnommen,

7.2 Nach Hurwitz sind die Gruppen SL(2,0) endlich erzeugt, daher
ist das Bild von @ein endlich erzeugter Z%-Modul. Aus Satz 4 folgt,
daBl der Rang dieses 2Z-Moduls hochstens 2h(0£) ist, denn L kann so
gewdhlt werden, dafB Q(gz,ga,rﬁ) mit dem Ringklassenkdrper Q(j(L),y:
zusammenfdllt, dessen Grad iiber Q gleich 2h(07) ist. Dabei ist
j=’123gg/(gg-27g§) die j-Invariante von L. Im folgenden zeigen wir,
daB der Rang von Bild @ mindestens so grofl wie h(O’L) ist. Der
Beweis ergibt zugleich die lineare Unabhingigkeit der ?A , wenn
A ein Repridsentantensystem R derjenigen Idealklassen von g durch-
l8uft, deren Multiplikatorenring verschieden von %[i] und %2[p] ist.
Dazu ordnen wir jedem B=a O+c O'€R die Standgruppe [ = Ma/c der
Spitze a/c su, bestehend aus den Matrizen '

1-tac ta2

UB(t) = (

Es ist UB(t) €SL(2,0) genau dann, wenn t eB™2 lO’B/O'I. Daher ist
l‘l‘3 ein Z-Modul vom Rang 2 und Xz = [ ®;R ein zweidimensionaler
reeller Vektorraum. Mit [" bzw. X bezeichnen wir die lirekte Summe
der r'B bzw. Xp. Fir jedes AeR und € = %1 wird durch

> ) eSL(Z,B') .
~tc 1+tac

Prup(e)) 1= |Op/0 "2 (4B, (AB) + e 3EL(ABT)

ein Homomorphismus 'g:): : X —>¢€ erklirt, der ein besonders iiber-
sichtliches Verhalten unter komplexer Konjugation aufweist:

D = edr . (26)
-22~



In §6 haben wir gesehen, daB der eingeschrinkte Homomorphismus
@1 P sich auf ganz SL(2,&L) fortsetzen 1#iB8t, denn laut (22) ist
- .. + .

@A n= @AIP . Wir werden seben, dafl es fir @A Ir. keine solche
Fortsetzung gibt.

: 3
Satz 5 Die ?A sind linear unabhingig.

Zum Bewels geniigt es wegen (26) zu zeigen, daB die @: mit festem
€ linear unabhédngig sind. Dazu bestimmen wir zu jedem B&R ein
UpeXp mit ]

§(e)i= aet(PE(Up)), g g # O - (28)

Der Beweis von (28) besteht aus zwei Schritten. Zunichst zerlegen
wir g(i) in ein Produkt von Gruppendeterminanten. In §8 zeigen wir
dann, daB jede dieser Gruppendeterminanten durch eine Heckesche
L-Reihe an der Stelle s=1 ausgedriickt werden kann. Da solche
L-Reihenwerte bekanntlich niemals verschwinden kdénnen [10,p.215] ,
ist folglich © ungleich Null.

Die Zerlegung von J in Paktoren hat ihren Ursprung in der
disjunkten Vereinigung

R = [_IJ R(g) , R(g):= {A €R lA eigentliches O’S-Ideal} ,
glr

g durchliuft alle Teiler von f, dem Fiihrer der Ordnung 0= O'f.
Nach Voraussetzung ist R(1)= ¢ im Falle K=Q(V-3) oder Q({-4). Hier
und im folgenden bezeichnet K den Quotientenkdrper von O .

Es ist zweckmiBig, die Determinante 3(g) so anzuordnen, daf
A,B zunichst R(1) und dann R(g) nach wachsendem g angeordnet durch-
laufen. Die Anordnung innerhalb eines einzelnen R(g) lassen wir un-
bestimmt. Zu jedem A eR(g) fiihren wir jetzt die Homomorphismen 'Yi

ein,
3 €
T := Z &(%L@AO' » B=de (29)
a e
dlg
mit der Mobiusfunktion k. Diese Homomorphismen haben die Eigen-
schaft, wie sogleich gezeigt wird,

Y yug) = 0 (30)

fiir alle B€R(1) mit 1 ¢g. Mit Riicksicht auf die getroffene
Anordnung von §(g) folgt hieraus
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$(e) = aet(PyUp), pex (31)

l ' (3

Dies ist die gesuchte Zerlegung von J(g). Den Beweis von (30)
grinden wir auf die Eigenschaft

€ 2 £
t o=
@AO;(UB) "‘e‘é @A%(UB) ’ t SST(e,l) .

Indem wir dies in (29) eintragen und zunichst iiber alle d mit
festem t summieren, erhalten wir

€ Ma) 2 R E
UNCSE A4 s (U)
A(Ug a0- (Ug
deng d2 32@ t
2 c¢
= Z 5 P, (Up) Z l,/““(d) .
t](g,1) & t de=g

(e,1)=t
Um das Verschwinden der inneren Summe in Evidenz zu setzen, sel
g', 1'= g/t,1/t. Fiir d kommen dann nur Teiler der Gestalt

l l \I‘p(s‘)
g4 = , P
p|1

in Frage. Im Falle P $4 1 wird die innere Summe

(gq) Z p'y=o0.
d I &
Der Fall g2=1, d=g' dagegen kann nur eintreten, wenn g‘ und 1' aus
denselben Primzahlen zusammengesetzt sind. Wegen 1' < g' gibt es
dann eine Primzahl p mit 14\"p(1‘ Y<YV (g'). Im Palle g,=1 ist also
d=g' nicht quadratfrei, also ,4,(d)=o. Damit ist (30) in allen
Fdllen bewiesen.

§8 Das Bild der unipotenten Elemente in SL(2,098b

8.1 Es sei J8 die Gruppe der eigentlichen, zu g teilerfremden
O'S—Ideale und ¢ : .J’g —> C* ein GréBencharakter mit ((«t))=+/u,
Einen solchen Charakter gibt es genau dann, wenn die Einheiten-
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*
gruppe O’s aug 11 vesteht. Mit H = J 7/J° bezeichnen wir die Ring-

klassengruppe von J_ und bilden fiir Re(s)>1 die partielle Hecke-

g
sche Reihe

L(h,¢,8):= ?;h tf(J)N(J)'s

mit Summation iiber alle ganzen Ideale J in der Klasse h eH. Wie in
§3 ndher ausgefiihrt, kann man diese Reihe auch schreiben

Z‘fq(I)N(I)-S ) ‘fz‘(I):‘ T<In0é)

als Summe iiber alle ganzen 0'-Ideale I in der Kongruenzklasse
(h) Fiir jedes Ideal A in der inversen Klasse h™ gilt nun

L(h):= L(h,?,’l) (32)

= 5 P(AIN(A) Z &%2 E,(A8,) .

de=g
Zum Beweis dieser Beziehung kann A ganz angenommen werden. Wegen
JA=(a), a €A fiir J ch ist zunidchst

|
L(k) = 3 PCAIN(A) ;‘_A : a~2|a| "8 .
8

(8,8) 1
Als gemeinsame Teller von a und g kommen in 0' nur die natiirlichen
'l‘eiler d von g in Frage. Daher ist

. (33)

{a l a€l, a*O}

= ,_}_J{ad l ad €A, (ad,g)=(d), acuo}
L__J{adl aeAG', (a,e)=(1), a-to}

de=g

wegen ad ¢ A nit ganzem a genau dann, wenn a e.Aeé. Mit anderen Wor-

ten, es ist . Z
EZ(A),z "2 Z a'elal-s

de=g aeAO’
(s, e)-1
Indem wir hierauf die Mobiussche Umkehrformel anwenden und das
Ergebnis in (33) eintregen, erhalten wir die Gleichung (32).
Mit Hilfe der speziellen L-Reihenwerte L(h) kdnnen wir
Jetzt die Homomorphismen 'Y‘ f wie folgt schreiben,

s=0
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3 PN T, (up(8))

« w L(al P) +EW L(-L1

wobei -(,FGH die Klasse von A,B ist und

Fv1) ’

W=t \?(B) N(B)

gesetzt wurde. Die Matrizen Uy in (28) wéhlen wir so, daB w unab-
hédngig von B und w2 nicht reell wird. Dies ist offenbar stets méig-
lich. Zum Beweis von (28) genigt es jetzt mit Riicksicht auf (31)
zu zeigen, daB

- A(E) = det(wL(&P-q) + EGL(“F))d.FeH

nicht Null wird. Unser Plan ist, A(¢) als Determinante

AE) = det(% P(Px,) (34)

einer Darstellung f= ‘3(8) der Gruppe

G = H>.422 = {ql', nLO' "VLéH, 0'2-'1, ’16'-:6"\'("}

zu schreiben. G kann aufgefaBt werden als die Galoisgruppe

G(F/Q) von F = K(J(O’)) iiber Q. Als Darstellungsmodul nehmen wir
die direkte Summe V = _L.LCe.,L 'vLeH und definieren die Darstellung
‘). G —GL(V) durch

?(d)(e?) = e.(P ] F(aa)(ef) = E—e&F-l.
fir o ,?eH. Als Gruppenvariable x,r ’ YeG, nehmen wir

xdswL(oL) R xows’wL(o() , oeH.

Dann gilt offenbar
(%:.; o (Px (o)
2 (px, + plasdxg)Ceg)

oLeH

é(x L PRICRE

Damit ist (34) in Evidenz gesetzt. Um die Dsrstellung Fauszuredu-
zieren, bendtigen wir die Kenntnis der irreduziblen Darstellungen
von G. Diese lassen sich ilbersichtlich beschreiben mit Hilfe der
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Charaktere 'X der Gruppe H, vgl. {20,p.48]. Zu jedem reellen Cha-
rakter 9(:’)( gehoren zwei nichtdquivalente, eindimensionale Dar-

stellungen R;, R, von G, gegeben durch

X
e d h 1
Ro(n) = X('-l) , Ry('\ltf) = t')((»v‘.) .

Dagegen gehdrt zu jedem X mit X 4 7)? die irreduzible Darstellung

'X('\L) 0 0 'X('VL)
R,x('vl) = ( o 7(’1’)) ' R,x('Tr) = (-7(1) 0) )

wobei noch zu beachten ist, daB R,x und R-,s(- dquivalent sind.
Der Definition von f entnimmt man aber

spuz (p(n)) - {‘2' :LL; : |

0 o
{0
Spur(f("[_c)) {432‘ , ”L"{Z ,

mit Hy 1= {teB|dZ =1} .

Hieraus folgt, da8 direkte Summe der nichtdquivalenten Darstel-
lungen R'X ist mit R')( = R; » falls X reell. Also

Y €G

A(E) = I l det(Z R (Y)xq,) .
Ry X
Fiir eine’Darstellung R,Xmit nichtreellem ‘X wird nun

det (:é.; R'X(’r)xi‘)

tot (WX("L)L(’L) 3)(('1)1,('1))
- () — ——
qLeH Tv‘X(ﬂl)L("l) WX(/\)L(fvl)
(w? - Gz)m?,ﬂ)w?\',«) :

Dabei ist L(’X?,’l) der Wert der Reihe

L(X{,s) -Z'X\f(A)N(A)-S , AeJ

S'Acoé

an der Stelle s=1. Fir die Dai'atellungen R,xmit ’)(-Tx—wird dagegen
det(2 1 Ry(px) = (wreL(Xg,1)
YeG
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Also A(E) = (W+EW)p+(w-&§)p-ﬂL('X(’ﬂ)
mit py = (|B2]5,])/2 , |

das Produkt durchléuft jetzt alle Charaktere X von H. Nach Wahl
von w verschwindet A(E) nicht, da alle L('X{f,‘!) bekanntlich ungleich
Null sind. Damit ist Satz 5 vollstdndig bewiesen.

Wir bemerken noch folgendes. Wie bei Zetafunktionen rela-
tivabelscher Zahlkorper wird das Produkt iiber X R

@[L(XY,s) - Tppy oty ycr)

die in dem Zsahlkbrper F gebildete L-Funktion mit dem GroBencharak-
ter "P’IONF /K> Relativnorm von F iiber K gefolgt von (f’l' Der obige
Beweis ergibt daher eine arithmetische Interpretation der Zahlen
LF(lf,]oNF/K,'l) in Termen der Gruppenkohomologie von SL(E,Oé).

8.2 Wir kehren nun zu unserem Ausgangspunkt im Anschlufl an Satz 4
zurick und setzen die dort begonnene Diskussion fort. Aus Satz 5
folgt, daB die unipotenten Elemente U in SL(2,0)ab eine Untergruppe
vom Rang 3|R| erzeugen. Andererseits hat Serre [19,1:):1.9] fir solche
Elemente gezeigt, daB (Uff)6 ein Kommutator ist. Daher hat das Bild
der unipotenten Elemente in SL(Z,O')ab genau den Rang |R|. Damit ist
auch die Nichtfortsetzbarkeit der @X auf 8L(2,0) erwiesen.

Die @: » A€ER(g) mit festem g und €, sind bis auf einen
Faktor algebraisch konjugiert. Aus Satz 5 folgt daher Rang §F(M 3

IR(g)l fiir jedes A€R(g). Nach Definition von @: ist aber
€
d, =2
falls B® ein Hauptideal. Ist dagegen B2 kein Hsuptideal, so folgt
hieraus ¢ €
@A(FB) = @A(‘—";’) & 22 ]
denn andernfalls wére Rang @:(P) < |R(g)| . Damit ist zugleich

Rang O (1 =~ |R(g)|

bewiesen. Als Korollasr erhalten wir
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Satz 6 Es durchlasufe A ein Repridsentantensystem der 0-Idealklassen
mit D(O’A) $ -3,-4, Dann sind die Homomorphismen QA : SL(E,B’)—-)®+
linear unabhingig und fiir den Rang r des Bildes @A(I") der unipo-
tenten Elemente gilt r = h(GA).

Aus der in §3 genannten Vermutung D(g,c) = -~D(a,c) wiirde
sogar

Rang §, (s1(2,8) = n(6)) (35)

folgen. Denn D(@,¢) = -D(a,c) ist gleichbedeutend mit @(ﬂ):-— @(M).
Wegen @A(M) - @K(i) wire dann im Falle A = A

d,am - - ¢

also das Bild von @A rein imagindr und damit (35) nach Satz 4
fir alle A giiltig.

Es kOonnte jetzt der Verdacht aufkommen, daB der Bild-
modul @A(SL(a,G')) bereits von den unipotenten Elementen erzeugt
wird. Dies ist i.a. nicht der Fall. In dem Beispiel 2) im AnschlufB
an Satz 4 ist ndmlich

M = 8(27 + 4{-2+{-10) 3 .

§9 Verhalten unter Hecke-Operatoren

Es sei weiterhin O eine Ordnung in einem imagindrquadratischen
Zahlkorper K, ferner r,ab die Faktorkommutatorgruppe von [ = SL(2,8)
und x ein Element in GL(2,K). In dieser Situation kann man wie
folgt einen Hecke-Operator ‘I'x : Fab____) r.,ab erklirer, [19,p.514] .

Es sei r'x := x[x~n[". Dann ist T, = uov,

Tx:raab virxab u__ r»ab .
wo v die Verlagerungsabbildung und u durchyb—»x"lrx induziert ist.
Wir fassen jetzt Q als Homomorphismus von [‘ab auf und fragen nach
der zusammengesetzten Abbildung <P°Tx. Es liegt nahe zu vermuten,
daB der Homomorphismus QOTx eine Linearkombination der éL mit

0L cL ist. Im folgenden beantworten wir diese Frage fiir Elemente x
der Gestalt |

-2Q=-



10
X = (O p) )
mit einer Primzahl p in &, also pO ein Primideal in & . Den zu.

gehdorigen Heckeoperator bezeichnen wir mit Tp.

Satz 7 Fir jeden Homomorphismus @ = @L mit OL cL gilt
CPOTP - () § .

Im Falle x = (o 1) ist ferner @0‘1‘ = - @ . Dies entnimmt man
unmittelbar der Definition von @ und T_.

Zum Beweis des Satzes sei R = {Vk} ein Vertretersystem
der Rechtsnebenklassen r‘/r' Da A €[" auf den Nebenklassen ope-
riert, gibt es zu jedem VkeR genau ein VleR und ein A € F

mit .
AV = vl‘k , 1= 1(k) .

Nach Definition der Verlagerungsabbildung v ist denn
2. a0 = e ) (36
Ve €R

zu zeigen. Als Vertreter Vk nehmen wir

Vai= QD V= E 7

mit festgewdhlten Reprisentanten r der Restklassen §/p{ . Firr

die Matrizen e. b
KX = (k k) € x""r.xx

Cy dk
erhalten wir dann die Tabelle (r,s ¢ 0°)

x""A

(k,1) 8y by Cy dy
(00, 00) a bp c/p a
(e0,8) c dp (sc-a)/p ds-b
(r,%) ar+b  -ap (rc+d)/p -c
(r,s) cr+4d -cp . (s(rc+d)-ar-b)/p a-cs

Fiir A die Einheitsmatrix ist (36) trivialerweise erfiillt. In
allen anderen Féllen kénnen wir c40O annehmen, denn es ist
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3G = HECHEHEC, M - Efgc"r b .

 Zundchst betrachten wir den Fsll p|c, dann kommen fiir (k,1) nur
die Pagre (w,00) und (r,s) in Frage, also

8k k b/ *
Z cI> = e, ") + r;;/w@(a 08 )

- I(p >EQ<L> - D(a,c/p)
. Zr [1&d + 298, (1) - D(a-cs,cp)]

= (p+ﬁ’)1(a+d)E2(L) - D(a,c/p) - Z D(a-cr,cp) .

Die Gleichung (36) ist dsher gleichbedeutendmit

D(a,E) + 2 Dla-cr,cp) = (p+5)D(a,c) - (37)

r

Die Summe iiber r ist hier aber gleich

1 ! ' at rt t
cp %_ Z. Erbep — FE P
tel/cpl r
- 1 at
= p D(a,c) + 3 ZE()().
’ ¢ teb pclL L 1

t¢pL
Die letzte Summe ist pD(a,c§. - D(a,c/p), dies folgt durch zweifa-
che Anwendung (cp—pc) der Formel (15). Damit ist (37) und also
such (36) im Falle p|c bewiesen. Im Falle p Jc durchliuft (k,1)
alle Paare (r,s) mit cr+d¢p0’und (02,3), (r,»). Fir (k,1)=(0,s)

ist -
@( _ @(apsc *)
°k dk 8y b ¢ ap! '’
im Felle (k,1)=(r,») wird dagegen
8, b
k “ky é
é( _d c ( .

Die linke Seite von (36) ist jetzt also gleich
a-sc

k k ¥ ap ¥*
% Cy dk) é( ; p) + é(c cr;—d) +
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: a- *
+ re 0/p0 Q( c}s)c cr+d)
cr+d ¢ p 0
= (P+§)I(-a—étd5-)32(1a) - D(ap,c) - 2; D(a-cr,cp)
r¢ 0/p&

und dies ist wegen (37) wieder (p+p) @(A).

§10 Grenzfall

In dem Periodengitter L = 2« + 3 lassen wir jetzt < nach unendlich

hinausriicken und betrachten den Grenzfall €=3it. Die Ek entarten

dann zu trigonometrischen Funktionen 'rckck,

?

)
ey (u) =70 :§:: (wau) ™ fweu| =8
wez

s=0

also nach Euler

-1 ,uel cotmu , uelC 2
co(u) = { ’ c,‘(u) = {

0O, uet\2 o y WUED
sin"3rcu , uetC\2

02(11) = {
1/3 , uel usw.

Ferner nimmt E(u) = (K;(u)-E?l(u))/é im Grenzfall <« =ivoden Wert
7(2/5 an, so daB (10) zur Additionsformel der Cotangente entartet:

2_. 2. ) =1,

TORETTR, exluy=ug,q)en (usuy g

giiltig fiir drei unabhédngige Variable ujeG/Z. Auch die Multiplika-
tionsformeln (11a) bleiben sinngemdB fir die ¢, bestehen, nur die
Formel (11b) fir E(u) verliert jetzt ihre Giiltigkeit. Dies ist der
Grund, warum die folgende Definition im Vergleich zu @ etwas
anders ausfdllt. Fiir AeSL(2,2) erkldren wir ndmlich die Abbildung
P(A) €1 {r:(c/z)a—ac} durch )

(f(g Du,v) = - ooy (v) - Seou®)e, (V)

1 ar+u¥ r+u
- = :E:;: c.( Yo, (=)
¢ . < 3/:3 1 ¢ 1V ¢

falls c40, im Falle c=0 setzen wir dagegen
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P& &) = - F colwey(v) .

Die in der Einleitung genannte Rademacher-Funktion @ ist in dieser
Definition als Speziaslfall (f(A) = ()O(A)(0,0) enthalten. Mit den
Uberlegungen zum Beweis von Satz 1 und 2 erhalten wir in Verallge-
meinerung von (3) jetzt die Beziehung

\f(A,l)-l-A,‘ Y(A2)+A4A2?(A3) = ~ sign(cqczca) (38)

or +*
fiir alle Ay = (5. %) € 5L(2,2) mit A A4, = 1.

ca. 3
Die Abbildung \f): S8L(2,2) G ist also eine 1-Kokette mit nicht-
verschwindendem Korand. Setzt man w(A,',AZ):s sign(c1c2c3), S0
folgt aus (38), daB W = 9&( ein 2-Kozykel fiir SL(2,2) ist, also
der Bedingung .
W(A,B) + W(AB,C) = w(A,BC) + W(B,C)

fir slle A,B,C €SL(2,2) geniigt. Da w(A,l,Aa) eine konstante Funk-
tion in G ist, so wird durch

(A (u,v) 2= ‘f(A)(u,V) - Y(A)(0,0)

ein 1-Kozykel)~ erkldrt, der wieder eine nichttriviale Kohomolo-
gieklasse in 81(SL(2,2),G) reprdsentiert. Dieser Kozykel ist in
[15] ausfiibrlich untersucht worden.

Die klassischen Dedekindsummen s(a,c) hdngen auf einfache
Weise mit dem quadratischen Restsymbol (%) zusammen. Fir zwei
teilerfremde natiirliche Zahlen a und c, ¢ ungerade, gilt nédmlich [11]

@) = 1 -2Fs(a,0)  (moa ) .

Es sei nun K ein imagindrquadratischer Zahlkoérper der Diskriminante
Dg & =4, fermer ['(4)CSL(2,0) die Hauptkongruenzuntergruppe zur
Stufe 4 und (-)K das quadratische Restsymbol in K. Nach Kubota D?]
ist die Abbildung X: ['(4)—{t1} ,

€)) c40
ab a’kK
X(c d) { 1 y ¢c=0 ,
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ein Homomorphismus von ['(4) in die multiplikative Gruppe {*1} .
Additive Homomorphismen von ['(4) haben wir in §5 konstruiert
(4u,4v eL). Wir vermuten unter diesen Homomorphismen eine Linear-
kombination Szmit der Eigenschaft X = expoﬂ..
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