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Résumé

Soit V une variété de Fano. On peut construire sur V une hauteur cor-
respondant a l'opposé du faisceau canonique. Pour tout ouvert U/ de V, on
note n,(H) le cardinal des points rationnels de &/ de hauteur inférieure & H.
Manin a conjecturé que, pour un ouvert U/ convenable, il existe une constante
C telle que

ng(H)~ CHlog"™! H quand H — +o0

avec t = rg Pic (V). Ce texte donne tout d’abord une expression conjecturale
de la constante C en termes du volume de ’espace adélique associé & V' pour
une mesure de Tamagawa dépendant du choix de la hauteur. Cette expres-
sion est compatible avec les résultats de la méthode du cercle et redonne les
constantes obtenues antérieurement par Schanuel pour I'espace projectif et
par Franke, Manin et Tschinkel pour les variétés de drapeaux généralisées
lorsque le groupe est quasi-déployé. La conjecture ainsi raffinée est ensuite
vérifiée pour des variétés de Fano obtenues en éclatant des sous-espaces de
codimension deux dans Pq.

Abstract

Let V be a Fano variety and let A be a height on V' corresponding to the
inverse of the canonical sheaf. For any open set U of V, let ny (H) denote
the number of rational points in U whose height is bounded by //. Manin
conjectured that for a siall enough U, there exists a constant C' such that

ny(H)~ CHlogt™' H

where ¢ = rk Pic V. The first aim of this paper is to give a conjectural expres-
sion for the constant €' in terms of the adelic volume of V for a Tamagawa
measure corresponding to the chosen height. This expression agrees with the
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constants computed by Schanuel for projective spaces and by Franke, Manin
and Tschinkel for generalized flag varieties under quasi-split groups and is
compatible with the results of the circle method. We then check the conjec-
ture thus refined for Fano varieties obtained as the blowing-up of particular
subspaces of codimension two in Pq.

Soit V une variété de Fano telle que I'opposé du faiscean canonique wy' soit
trés ample. A toute base de I'(V,wy') correspond une hauteur & sur V. Pour tout
ouvert U/ de V', on note

ny(H) = #{P € U(k)/h(P) < H}.

Manin a conjecturé qu’a condition de se restreindre a un ouvert suffisamment petit
U, le comportement, asymptotique de ce cardinal est de la forme

ny(H) ~CHlog'™" H

ou t désigne le rang du groupe de Picard de V. Il faut noter que la constante
qui apparail dans cette estimation dépend des choix faits lors de la construction
de la hauteur. Toutefois il est possible de donner une expression conjecturale de
cette constante. Pour cela, on utilise tout d’abord la correspondance naturelle entre
hauteurs et systemes de métriques sur les fibrés canoniques des variétés V x; k,,
ou les corps k, sont les complétés de &k pour les différentes places v de k. Un tel
systeme de métriques permet alors de construire une mesure de Tamagawa sur V' qui
généralise la mesure de Tamagawa usuelle pour les groupes algébriques notamment
décrite dans [We], ainsi que la mesure de Leray utilisée dans la méthode du cercle
(cf. [Lac]). La constante conjecturale s’exprime alors en termes du nombre de
Tamagawa correspondant. La conjecture ainsi raffinée est stable par produit de
variétés, redonne les constantes obtenues antérieurement par Schanuel pour ’espace
projectif et par Franke, Manin et T'shinkel pour les variétés de drapeaux généralisées
lorsque le groupe est quasi-déployé. Elle est également compatible avec les résultats
de la méthode du cercle.

Dans le cas des variétés de drapeaux ou celui des intersections complétes, le
résultat est indépendant de 'ouvert choisi. En particulier, on peut prendre U = V.
Cela n’est plus possible lorsque la variété contient des sous-variétés accumulatrices.
Les exemples les plus simples de telles variétés sont obtenues par éclatement. 1l
nous a donc semblé intéressant de vérifier la conjecture de Manin raffinée pour les
surfaces de Del Pezzo obtenues en éclatant un, deux ou trois points sur P% ainsi que
pour la variété obtenue en éclatant les sous-espaces de Pg définis par les équations
X;=X; =0pour#j. _

L’énoncé de la conjecture de Manin est rappelé dans la partie 1. L’objet de la
partie 2 est la construction de la constante conjecturale. Dans les parties 3, 4 et 6,
nous vérifions la compatibilité de la conjecture raffinée avec les résultats antérieurs.
L.a partiec 5 donne une condition nécessaire et suflisante pour que la conjecture soit
indépendante de la construction de la hauteur. Dans les parties 8 a 10 nous montrons
la conjecture pour des variétés obtenues par éclatement.
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1 Une conjecture de Manin

1.1 Notations

Nous commengons par introduire des notations qui sont utilisées dans ’ensemble
de ce texte.

Notations.  Pour tout corps F, on note F une cldture algébrique de F.

Pour tout corps de nombres &, O, désigne son anneau des entiers et Uy, le groupe
des unités de k. On notera M I'ensemble des places de k, M;; C M; I'ensemble
des idéaux premiers de Oy et M, 'ensemble des places a 'infini de &. Pour tout
p € My, on note k, le corps local correspondant et | . |, la norme associée a p définie
par (cf. [Se2}, page 9):

Vo € ky, |z [,=] Nk./Qp(‘T) o

ol p € Mq est 'unique place telle que p | p et | . |, la norme usuelle. En particulier
cette norme n’est pas invariante par extension de corps. Pour tout p € My, on



désigne par F, le corps résiduel. Pour tout v € M, on note N, = [k, : R],

rx = ##{r € Myx/N, =1}

ror = H#{v € My ,/N, =2}
Ty = Pigtree—1

Ny = mip2r.

Pour tout v € M, tel que k£, > C, on fixe un tel isomorphisme. Comme dans
[We], pour tout v € My, on normalise la mesure de Haar dz, de la maniére suivante:

- siw € My, alors [ de, =1

Ok,

- s1 k, = R, alors on prend pour dz, la mesure de Lebesgue usuelle.
- si k, = C, alors on pose dx, = —idzdz = 2dz dy.

L’entier wy désigne le nombre de racines de 'unité dans &, d;. la valeur absolue
du discriminant de &k et Ry le régulateur de k. On note Z(Oy) le monoide des
idéaux non nuls de Oy, P(O;) le sous-monoide des idéaux principaux non nuls et
hy = #Z(O,)/P(O4) le nombre de classes d’idéaux. Lorsque & = Q, il nous arrivera
d’identifier Z(Oq) a NT =N — {0}. Si S est un sous-ensemble fini de A, on note
Og, 'anneau des S-entiers.

Le plus souvent nous omettrons k& dans ces notations quand le corps de nombres
est clairement indiqué par le contexte.

1.2 Hauteurs associées & un faisceau ample

Soient & un corps de nombres, V' une variété sur k, £ un faisceau tres ample sur
. On choisit (s;)1<icq une base de ['(V, L). Par hypothese, on a un plongement :

bV o PNV, L))

ou I'(V, L)V désigne le dual de I'(V, £). Une premiere définition de la hauteur est
alors donnée par :

Définition.  On définit la hauteur de P € V(k) relativement & £ et (3;}1<ic, par

WPy =TT sup |l
ug;klsigq P

ol (¥i)1<i<q sont des coordonnées homogenes pour ®(F) pour la base (s;)1<i<q-

Par la formule du produit, cette hauteur est indépendante du choix des coor-
données homogenes pour ®(P). Elle dépend par contre du corps de base k et de la
base choisie.

Plus généralement, on peut considérer les hauteurs définies de la maniere sui-
vante: pour tout v € My, on se donne une métrique v-adique |||, sur £. On



suppose en outre qu’il existe une base (sy,...,s,) de ['(V, L) telle que pour presque
tout v € My, pour tout x € V(k) et tout s € I'(V, L) telle que s(z) # 0,

)

I1 faut noter que cette condition est alors vérifiée pour toute base. Nous appelerons
métrique adélique un tel systeme de métriques.

7]

(@)ll, = ( cup

1<igq

Définition. La haulewr d’un point rationnel P de V relativement a £ et au
systeme de métriques est donnée par

h(P) =TT lls()I;"

vEM;

ou s est section de £ non nulle en z. Ce produit est également indépendant du choix
de la section. Par abus de langage, nous appelerons hauleur sur V la donnée d’un
faisceau tres ample £ et d’une métrique adélique sur L.

Un exemple d’un tel systéme de métriques consiste a prendre

-1
(sup 37'(%)' ) siv e My,
1<i<q v
)|, = 4 o1 (x) |2 sofz 7! . -
I|s(2)l| \/Tl((a?)l 4ot _3‘!(35 si k, > R,
(STI(%I +...+l’;‘l(%l )_l si k, — C.

La hauteur utilisée dans [Th] correspond a cette métrique.
Un autre exemple consiste a choisir une famille génératrice finie (s;)1<ic, de
I'(V, L) et poser

@)l = nf (SEL
ll,f::)%(qo S;(.’E) v

1.3 Sous-variétés accumulatrices

Soit I/ un sous-espace constructible de V' défini sur k. On note
ny(H)=#{P e Uk)/h(P) < H}

qui est un nombre fini. On s’intéresse au comportement asymptotique de n,(H)
quand H tend vers +co. On pose

Bu = Tim (logn,(H)/log(H)).



La constante By donne la puissance de H qui intervient dans n,(H). Un fermé F
de V est dit accumulateur si et seulement si pour tout ouvert W de F', il existe un
ouvert U/ de V tel que

Bw > Bu.

Cette notion permet de définir une stratification arithmétique sur V qui peut éven-
tuellement étre infinie (cf. [Man]). Il est clair que si 'on a un tel fermé £, le
comportement asymptotique de n,(H) reflete la structure de F' et non celle de V.
C’est pourquoi il est plus intéressant de se placer, lorsque cela est possible, sur le
complémentaire U des sous-variétés accumulatrices. C’est ce que nous ferons par la
suite.

1.4 Enoncé de la conjecture de Manin

Dans la suite de ce texte, on se placera dans le cas ou V est une variété de Fano,
c’est a dire une variété projective et lisse dont l'inverse du faisceau canonique wy;!
est ample. Pour simplifier, je le supposerai tres ample. Les hauteurs qu’on utilisera
désormais sont relatives au faisceau trés ample wy'.

Manin énonce alors la conjecture suivante (cf. en particulier {F,M,T]):

Conjecture 1.4.1 (Manin) Si V(k) est dense dans V el si U, le complémentaire
dans V' des sous-variélés accumulatrices, est défint sur k, alors il existe une con-
stante C telle que
ny(H)~ CHlog™" H quand H — +o0
out =rg PicV.
1.5 Rappel des résultats connus
L’exemple le plus simple de variété de Fano est P}. Dans ce cas, on a

wy = O0(=n—1)

et U =V = P Le résultat est di a Schanuel et s’écrit, en remarquant que la
hauteur utilisée ici est la puissance (n + 1)-eme de celle utilisée dans [Sc]:

Théoréme 1.5.1 (Schanuel [Sc])
n,(H) ~ CH quand H — o0

ot C est la constante donnée par

R R £ ¢ i Y R
C“ck(nﬂ)( Va ) %

|



Franke, Manin et Tschinkel ont démontré dans [IF,M,T] que la conjecture est
stable par produit de variétés, compatible avec les résultats de la méthode du cercle
et vérifiée par les variétés de drapeaux généralisées de la forme V = P\G ou G est
un groupe algébrique semi-simple linéaire et P un sous-groupe parabolique. Dans
le cas out G = G Ly 4, Thunder a donné dans [Th] une majoration explicite du terme
résiduel. Iin outre Batyrev a annoncé avoir démontré la conjecture dans le cas des
variétés toriques.

Les résultats a 'origine de ce texte, les théoremes 8.6.1, 9.6.1, 10.6.1 et 11.6.1
sont des vérifications de cette conjecture dans le cas ot V est obtenue en éclatant
certains sous-espaces de codimension 2 de P. Dans le cas particulier ot V est
obtenue en éclatant trois points, Batyrev et Manin avaient démontré le résultat
suivant :

Théoréme 1.5.2 (Batyrev, Manin [B-M]) Si k = Q et si U désigne le complé-
mentaire des diviseurs exceplionnels sur V', alors il eziste des constantes € el C,
telles que

n,(H)

0<C) < ———=—
'S Hlog®H

< Cs.

2 Hauteurs et mesures de Tamagawa
sur une variété de Fano

2.1 Expression conjecturale de la constante

Soit & un corps de nombres et V une variété de Fano sur & telle que wy' soit
trés ample. Comme dans [We], on introduit I'ensemble fini S des places de mauvaise
réduction de V identifiée avec son plongement dans Pj. Quitte a augmenter S, V se
releve en un schéma projectif et lisse V au-dessus de Os. Pour toute algebre A sur
Os, le produit V xp, SpecA est noté V4 et pour tout p € My — S, le morphisme de
Frobenius géométrique défini sur Pic Vf, est désigné par Fr,. On pose V =V x, k.

L.e terme local de la fonction [, associée a PicV est alors défini par:
]

1

2T =
Le(s, PicV) Det(1 — N(p)-°Fr, | Pic Vg, ® Q)

et la fonction Lg globale est donnée par le produit eulérien

Ls(s,PicV)= T[] Lu(s,PicV).
PEA";—S

Lemme 2.1.1. Le produit eulérien

II Li(s,PicV)
PEI"!I—S

converge absolument pour Res > 1 et la fonction Lg(s,PicV) se prolonge en une
fonction méromorphe sur C. Cette fonction a un pole d’ordre t = rgPicV en 1.



Démonstration.  Soit G le groupe de Galois de k sur k. La suite exacte (1.5.0)
dans [C-T,S] fournit la suite exacte

0 — PicV — (Pic V)Y — Br(k).
Le groupe Br(k) étant de torsion
t = rgPicV = rg (PicV)Y.

Or il existe une extension finie de & scindant Paction de G sur PicV. En tant que
G-module, (Pic V) ® C se décompose donc sous la forme

PicV®C = ((Pic V)’ ® C) & P M;
i€l

ou les M; sont des représentations irréductibles de G sur C. Soit K une extension
galoisienne de k scindant 'action de G sur Pic V. Soit

§=5U{re Mf‘]p est ramifié dans K'/k}.

Pour tout p € M;—.5", la substitution de Frobenius correspondant a un idéal premier

P au-dessus de p est notée (P, K/k) (cl. [Sel] 1.8) et

1
Det(1 — N(p)=* (P, K/ k)| M;)

Ly(s, M;) =

La fonction L d’Artin associée a M; est alors définie par le produit eulérien

Lsr(S,_ﬂ’f") = H LP(S,J“’I,').
PEI"[f—S'

On a alors la relation

LS'(S, P10V) = Ck'sj(s)fv H LS"(Sa ﬁf,)
il
D’apres [Arti], théoreme 7, les produits eulériens Lg: (s, M;) convergent pour Res > 1
et les fonctions L obtenues se prolongent en des lonctions méromorphes qui sont
entieres au voisinage de 1. W

Par ailleurs, la densité locale en p € My — 5 est définie comme:

V(F,
h(V) = s

Fixons une métrique adélique (||.||, ) ear, sur wy' et notons & la hauteur corre-
spondante. On va alors définir pour tout v € My une mesure w, sur V(k,) d’une
maniere analogue a celle utilisée dans [We|. Soient 2,z,,...,2, des coordonnées
locales en z € V. Ces coordonnées définissent un morphisme de variétés [ d’un



ouvert / de V, = V x k, dans A} et induisent un homéomorphisme d’un ouvert W
pour la topologie v-adique de V(k,) sur f(W) et un morphisme de faisceaux
I QAg/k = Quyk
et donc
w(f): [fwani = wy,

Sur W la mesure w, est définie par la relation

w, = |[w(f)™ (881 A. a?) (S~ 2) || dzy . . . day,

ot dw;, est la mesure de Haar normalisée comme ci-dessus. [n particulier si la
métrique pour v est définie par une base (s;)1<icq de I'(V,wy'), alors

1
w, = deq, ... day,.

sup [si(/7 @) (w(f)(der A .. Ade,))l,

1<i<yq

Ces mesures locales se recollent. En effet, soient z,,...,z, et &},... 2, deux

systemes de coordonnées définis sur un meme ouvert W et correspondant respec-
tivement a f et f’. 1l existe un C¥ difféomorphisme

¢ f(W) - fi(W)

tel que f" = ¢of. On a alors la relation

i (a2 e Zpn
w(e) (01:’, .../\am,n)—.]acx(qb) P /\...Aamn.

T

On obtient donc

II‘w(f’)“‘( LA AR )(f'-l( eNldey, .. dal,,

Il '(’ 1 2 (7 @l
|Jac¢ l(r)¢|y
= ||'w(f)! (arl ) (@)l dzry - . - day,.

N '
dzy , ... d=z ,

La formule dz , ... da! , = |Jacy¢|,dxy, ... dz,, se démontrant comme dans [We].
Pour tout v € My, on pose

\ _{ L,(s,PicV)sive M;—S

1 sinon.

La mesure de Tamagawa correspondant a h et S est alors définie comme

—dimV |
wh.s = \/dg H A, wy.

UGA']];

10



La constante

Th(V(Ax)) = lim(s = 1) Ls(s, Pic V) wi,s(Va,)

ot t = dimPicV ne dépend plus du choix fait pour S. Cependant, comme le fait
remarquer Swinnerton-Dyer dans le cas d’une surface cubique ([S-D]), la constante
C' qui apparait est liée en général au probleme de ’approximation faible pour la
variété V. Bien que cela n’intervienne pas dans les cas que nous considérerons, nous
poserons donc

m(V) = lim(s — ) Ls(s, Pic V) wy, s(V (k)

ou V(k) désigne Padhérence de V (k) dans V(Ay).

Lemme 2.1.2. Powr presque tout p € My,

wp(V (k) = dy(V).

Démonstration.  Soit (sy,...,s,) une base de I'(V,wy'). Il suffit de démontrer
que la [ormule est vraie pour presque tout les p tels que

o | s(2)
HS("EJHlJ - ]g}gq s;lz
ESEL F

Or pour presque tout p € My, V(O,) = V(k,) puisque V est complete. L'intégrale
peut donc se mettre sous la forme:

= 3 [ w,.

V(O,) a€V(Fy}o=g (p)

Pour tout p € 5, w{j];‘ est tres ample. Fixons donc un p € S vérifiant les conditions
»

ci-dessus. Soit @ € V,. On considere des coordonnées locales z1,.. ., z, sur un ouvert
W D {z =a(p)}. On note f le morphisme correspondant et

Yi(z) = s;(fTH(@))w(f)(dzy A ... Adzy)).

Commme wgl‘l, est tres ample, pour tout = € W, on a la relation
»

(Yi(z),1 £1<q) = O,.

Donc

f wy = / deypdag,...de,, = N(p)y~dim¥ m

11



Remarque.  Le choix des coefficients A\, = L,(1,PicV) pour rendre convergent
le produit
i dy( )_
peM,—5 L,(1,PicV)

est inspiré de l'article de Bloch (cf. [Bl], p. 69). On peut Uinterpréter de la maniere
suivante. Par la formule de Lefschetz (cl. [Se3]), on a, si p € My — S et si [ est un
nombre premier ne divisant pas N(p),

HV(E,) = T (=1 Te(Er, [ (Vg , Q).

Notons n = dim V. La variété VF'. étant lisse, on a un isomorphisme:

HE (VE,, Qu(n)) = Qu.

—

Comme Vfa est projective, F(Vf',ovﬁ )" = F,. Par ailleurs, VF, étant de Fano,

L]
Pic (Vg ) = NS(Vf,) et Pic(Vf, ) est sans torsion. En outre, Br(vfp) est de torsion.
La suite exacte
0= pp = G — G, —0

fournit donc

Hy(Vg,, Qi) =0
Pic (VF,) ® Qi = Hi(VF,, Qi(1)).

Par dualité de Poincaré (cf. [Mi], corollaire VI.11.2) on en déduit que

HG" ™ (Vg,, Qi) = 0
HED Vg, Q= 1) > HY Vg, Q1)Y= (PicVy, © Q)"

Par conséquent,

d,,(V) =

!V(p) (Flplplc ®Ql)

n—3

+

1=

(=
- oy F(F HAV, Q)

Or, d’apres la conjecture de Weil sur les valeurs propres des endomorphismes de
Frobenius (cf. [De] théoreme 1.6),

‘T1'(F‘r,,|H"(VF' ; Ql))i < dim Hy(Vg,, Q)N(p)s.

On obtient donc que

d,(V)y=1+

Te(Fry|Pic Vg @ Qi) + O (

).

S

1 !
N(p) N(p)
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Par conséquent, le produit
I d,(V)
pEM(—S Lp(la Pic V)

converge. Comme ’a indiqué Swinnerton-Dyer dans [S-Di, on pourrait donc aussi
utiliser la série L associée a H%(V,Qi(1)) qui présente I’avantage de pouvoir étre
définie en toutes les places el vérifie des équations fonctionnelles. Cependant, dans
les démonstrations de ce texte, les termes correcteurs apparaissent directement
comme valeurs de la fonction L associée au groupe de Picard et c’est pour cette
raison que nous avons utilisée cette définition de la mesure de Tamagawa.

Soit ¢ le rang du groupe de Picard de V. L’image de PicV dans PicV @ R est
un réseau. Le groupe A'(PicV @ R) contient donc un générateur canonique et on
obtient un isomorphisme

AYHPicVOR)Y = PicV®R
Par conséquent un élément & de PicV définit une mesure 8, sur
H() = {y € (PicV ® R)"/y(x) = A,
On convient que si ¢ = 1 et si z est un générateur de Pic V, alors pour tout A € R
0s(Ho(2)) = 1.

On note CH(V) V'ensemble des y € (PicV @ R)Y tels que pour tout diviseur effectif
D de V on ait
y([P]) > 0.

Définition.  Avec les notations ci-dessus, on pose

ae(V) = 0,20 (CH(V) M, (1)
et

Ch(V) = ()’C(V)Th("').

2.2 La conjecture de Manin raffinée

Les différents exemples donnés dans la suite de ce texte vérifient la formule
suivante

Formule empirique 2.2.1. On suppose que V(k) est dense dans V el que le com-
Pl q
plémentaire U des sous-variétés accumulatrices est défini sur k. Alors

n,(H) ~ Co(V)H log'™" H quand H — +o0

out =rgPicV.

13



[l serait sans doute prématuré de conjecturer cette formule dans le cas général.
Il parait relativement plus raisonnable d’énoncer la conjecture suivante.

Conjecture 2.2.2. 5S¢ V(k) est dense dans V et s U le complémentaire dans V des
sous-variélés accumulatrices est défini sur k, alors il existe une constante o(V) € Q*
telle que pour toute métrique sur wi;'

ny(H) ~ a(V)ma(V)H log'™' H quand H — +o0

ot =rgPicV.

2.3 Présentation des résultats

Les principaux résultats de ce texte sont les suivants:

- La formule 2.2.1 est stable par produit de variétés (corollaire 3.3).

- Elle coincide avec les résultats de Schanuel et de Franke, Manin el Tschinkel
pour les variétés de drapeaux généralisées (théorémes 6.1.1 et 6.2.2) si le groupe est
quasi-déployé sur k.

- Elle est compatible avec les résultats de la méthode du cercle (proposition 4.2.1).

- Elle est également vérifiée par les surfaces de Del Pezzo obtenues en éclatant un,
deux ou trois points rationnels en position générale sur PQQ (théoremes 8.6.1, 9.6.1
et 10.6.1), par celle obtenue en éclatant le O-cycle D = (0 : 1 :2) + (0 : 1 : —2¢)
sur Pa (théoreme 11.6.1) ainsi que par la variété de Fano obtenue en éclatant les
sous-espaces de Pg définis par X; = X; = 0 pour ¢ # j (théoreme 8.6.1). En outre,
la plus grande partic des démonstrations des théoremes 8.6.1, 9.6.1, 10.6.1 et 11.6.1
se généralisent a un corps de nombres quelconque.

Dans les différents résultats ci-dessus la formule est vérifiée pour des métriques
particuliéres sur wy,'. L'objet de la partie 5 est de donner une condition nécessaire
et suffisante pour que la constante (V) soit indépendante de la métrique. Cette
condition est vérifiée par les variétés de drapeaux généralisées si le groupe est quasi-
déployé (proposition 6.2.13). Par conséquent, la formule 2.2.1 est valable pour ces
variétés indépendamment du choix de la métrique.

3 Compatibilité de la conjecture avec
le produit de variétés

Nous allons maintenant démontrer que la conjecture 2.2.1 est compatible avec le
produit de variétés.

Proposition 3.1. Si V| et V, sont des variétés de Fano telles que V) x Vo(k) # 0,
hy et hy des hauteurs sur V| el V, respectivement, t, = vg PicV) et t; = rg PicV,,
alors

(= )ty — 1)!

Chlha(vl X VZ) = (tl i, — 1)! ‘CM(Vl)Chz(V?)'

14



Lemme 3.2.

adth x i) = B o (o)

Démonstration. D’apres le {héoreme d’annulation de Kodaira, on a
HY(Vi, O ) = {0} sii>0.

En particutier, H'(V4, Oy,) = {0}. Donc, d’apres [Ha] (exercice 3.12.6), on obtient
un 1somorphisme:
Pic¥V; x PicV, = Pic(V) x V3)
(ﬁl,ﬁz) — £1®L‘a2 = Tl'fﬁl ® ?T;L‘,g.
En outre, comme V) x Vo(k) # 0, LKL, possede une section si et seulement si £,

et L, en ont une. Si on note Cog(V) le cone des classes de diviseurs effectifs dans
PicV, I'isomorphisme ci-dessus induit donc une bijection

C'eff(V, X VQ) =5 C‘cﬂ(Vl) X Ceﬂ‘( Vg)
Enfin, comme V] et V; sont non singulieres, on a, d’apres [Hal (page 187), la relation
Wy xy, = Wy ng,

el la métrique sur w;' est le produit des métriques induites.

Avec les notations de la [in de la partie 2,

(Vi x Va) = 0,0 (C%(Vi x Vo) NHumr (1))

VixVy leVQ
= 0

o) (Cer(V1) x Ct (‘@)HH(W“,:,W;;)(I))-

(w

Mais

::].o

Pzt (D) = {(,0) € TI(Pic (V) @ R /u(w}!) + v(w]]) = 1},

i=1

Il en résulte que

Oy V)( (Vi % ‘@)ﬂHw;lleQ(l))

Wi x
1
= ‘/(; Ow;:( :ﬂ'( Vcl) ﬂ HNGII (U))Ow;‘:( :ﬂ'( 1/2) ﬂ Hw;; (] _ u))du
2 1
= H Ow_l( :H(V:)n'}-,{w_l(l))f utl—l(l . u)tg—ldu
K J 0
(tl - 1 tz - 1

! [T el

(1+t2_1 =1

ce qui montre la formule. W

15



Démonstration de la proposition 3.1. Comme V; x Vy(k) = Vi(k) x Vo(k),
on obtient que 7, , (¥ x V2) = 7, (V1)7,,(V2), ce qui montre la proposition. W

Corollaire 3.3. Si V] et V, sont des variétés de Fano el st pour i = 1,2 le complé-
mentaire U; des sous-varietés accumulatrices vérifie

ny, (H) = Ch(V;))H log"™" H + O(H log"~* H)
ou t; = rg PicV;, alors

Ny g (1) = Chang (Vi x Va)H 1og"' ™) H 4+ O(H log!"+=» H).

Démonstration.  Ceci résulte de la proposition 3.1 et de la proposition 2 de
(FMT.

4 Le cas des intersections complétes non singulieres

4.1 Domaine fondamental pour ’action des unités

Nous allons maintenant exprimer la. compatibilité de la constante définie dans la
partie 2 avec celle qui serait obtenue par la méthode du cercle.

Soit W C AF*! — {0} une intersection compléte non singuliere donnée par les
équations

Fil@os- -y 3a) =0

ou f; est une forme homogene de degré d; pour 1 <17 < m. Soit
T ARt — {0} - P}

la projection canonique. Soit V I'image de W par w. On fait les hypotheses suiv-
antes:

-V vérifie approximation faible, i.e. V(&) est dense dans V{Ay).

-dimV >3etn+1> 3 d;.
i=1

Alors V est une variété de Fano. En effet wy' = Ov(n+1— 3 d;). On pose

=1

m
5=n+1—2d,'>0.

=1

Soit (s;)1<icq une famille génératrice finie de T'(V,wy') et (Yi)i<icq les fonctions
homogéne-s de degré § correspondant aux s;. La hauteur h correspondante est donnée
par

Vz € W(k), h(r(z)) = ] sup |Yi(z)|..

L/Eﬂ'fk ISiS‘I
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Afin de simplifier la démonstration, nous prendrons comme polynémes (Y;)1<i<q les
mondmes de degré §. -

Le probleme est que la méthode du cercle donne des résultats sur le cone W,
alors qu’ici on se place sur V. L’objet des notations qui suivent est de trouver un
systeme de représentants de V dans W. Comme dans [Sc| on définit un domaine
fondamental sous I’action des unités de la maniere suivante: soit log, 'application
définie par

log,: I W(k,) - T[I R
VEMos VEMoo

(zo)ver,, = (log(sqp |}/,(1,y)ly)) .
1<i<q vEMoo

D’apres le théoreme des unités, le morphisme canonique

p:Us — [l R
veEM o

u —  (log|ul®)em.,

a pour noyau le groupe p.(k) des racines de I'unité dans k et pour image un réseau

L de rang r dans ’hyperplan P défini par 3. y, = 0. En outre, ce réseau étant
VEMeo
P'image du réseau usuel par 8Id, Det L = §"R. L’application log, est compatible

avec l’action des unités qui agissent de maniere diagonale sur T[] A"*! et par

vEMoo
Pintermédiaire de p sur [ R. On projette R™™2 sur P selon (V,),en,
vEMoo
pr: Rtm - P
N
(yo)veMe — (Yo — N > Yr)veMeor

AeMo
On choisit uy,...,u, une base de L. Soit (u))<i<- la base duale. On pose
F={y e R"™/0 < u/(pr(y)) < 1}

et
Ay = logi | (F).

Lemme 4.1.1 (Schanuel [Sc]) L’ensemble A, vérifie:
(1) Ap est stable sous pioo(k),
(i) Yu € U — poo(k), uArNAR=0,

(i) U uwdn= [I W(k).

ﬂEUk VEM oo

17



Pour tout z € (A;)"*!, on note

heo(z) = [ sup [Yi(z,)lo

VEM, 15784

et oo = (T, )em,- Pour tout b € I(Oy), soit &4y : W(A,) — R la fonction
caractéristique des z € W(A,) tels que

Too € Ah:
bpl(2;)p pour tout p € My et 0 < ¢ < n,
heo(z) < H.

Soit 7 : W(k) — W(A,) I'application naturelle. La méthode du cercle donne alors
une majoration du terme R, défini par la relation

Y. Qou(z) = f Oy 1wy, () + Ro(H)
zEW (k) W(AL)

ol wy, est la forme de Leray sur W{Ay) définie par W [l w,,,ou laforme
veMy

locale w, , est caractérisée par la relation:
wy, AT (;51 dmi,u) = ,./30 i,
f APt — AT désignant le morphisme défini par les f;.
4.2 Compatibilité de la conjecture avec la méthode du cercle
On note p : Z(Oy) — Z la fonction de mdbius.

Proposition 4.2.1. (a) L’entier n,(H) vérifie:

n,(H)=— > Yo ou(d) D Pumnep(z)

aET(Ok}/P(Ok) bET(Of) zEW (k)

(b) On a la relation :

Y Y k) [ G (@) = GV

W ae(04)/P(Ox) bET(Oy) w(AL)

Remarque. La méthode du cercle, lorsqu’elle s’applique fournit donc une majo-

ny (H) = Cu(V)H.

ration de

18



Démonstration.

¢ Nous allons tout d’abord démontrer ['assertion (a) de la proposition : on a

la relation )

n,(H)=— > Ty, (H)
Y eeT(0/P(0)
ou
n‘FV,n(j.[)
=#{z e Wk)/h(z) < H, (z;,0<i<n)=aet j(z) € A}
= #{z € W(k)/hoo(w) < HN(a)’, (2,0 < i <n) = acet j(w) € Ax).

La formule d’inversion de Mébius permet alors de passer de la relation
1 I
(Zoy.. ., &) =a

a la relation
(.'Eo, P ,mn) C ab

donnant ’égalité

Ny (H) = Z 1¢(b) Z bav un(a(z). B

bET(Or) cEW (k)

¢ Nous allons maintenant démontrer la deuxieme assertion de la proposition
4.2.1. Celle-ci découle des lemmes qui suivent.
Soit f: Agt! — AP Dapplication induite par les f; et h, : k2+! — R applica-
tion définie par
hy(x) = sup [Yi(z)[,.

1<i<q

Soit V5 louvert de V(k,) défini par zg # 0. Soit ¥} un ouvert pour la topologie
v-adique contenu dans V; sur lequel zy, ..., 2, _, définit un syteme de coordonnées.
En tout point x € P*(k,) tel que x¢ = 1, f induit une application

fo: Al — AR
(ihiciom — (L2, T, Tammgt F U1 -+ Tn + Um))1<i<m
Lemume 4.2.2. Sur ouvert V}
1
ho(p=' (@) aco foials

ot p est Uapplication Vy — AT™.

Wy = d$1',, e dmn—m,u
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Démonstration. Rappelons tout d’abord la construction de Pisomorphisme
Ov((S) = w;l.

Soit Up Pouvert de P} défini par zo # 0. On a une suite exacte:

(%)
b ® Oy —5 OF; @ Oy, — Dy = 0

Donc si ¢ € ['(V,0v(6)), ¢ est donné par un polyndéme homogene de degré é et
I’élément associé 0 € T'(Vy,wy') est défini par la relation suivante: pour tout = =
(1:zy,...:2,) € Vp tel que g(z) # 0,

glz) Mdzy AL A dag = 0Y(2) A Fo(dys A A dyg)(2)

ot 8Y est la section de w, duale de #. Pour tout = € V4, on a alors

Ig(lua:l’ s :$R)|V

ho(l,2),...,2,)

: t -1 {_3 2 -1 - 5 : .
La section ‘w(p) (% Ao A aa:,._m) de wy' correspond donc a une fonction ra-
tionnelle homogene g tel que, pour tout z = (1,),...,2,) € Vb,

g(z) Moy Ao Adr, =day Ao A dra_g A fR(dyy AL A dy).

La fonction définie par
2y -1
g(m) = (']a'COf:r)

convient donc. Le lemme s’en déduit directement. W

Lemme 4.2.3. Soient p € My, g et h deuz fonctions positives et localement cons-
tantes sur k}t' — {0} telles que

VA€ ky, Vo € k1T, g(Az) = |ABg(z) et h(rz) = |A[Ih(z)

ot p el q sont des entiers lels que p+ g =n+ 1. On suppose en outre que pour loul
a € kit — {0}, 4l existe A € ky tel que h(z) = |A|2. Soil Uy un ouvert de P™(k,)
pour la topologie v-adique contenu dans Uouvert xy # 0 et sur lequel gh ne s’annule
pas. On note CU, le cone au-dessus de Uy. On a alors la relation

1
(1 p ) Cp(q)/ "'(l.l»'l...dﬂ:n = / (lmo"'(lmn'
( ) U ! {zECUl/h(I)Sl}



Démonstration. Il suffit de montrer le résultat pour un ouvert U; ou les fonctions
g(Lyzy,...,z,) et A(1,z;,...,2,) sont constantes. On peut également supposer que
Uy est de la forme B(/%, ) pom un Py € Up et un € € R7. On se ramene alors a
g = 1 sur U;. Comme h vérifie la condition

Ve € kJT — {0}, 3 € &3 /h(z) = |A|}

on peut également se ramener a a h = 1 sur U;. On peut ensuite supposer ¢ = 1
et Ao =(1:0:...:0). On obtient que le résultat du lemme vaut a une constante
multiplicative lixe pres. La valeur de la constante est alors obtenue en calculant les
deux termes pour U; C Az: x Ap” 1 défini par jz; — 1| < 1sii> g,

h= sup |xilet g= sup |op~""

0<1<g—1 g<isn

Pour ce faire, il suffit de constater que apres s étte 1amené a ¢ =n+ 1, I'intégrale

de droite est, d’apres le lemme 2.1.2, 4,(P}) = Z N NG tandis que 'intégrale de
1=0

gauche vaut. 1. W
Lemme 4.2.4. Soit p € M;. Pour tout x € W(k,), notons

o) = sup [Yi(a)],.

1<i<q

0, (2) = (1 - ﬁ) SO

Alors
{z€W {ky)/hy (2)<1}

Démonstration.  Ce lemme résulte du lemme 4.2.2 et du lemme 4.2.3 que I'on

applique avec ¢ = |Jac0_f -1(z)|p qui, vue comme fonction en les coordonnées ho-
m

mogenes, vérifie ’équation du lemme 4.2.3 avec p = > (d; — 1). En effet la mesure

1=1

de Leray est définie localement par

1
——dzg, .. ATy, B
|']aC0fp“1(:c)|P

Lemme 4.2.5.

Vidw

/X{xeah/hoo(r)su} H w,,=H Y3 l”“ Ce(s)(s = 1) H wi(
vEM vEM o
M Wik

vEMoo
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Démonstration. 1l suffit de montrer le résultat analogue pour un ouvert U; pour
le produit des topologies v-adiques sur lequel z, ;... z,_,, définissent un systeme
de coordonnées. On note C'U; le cone au-dessus de U;. Par définition de la mesure
de Leray, le membre de gauche s’écrit

1

L = H J.—df{}o,u e dwn—m,u
{2€A (CUL/hoo(z)< H} YEMe [Jaco fo-1(@) v
1
= H / i I dzoy...denm,
I1 |Jac0fp‘1(::)|u vEMy,

VI LeMe

ou V, désigne 'ensemble des z € C'U, tels que

H sup |Yi(z, )}, €1

veEMo 0<i<q
(log( sup |Yi(zv)]))verr € F.
0<i<q
Notons Mg = {v € M /N, =1} et Mg = {v € M, /N, = 2}. Pour tout v € Mc,
on utilise des coordonnées polaires pour zg,. On note
L H R+ X RNU dim V - H klr’lim V41
vEMo vEM oo
le produit des applications définies par
by R+ X RN._,dim v, kdim V+1

(R;Oa(xj.l)leé;i_i:f;V) = (o, (Tj1 +1Z52)1<5<dim V)

si N, = 2 et de maniere similaire si v € M. On obtient alors

I}f Tow
L = H2@mVH1)(gyrn f refle dz
Vs ueglfw ]Jacofp’la(a:)lu
ol V, désigne 'ensemble des x € [] Ry x RM 4V tels que
vEM oo
o(z) € CUy
H hy(z,) <1
UEJ\‘[OC
(log(h,,au(:c,,)))uelwm € F.
On fait alors le changement de variables
vy = hye(z,) pour v € My
T;, . :
Vi, = L pour v € Myyet 1 <3 <N, dimV.
To,

(S
(3]



La Jacobienne est le produit pour v € M, des déterminants suivants:

Bhyu, Qhye,  Bhyry b,
dzo 3::1 8z 77 TN, dimVv
— L —
;0;} p 0 e 0
T 1
Det ;0% 0 po
: : N 0
—ENegmv () .0 L
g o
H /S
1 Oh,t, N“%’“ x;  Ohye,
= — : L0
a’.g’u dim 1 ()-7:0 P 'Lg C)‘L,
b s
1 N”%’:“‘ Ahyty,
= — Z;
mg.pdun V41 = i aﬂ:{
N6
= hot,

.’EN” dim V41

0
N,§ § Tp
=, (1,—‘,...,1&).

T
L dm V=) Zo o

En utilisant le lemme 4.2.2 et le fait que la fonction z — |Ja.C0fp—],_(z)|y est homogene

de degré N, ﬁ (d; — 1), on obtient
=1

vEMoo VEM oo

up <1

1
[ = h’(gﬂ)rzzn?rzm ( H wu) (Ul) / H du,,.
[

vEMeoo
(log ur )y e pfon €F

On fait alors le changement de variables wg = [] v, et w; =« (pr(v))sil <i¢<r
vEM oo

ou u; désigne la base du réseau L introduite dans la partie 4.1. Comme dans [Sc],
on en déduit que

VEM oo

L = H(2r)2" 51+ ( I w,,) (U,)6" R.

La formule de Dirichlet montre alors le résultat. W

Lemme 4.2.6.

a (V) = ]3

Démonstration.  Comme dimV > 3, le théoreme de Lefschetz (c[. [SGAZ2]
exposé XI1) implique que PicV = ZOy(1). Or wyi' = Oy(6). On obtient donc

adV) = L (g VNGV



Démonstration de ’assertion (b) de la proposition 4.2.1.  D’apres ce qui
précede, PicV = Z. Les lemmes 4.2.4 et 4.2.5 impliquent donc que

wlimg—, Ce(8)(s — 1) () wp(V3)
¢'u HN(a SWHL = t dim V' wu(‘/u) —_— .
W(L, e sh/at™ N(b)s El:[[m ,,}TMJ L,(1,Pic V)

Le terme de gauche dans l'assertion (b) de la proposition 4.2.1 s’écrit donc

HCA(6) Z #(b) Th(V(Ak)).

) 6eT(Ox) N(b)®
Mais (6) |
plb)
berz(ok) N(b)5 Ck(6)

1
et a(V)y=5. W
En appliquant le théoréme 1 de {Bi], on obtient le corollaire suivant :

Corollaire 4.2.7. Sidy =+ =dp, =d > 2, k= Q, sin > 24 m(m +1)(d - 1)
et si h est défini par une famille génératrice (s;)1<icq de T(V,wi') telle que les s;
correspondent @ des mondémes M; de degré § avec M; = X? pour 0 <i < n alors

n,(H) ~ Cp(V)H lorsque H — +o0.
Démonstration. Comme k = Q, on a Ay, = I W(k,). LEn outre, on a
vEMo
supposé que les n + 1 premieres sections de la famille choisie sont induites par les
mondmes X?. On peut donc appliquer le théoréme 1 de [Bi] pour obtenir que

|Rz(B%)| < CB*

avec des constantes C et ¢ strictement positives. Par conséquent

§—¢ b—¢
Ra(B) s ¢ s (2)

'IIS n

Soit g(3,n) = Ry (3°). On déduit du lemme 12 de [Sc] que

Y u(n)g(B,n) = O(B™%). =
neN+



5 Indépendance vis-a-vis de la construction de la hauteur

On note V une variété de Fano telle que wy;! soit tres ample. Les hauteurs considérées
ici sont définies par des systémes de métriques relatifs au faisceau wy;'. On reprend
les notations de la partie 2.

Définition. On fixe un ouvert &/ de V. Pour loute hauteur h sur V et tout
ouvert W de V(Aj) on note

n,w(H) = #{z € UR)\W/h(z) < H}.

On dira qu’un ouvert W de V(Ay) est bon si et seulement si il existe une hauteur
h sur V telle que w, ((OW) = 0. Cette condition est alors vérifiée pour toute
hauteur A.

On dit alors que les points rationnels de V sont équidistribués sur U ou que V
vérifie la propriété (f5) si et seulement si il existe un choix de la hauteur 2 sur V
tel que pour tout bon ouvert W de U(Ay)

Tlh,w(H) N whs( () N )
Wh,s

ny(H) s(1 ( 2))
H — 4o

Remarques.

(1) Il est clair que si V contient des sous-variétés accumulatrices alors V ne vérifie
pas (Ey). La question de savoir si () est vérifiée n’est en fait pertinente que
si U est inclu dans le complémentaire des sous-variétés accumulatrices. C’est
ce que ’on suppose par la suite.

(2) La raison pour laquelle on ne considere que les bons ouverts est que la condition
ne peut étre vérifiée par tout les ouverts W. Iin effet soit vy € My,. L’ensemble
V (k) étant dénombrable, w,,(V(k)) = 0. Or la mesure w,, est réguliere. Pour
tout ¢ € R, il existe donc un ouvert W,, de V(k,,) tel que V(&) C W, et
Wi (W) < €. Prenons W =W, x [] V(k,). On obtient que

uEJ\fk
vy

'II.h‘“/(]J’) = nu(j'[)

mais

wr,s(V(E) W) < cwns(V(A).

Proposition 5.1. (a) La propriété (Ev) est compalible avec les résullats de la
méthode du cercle au sens de la proposition 4.2.1.
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(b) StV wvérifie (LEy) pour une hauteur h alors, pour toute fonction continue f
sur V(Ayg), on a

fz) S Sous
Ly {ZEUGIAEISH) V(E)
1nm

He—tco n,(H) N wh,s(v(!")).

(c) SiV vérifie (Ey) et la formule 2.2.1 pour une méme haulewr h, alors elle les
vérifie pour toute hauteur relalive au faisceau wy'.

(d) SiV vérifie la conjecture de Manin raffinée, alors elle vérifie la propriété (£y)
ou U désigne le complémentaire des sous-variétés accumulatrices,

Remarque. On verra par la suite que la propriété (K£y ) est vérifiée par les variétés
de drapeaux généralisées lorsque le groupe est quasi-déployé.

Démonstration de la proposition.

o [’assertion (a) se démontre comme la proposition 4.2.1. En effet, les

démonstrations des lemmes 4.2.3 et 4.2.5 montrent que si ¢ est de la [orme [] g,
veSs!
pour un ensemble fini S de places de & et g, des fonctions continues sur V(%,),

alors, avec les notations de la partie 4, on a

whm ((s)(s — 1) (6
/ gowq)ub,]-lN(a}deL =H sl 5h N((b))6 ] qwh .
W(AL) V(Ay)

Or si O est un bon ouvert de V(Ay), alors il existe une suite d’applications (g;);en
de la forme ci-dessus telles que

Xo — gilwnp — 0
V(AL
i1 — Joo

ce qui implique I’analogue de Passertion (b) de la proposition 4.2.1 pour 'ouvert O.
L’analogue de lassertion (a), c’est a dire
1

) Xolzg)=— Y Yoou(b) D0 Xoom(2)Puy y(e)(®)

{zeV(k)/h(z)<IH} w a€T(Ok)/P(Ok) bET{Ok) zeW(k)

se démontre exactement comme dans la partie 4.

o Démontrons 'assertion (b). Elle est vérifiée par les fonctions caractéris-
tiques des bons ouverts de V(A;) et donc par toute combinaison linéaire de telles
fonctions. Or les bons ouverts forment une base de la topologic de V(Ay) qui est
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compact. On peut donc approcher f de maniere uniforme par des applications de
la forme Y~ A;x,,. ol les W; sont de bons ouverts de V(Ay).
3 '

e Pour démontrer (c), on constate tout d’abord que pour toute hauteur o/,
la fonction & est bien définie sur V(Ay). En outre

h h.z',,

h vES! h‘l,u

ou S’ est un ensemble fini de places. Par conséquent ﬁ est continue et partout

non nulle. Si V' vérifie (Fy), alors pour toute fonction caractéristique y, d’un bon
ouvert W de V(Ag), on a

I Xwwhs
#z e UR)/hE) Sxwll} _ vm
ny(H) wh,s(V (k)
H — 4o

Cette relation est également vraie pour une combinaison linéaire de telles fonctions.
On approche alors % de maniere uniforme en utilisant le fait que
#{eeUlk)/H < h(z) < H(1+¢€)}
- 7o ()

— €.

H - 4

¢ Démontrons maintenant ’assertion (d). On fixe une hauteur h sur V. Nous
allons démontrer 'assertion (Ey) pour k. On montre tout d’abord le résultat pour
un ouvert élémentaire W de V(Ay), c’est a dire de la forme W = ];[{ W, on,

vEM

quel que soit ¥ € My, w, (0W,) = 0 et, pour presque tout v € My, W, = V, (k).
On note Sy Pensemble des places telles que W, # V,(k,). Soit ¢ €]0,1]. Comme
w,(OW,) = 0 pour tout v € Sy il existe des fonctions continues f, et g, de V(k,)
dans R, telles que

¢
0<fSxwm <o Slet [ (o fo < .
(k) dw, (V)

On pose = £ et

.fu = (1 - 71)fu +7net g, = (1 - 7?)9'0 +7

sive€ Swel f, =3, =1 sinon. On définit alors f = ] fu et g= [l §.. Alors
VEJ\’I;; UEﬂr’!k
h

7 et % sont des hauteurs sur V et, par hypothese, on a les équivalences

#{‘L S U(k)/%(’t) S H} ~ Cg j fwh's H logt_l H

V(%)

[OW)
I



et
h
#lr € UK/ (@) S HY ~Co [ guons Hlog™ H.
o)

ou
Co
lin}(s — 1)t Lg(s, Pic V)

Q.

On obtient donc

f‘ [ dwy s
| eV i) | T
#{z € U(k)/h(z) < H} wis(V (k)

H — 4o

et on a une limite analogue pour g¢. Il existe donc Hy tel que pour tout H > Hy on
ait

l g co () + )k dw,
V(fk) S dwy s e #{z € U(k)/h(z) S”e];[‘(v(l — )X, (z) +7)H} Wfk)g Wh.s +£
nstVIED 47 mo(H) ~ons(VR) 4
Or
#{z € U(k)/h(z) < nH} N
o () ~
H — 4o

Donc, pour H assez grand,

f Xw Wh,s
#{r € UR)/h(e) Sxw(®H} vy | .,

ny(H) wi,s(V(k))

+2

LS e
= o

On en déduit alors que pour tout W C V(Ay) appartenant a ’algebre de Boole
engendrée par les ouverts élémentaires

f XwWhs

#le e WAUMN S H) 70
n,(H) wa,s(V (k)

H — 400

Le cas général s’obtient en construisant pour tout bon ouvert W de U(A}) et tout
¢ € R} des éléments W' et W"” de cette algebre tels qu’on ait les relations

Xw' < Xw < Xor €t wps(W' = W) <e.

l.a encore on utilise le fait que wy s(OW)=0. N



6 Compatibilité de la conjecture avec les résultats
de Schanuel, Franke, Manin et Tschinkel

6.1 Le cas de I’espace projectif

Nous allons maintenant vérifier que C(P%) coincide avec la constante obtenue
par Schanuel.

Proposition 6.1.1.

oo e (o LR "~ O (P
CualP) = oty () ol - e = cuee

Remarque.  Ce résultat découle également du corollaire 6.2.16. Toutefois nous
en donnons ici une démonstration directe.

Démonstration.  Gréce a la formule de Dirichlet, on peut réécrire Csq,(P}) sous
la forme:

Mais, par définition de la fonction (i, on a la relation:

- 1 (-1 B W%)) (E%N(lp)“)

e, Lo(1,PE)

Calculons maintenant la volume a I'infini de P} correspondant & notre choix de la
hauteur. Dans le cas ou k&, = R,

. . 1
w,(P}E) = / inf (1,@1:_1;['“ (| o |3+1)) dzydzy ... dz,

R»
o (14n [8

= + n/ —7ax
1 :Erll+1 i

= 2"x(n+1)

et, dans le cas ot k, = C, en remarquant que, avec nos notations, | . |,=|. |*:
1 n
w,(Pg)=2" / inf (1, 1%1{1% (;m)) ,1;11 r; dr; d0;.

0<8; <27 pour 1<i<n

0<r; pour 1<i<n



En faisant le changement de variables u; = r?, on obtient que

n l n
w,(PE,) = (27)" 5w, (PR)

= (2r)"{n+1).

En définitive la constante C s’écrit :

1 H wu(sz) dp(P}:)

C = veMe (nm(s—l)L(s,PicPi)) S A Y -
n+1 Vi s—1 k p(1‘:“I],k_J[,,‘,(l,P]cP'L-)

ce qui est la constante recherchée. W

6.2 Le cas des variétés de drapeaux généralisées
6.2.1 Notations

Nous allons maintenant comparer la constante obtenue par Franke, Manin et
Tschinkel dans le cas des variétés de drapeaux généralisées (cf. [I',M,T] {2.11)) avec
Cr(P\G).

On fixe donc un groupe linéaire semi-simple connexe G sur & et P un k-sous-
groupe parabolique de &. On note V = P\G et 7 : G — V la projection canonique.
Quitte & remplacer G par son k-revétement universel G (cf. [B,T] proposition 2.24) et
P par son image réciproque dans C:', on peut se ramener au cas ou (& est simplement,
connexe. On note ;P un k-sous-groupe parabolique minimal de G contenu dans .
Pour tout groupe algébrique linéaire ¢ sur un corps L de caractéristique 0, L(H)
désigne l'algebre de Lie de G, RH son radical, R, H son radical unipotent, X*(H),,
le groupe des caracteres de H sur L et X.(H ), le groupe des cocaracteres de H sur L.
On note 1S la composante scindée du tore maximal dans R P. Soit $ 'ensemble
des racines de ;S dans G, (A la base de ;® correspondant a P et ,$+ I’ensemble
des racines positives. Pour tout a € @, on note & la coracine correspondante.

Pour toute partie J de A, on note [J] 'ensemble des racines s’écrivant comme
combinaison linéaire a coefficients entiers d’éléments de J, [J]* Pintersection de {J]
avec Ot P le k-sous-groupe parabolique standard correspondant (cf. [Borel
page 234) et 1Sy le tore .

Sy = (ﬂ Ker 0‘) .
agld

Le tore ;S est la composante scindée du tore maximal dans R(P;). L’application
de restriction de XN=(P;); dans X*(S,)x est injective et de conoyau fini. On
identifiera X () a son image. On note également

s, = Xo(xS)r @R, s, = X"(xS)) @R

et ¢, le radical de L(xF;). On désigne par ®(J)* Pensemble des racines de 5,
dans v, et p, . la demi-somme de ces racines comptées avec des multiplicités égales
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a la dimension de leur espace propre dans r,. Si V) désigne le quotient ,P;\G et
7y + ¢ — V; la projection canonique, on a, d’apres [Sa] proposition 6.10 une suite
exacte

0 — KV /K™ = K[G]T /K™ = X7 (W Ps)i — PicVy — Pic(.

Par le théoreme de Rosenlicht ([Ro] theorem 3) £[G]*/k* est isomorphe a X*(()x
qui est trivial. En outre par [Sa] lemme 6.9 (i), PicG est trivial puisque G est
simplement connexe. On obtient donc un isomorphisme

A”(kPJ)k = Pic VJ.

On vérifie aisément que cet isomorphisme est 'application qui a tout caractére y de
« P associe le faisceau L, défini par

N(U, L) ={] € T(x7'(U), 0c)/Vp € Py, Vg € 73(U) [(pg) = x(p)[(9)}

pour tout ouvert U de V. Cet isomorphisme envoie 2p , sur le faisceau canonique
wy,. Par définition on a P = 1 Fy. Nous noterons I la partie de ;A correspondant
a P. On a donc la relation

(6.1) w, =Ly .

Pour toute place v de &, on note A', un sous-groupe compact maximal de G/(k,)
tel que
Glk,) = L P(k)K,.

L’existence de tels sous-groupes est une conséquence de la décomposition d’lwasawa
(cf. [Ti] 3.3.2 pour le cas d’un corps local). On suppose en outre qu’il existe un
plongement G — G L, tel que pour presque tout v € My on ait

K, =G\ GLa(O).

On pose K = [ K,. On a alors G(Ay) = P(AL)K. La hauteur d'un point
vEM)y

x € V(k) relativement & un faisceau ample L, est défini de la maniére suivante (cf.
[F,M,T} §2): soit s € [(V,L,) une section de £, non nulle en z correspondant a
une fonction & € ['(G, Oc¢), soit k € K tel que, pour tout v € My, m(k,) = z, alors

NOE) JE(Am

velM,

L’hypothese sur A entraine que ce produit n’a qu’un nombre fini de termes non
triviaux et la formule du produil qu'il est indépendant du choix de la section s.
Dans la suite de celte section, on utilisera la hauteur

(6.2) h=h_g,,

correspondant a wy;' d’apres (6.1).
On note W le groupe de Weyl de ®. et W, le sous-groupe de W engendré
par les symétries s, pour o € J. Nous désignerons par w” le plus long élément de
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Wy et par w) un relevé de wy dans Ng(S)(k). Pour tout » € My, on note H,p,,
la fonction de G(k,) dans s, définie par

Vx € X (&P, Vp € Py, Vk € K, exp(< H,p, ,(pk), x >) = |x(p)].-

La fonction globale correspondante est définie par

Vg € G(Ay), HH’J(Q) = Z IJ‘kPJ,V(gU)'
vEM

On a alors la relation (cf. {F,M,T] 2.3)
Vx € X*(P), Vg € Gi(k), hy(m(9)) = exp(< Hp(g), x >).

Pour tout groupe unipotent U sur k, on normalise la mesure de Haar sur U(Ay) par

du = 1.
URNU(AL)

Pour tout w € W, représenté par w' € Ng(xS)(k) et tout A € gy, I'intégrale
d’entrelacement c(w, A) est définie par

c(w,A) = f exp(< H, p(w'™'n), A+ p.p>)dn.
w'  N(Aw' ™ e N(A\kN(Ay)

ou ;N désigne le radical unipotent de . On note alors

C,p, = lim J] <é,A- p.p > c(wr, A).

TP aed

6.2.2 Le résultat de Franke, Manin et Tschinkel

En utilisant les travaux de Langlands sur les séries d’Eisenstein [Lan], Franke,
Manin et Tschinkel démontrent le résultat suivant (cf. [F,M,T] (2.11)):

Théoreme 6.2.1 (Franke,Manin,Tschinkel) Avec les notation introduites dans
le paragraphe 6.2.1

ny(H) ~ Cemr(V)H log"™' H quand H — +o0

avec t = rgPicV et

Cq
7Y = .
Cemr(V) Crlt=1! 11 <a&,2pp >
at i A=-1
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6.2.3 Expression de la constante en termes de la mesure de Tamagawa

L’objectif de cette section est la démonstration du résultat suivant

Théoreme 6.2.2. Si le groupe (i est quasi-déployé alors

Crur(V) = Ci(V).

Nous commengons par décrire une métrique sur wi;' qui induit la hauteur h. Pour
tout J C x4, pour tout v € M la métrique v-adique |||y, sur wy! est définie
par: pour toute section s de w‘}} correspondant a une fonction § sur &

Vi € Ko, ||s(rs(k))|lse = 13(k)],-

Lemme 6.2.3. Les normes ||.||7, définissent une métrique adélique sur wy,' donl
h est la hauteur associée.

Démonstration. Fi 1xons un plongement du groupe ¢ dans G L,(k) et une base
(51,--.,8) de D(V,wy') correspondant a des éléments 3y,...,3, de (G, Og), Par
I’hypothése que nous avons faite sur K, pour presque tout v € My,

, = G(ky) (VG La(On).

Bn outre, wi' étant trés ample, pour presque tout ¥ € My, pour tout = appartenant
a U'intersection de G L, (O, ) et de G(k,), 'idéal fractionnaire engendré par les §;(z)
est égal a Oy, . Si v € My vérifie les deux conditions ci-dessus, pour tout p € P(k,),
tout k& € K, et toute section s de wy' correspondant & une fonction § sur &, on a

lls(x(PEMIl, = [3(K)],

kL
| - 2/’1’(1’”"
En outre X )
sup [3(pk)ly = 1= 200(p)l, sup [3:(k)]
1<i<q 1<i<q
= [ =2p:(p)l.

Par conséquent

ce qui montre la premiere assertion. La seconde est une conséquence directe des
définitions. W

On se donne maintenant deux parties J et J' de ;A telles que J C J'. On note p, ;s
la demi-somme des racines de Sy dans ¢, NL{(Z¢(xSy)). Notons Vi la variété
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homogene Vj ;v = 1 Pj\ . Py. D’apres [Sal, proposition 6.10 et le théoréme de Rosen-
licht, on a une suite exacte

0— X" (,Py) Res, X*(xfy) = Pic(V; ) = Pic(pPy).
Ce dernier groupe étant fini on obtient un isomorphisme
(X*(+P)/X*(+Pr)) @ Q = Pic (Vi) ® Q.

En outre I'image de la classe de 2p, ,, par cet isomorphisme est Wy, - On a une
fibration d’espaces homogenes pointés

y 4
e—=Vip 5V, 25V e

On obtient alors un diagramme commutatif

T

0= Pic(1,)®8Q 2% Pic(V)@Q —o  Pic(Viy)8Q ——0
T 7 T

Res

0— X(:FPr)@Q — X(:P)eQ — (X*(WP)/X(:Fr)@Q —0
ou les lignes sont exactes et les colounes des isomorphismes.

Lemme 6.2.4. Avec les nolations ci-dessus, on a la relation

por, ~Res(pp ) =p,,

Démonstration. On a un isomorphisme de S; modules

(VU Z6(6S5)) = €,/

Par conséquent 2p, ,» est le déterminant de la représentation de Py sur t,/c, induite
par la représentation adjointe. Or 2p p, est le déterminant de la représentation
adjointe restreinte a r, et 2Res (kaJ‘) celui de sa restriction a v . La formule provient
donc de la suite exacte de ;/;-modules

0—>rJ,—>tJ—rrJ/tJ,—-+0. [ |

Comme ci-dessus nous définissons une métrique adélique ||.||; 4 sur w(,;'y par: pour

toute place v de k, pour toute section s de w;}ﬂ correspondant & une fonction § sur
x P,
vk € ]\,u ﬂ kPJ'(ku)a I|S(kPJk)”J‘J'.V = |‘§(k‘)|v

On note wy, wy et wy ;o les mesures de Tamagawa définies respectivement sur V},
Vyr et Vo par les normes adéliques ||.||s, ||-||os et ||.||lsy- On note hy, hy et by
les hauteurs induites. Pour tout = € V;(Ay) se relevant en un élément k£ € K, on
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note w%; la mesure sur Vj 5 (Ag)k, vu comme sous-espace de V;(Ay), telle que,
pour tout ouvert U de Vj ;(Ag)k, on ait

wj_,,(U) :(.LJJ'J’(UJIC_I)

Cela ne dépend pas du relevement choisi. En effet la norme |[.||5, est invarainte
sous I’action a droite de I, () x Py(k,). La mesure wy 4+ est donc également invariante
sous cette action. La mesure w’; sur V;(A;) est alors donnée par la relation

SWy= [ wr [ xweis
Vo (Ax) Vi(Ag)z
pour tout ouvert U de V;(Ag).

Lemme 6.2.5. Les mesures wy el W'y coincident. En particulier

Ty (Var) = 70, (Vi) [1h, i (Vo).

Démonstration. La suite exacte de Gal(k/k)-modules
0—=Pic(V;)@Q-Pic(V))@Q—=Pic(V,; ) @Q—0
donne pour tout v € M; — 5 la relation
L.(1,Pic (V1)) = L,(1, Pic (V3)) Lo (1, Pic (V1.01)).

1l suffit donc de montrer que les mesures locales coincident. On fixe donc une place
v de k. Pour tout o € (®, on pose

o = {X € g/Vt € S(k), Adt(X) = a(t) X}

ou g désigne lalgebre de Lie de (' ; () est 'ensemble des multiples positifs de
o el go) = ge(a | ga. L’unique k-sous-groupe connexe unipotent de ¢/ normalisé par
(-1
Z6(xS) et ayant g(o) pour algebre de Lie est noté 1Us) (cf. [Borel} proposition 21.9).
Nous noterons U (resp. U}, Uj ;) le sous-groupe engendré par les U,y pour a ap-
partenant a &~ —[J] (resp. @~ —[J'], +@~ N{[J']=[J])) ot 1@~ désigne ’ensemble
des racines négatives. Le groupe U7 Z¢(1S5;) est le k-sous-groupe parabolique op-
posé & 1 P; et Uy est le radical unipotent de ce groupe. D’apres [Borel], proposition
14.21 (i1}, la projection 7; induit donc un isomorphisme de Uj sur un ouvert de
Zariski W de V. Il suffit de montrer le résultat sur cet ouvert. L’application produit

UJ_'Jr x UJ_; - U_;-

est un isomorphisme. En outre, U} et Uy, sont isomorphes a des espaces affines
en tant que variéiés sur k. Soient uq,,...,u;x des coordonnées pour Uj, et
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Ug 1. .., Uy u—k des coordonnées pour Uj. Les coordonnées (uy,...,us ) in-
duisent des coordonnées locales sur V;(,). On notera « le morphisme correspondant
de W dans A}. La section

7] d
t -1
w(u) (81“,1 A LA au2,n—k)

de w{}} correspond & la fonction f sur 7~ (W) caractérisée par les relations

{ Vp € v Ps(k,), Vg € G(k,), [fpg) =(=2p,,,)(P)f(9)

Vg € Uy (k.), flg)=1
St g € Uy (k,) s’écrit g = pk avec p € (P(k,) et k € K, alors
o)™ (G2 A A g2=) (o)l = 1Rl

= |—2Pkp_,(p)|:l
= exp(< H,.p,(9),2p, 5, >)-

La mesure wy, est donc donnée par
(6.3) w,, = exp(< H, p,(u),2p, p, >)du.
De méme, sur I'image de Uj(k,) dans Vji(k,), la mesure w,, , s’éerit

wy, = exp(< Hkpl,(ug),'Zkaﬂ >)du,

(6.4) = exp(< H, p,(uz),2Res Pop, > )duy

et sur 'image de Uj ;/(k,) dans V; 5(k,) on a

(6.5) Wy = eXP(< Hop, (1), 2, >)dt,
Soit up € UJ,.. Nous allons maintenant décrire la mesure wi{;’(uﬂ). Soit U/ un ouvert

de Uj jug. Soit uy = pyky une décomposition de u, avec p; € (Py(k,) et ky € K.
Par définition on a

wj.jr'(uzl(U) = wJ,J’(UkZ’-l)
UJ,J’((UU'EI)PQ

Il nous faut donc déterminer comment 'action a droite de (P sur Vj ;o agit sur
w, . Soit x un élément de Py de décomposition z = pk, soit s une section de
wy!  correspondant & une fonction & sur . Soit § la fonction définie par

2,J7

Vg € G(k,), 3'(9) = 3(gp7)-

Soit &' la section correspondante. Soit p'k’ une décomposition de zp, avec des
éléments p’ de 1 Py(k,) et &' de H,. On obtient

s(ma(2))-palls = {l&'(ms(zp2))ll
= |[F()1,
= Bkl
= (=2ps0) (" P)llls(ms(z )]
= CXP(< ]JkPJ(:Wh) - I'ka.r(ﬂ")’ sz,J' >)HS(7TJ(”7)HU'
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En appliquant (6.5), on obtient
)y (u2)
WJ.JJ' ’ (U)
= / exp(< HkPJ(ul):sz.J’ >)exp(< Hp,(wip2) = HkPJ(ul)ang,J' >)duy
Uu;l
= / exp(< H, p,(wug),2py yr >)duy.
Uu;l
La mesure % s’écrit donc
Wi =exp(< H p,(u),2Res p,p, + 2p, ; >)du.
Le lemme découle de (6.3) et du lemme 6.2.4. W

Notre objectif est maintenant de comparer Cg a 74,(Vp) et Cp a7y, ,(Vp,1). Pour
toutes parties J,J' de A, nous noterons

o Lu(L,Pic(Vyp)) siveM; -5
A, ) = { 1 sinor.

On posera également A,(J) = A, (J, xA). Si U est un groupe unipotent sur k,, les
mesures de Haar sur U(k,) sonl normalisées de sorte que

du, =1
U(Ok,)

sive Myet
] H du, = 1.
VEMoo
T U(k,)/U(k)

vEMao
On note
-1 _
Qs = kN sNw)\w)™ (N

Lemme 6.2.8. La projeclion wy indutt un isomorphime de QQp sur un ouvert de
Zariski Wy de Vy. Cet isomorphisme transforme la mesure wy, s en la mesure

I1 A (@) exp(< H, pyw(n),2p, 5, >)dn,.
VEA’IL.

Elle induit €galement un isomorphisme de Q) sur un ouvert de Zariski Wy de Vy ;.
Cet isomorphisme transforme la mesure wy, , s en la mesure

I A.(8, 1) exp(< H, pyu(n),2p 5 >)dn,.
vEM,
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Démonstration. D’apres la démonstration du lemme 6.2.5 7y induit un isomor-
phisme de U™ sur un ouvert de Vg. Mais Uy est isomorphe &

-1 -1
N wp ™ sNwg\wy™ N

ce qui démontre la premiere assertion du lemme. En outre cela montre que @y est
isomorphe a un espace affine A}. On note u I'isomorphisme induit de Wy dans A}.
Comme dans le lemme précédant, on mountre que pour tout g € wyrN(k,)

o)™ (ai AA a%) (ma(9)) 1y = exp(< H,pyul9), 20 5. >)

Par ailleurs la mesure induite par I'isomorphisme de Qy(k, ) sur AZ(k, ) transporte la
mesure de AL(k,) en dn, si v est une place finie de k et le produit des places a 'infini

dimV . ’ . o
en v/di [T dn,. Ceci démontre la seconde assertion. Les deux dernieres se
VEMoo

démontrent de maniere similaire en utilisant le fait que les fonctions
exp(< H,p,(9),2p 5, >) et exp(< H,p,(g),2p,, >)
coincident sur ensemble w} ™' (N(Ag). W
L’intégrale divergente Qf exp(< H,py(n),2p 5, >)dn et I'intégrale similaire pour

(); peuvent donc étre réglwllarisée de deux manieres différentes, soit en utilisant
les facteurs de convergence A, (8) (resp. A,(9,7)), soit en utilisant les fonctions
s = c(w, sp_p). Il nous faut comparer les valeurs obtenues par ces deux méthodes.
Pour cela il nous faut étudier de maniere plus précise les termes locaux intervenant
dans ¢(w, A), ce qui nous amene a considérer les intégrales d’entrelacement locales.

Dans ce but nous commengons par rappeler quelques notations de la théorie des
immeubles. On suppose désormais que le groupe G est quasi-déployé. Pour souligner
cet hypothése on notera B le k-sous-groupe de Borel P. Soit 7' le normalisateur
de S. C’est un tore maximal de GG. Pour toute place finie p de k, on note , 5 la
composante scindée de Tj,, i, ® I'ensemble des racines de 4,5 dans Gy, et (W le
groupe de Witt associé. L’appartement associé au triplet (G, x, 5, k,) sera noté A,.
Le groupe de Weyl du systeme de racines affines est noté x, Wyr. D’apres [Ti] 3.9.1,
pour presque tout p € My le groupe K, est le stabilisateur d’un point z, de A4,. Soit
&, Qo le systeme de racines réduit dont , Wg est le groupe de Weyl affine. Le choix
de z, permet d’identifier A, a ’espace vectoriel associé qui est donné par

V, = Hom(X*(Zg(x, S)),, R) = Hom(X™(T),,R).

Comme X*(T)x, est égal & X™(,5), on a un plongement de X*(4,.5) dans le dual
de V,. On identifie , ® avec son image par ce plongement. Toute racine de ;, ® est
proportionnelle & une unique racine de ; ®o. Pour toute racine affine «, on note
&, ¥ le radical unipotent de ,, P et

N(a) = {n € y, N(k)/Vz € A, a(z) 2 0 = nz = z}.
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On définit g, = [N(a — 1) : N(a)]. Comme dans [Mac| ou [Cas], on définit g, @,
comme la réunion de ;, ®; et de

o
{5,0’ €+, Po/qa # Qa+1}-

Nous noterons k.(i) le systeme obtenu a partir de , ® en retirant les racines telles
que 2« appartient a j, ®.

Pour tout p € My, on note P, la demi-somme des racines positives comptées
avec multiplicités et

Xe: T(hy) — C
m - |2ka’ (m)]3/2.

Soit , A la base de ,, ® correspondant a By, . Soit 5,4 C 1A la partie de ¢, A
correspondant a P, . Comme précédemment, si J C &, A, on note ¢, W; le sous-
groupe de ;, W engendré par les symétries s, pour o € J et wy le plus long élément
de ¢, W,. Pour tout caractere régulier x € Hom(T'(k,),C*) et tout w € W,
¢cy(w, x) est 'intégrale d’entrelacement locale (cf. [Cas] theorem 3.11).

Lemme 6.2.7. St le groupe GG est quasi-déployé, pour presque toute place finie p de
k, le terme local de c(w a,spg) @ savoir U'intégrale

/ exp(< HB,,,(w'kA-ln), (s + 1)py >)dn,
w! o kN k)W, 27 ) kN (k)\ kN (hy)

est égale a
8
cp(wk_,_\,xp).

Un résultat analogue vaut pour c(wy, spy).

Démonstration.  D’apres {Cas| theorem 3.1 et [Car] 3.7 (32), pour tout caractere
X € X*(4,5) tel que |.f,ox est régulier, on a

cp(w, |.[pox) = j exp(< Hp (w'™'n),x + pp >)dn,.
w' ey, N{kp )™ [ i, N{ky )\ &, N(Ky)

ot w' est un relevé de w dans Mg (g, S)(k) N K. La formule résulte alors du fait que
w' o représente w, a puisque G est quasi-déployé et appartient & K, pour presque
toute place finie de k. La démonstration de la seconde assertion est analogue. W

Lemme 6.2.8. Pour presque tout p € My, les systémes de racines L.,é? et , Do

coincident. Si « esl une racine de k,ﬁz telle que 1/2a ¢ |, @ et telle que Pespace
propre correspondant g, est de dimension un, alors 1/2a & |, ®4.
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Démonstration.  Soit p € M, une place telle que K, soit le stabilisateur d’un
point hyperspécial de A, et telle que Gy, se déploie sur une extension non rami-
fiée. Nous allons tout d’abord montrer la premiere assertion. Pour cela il suffit
de démontrer que les groupes de Weyl affines correspondants sont identiques. Par
définition, le groupe de Weyl affine de 4, $g est ¢, Wag. Soit

v T(hk) — W
m (Xszp(x(m))).

le noyau de 7, est noté T,?_. Le groupe G étant semi-simple et simplement connexe
ky War = Nel ky S)(kp)/TI?,
(cf. [Ti] 1.13). Par [Ti] 1.3
Im &, = Hom(X™*(§, S)x, , Z)

puisque (& se déploie sur une extension non ramifiée. Comme (' est simplement
connexe X*(i, )k, cst le réscau des poids P(i, ®) de ,,®. Son dual est donc le

réseau engendré par ;,.(f", noté Q(L@V) On obtient donc que g, W est le produit
semi-direct

Q( k‘i)v) A ( k, "Vaﬂ')zp .

Mais comme z, est spécial, (x, W,g);, coincide avec le groupe de Weyl de , ®. Par

[Bki] V1.2.1, proposition 1, le groupe j, Way est le groupe de Weyl affine de k_(i).
Soient p et « vérifiant les hypotheses de la seconde assertion du lemme. Alors

Ua(kp) est isomorphe en tant que groupe a G4(k;) et ¢o = g1 = N(p). W

Soit &' une extension de Galois de k déployant le groupe G. Soit A la base du
systeme de racines p® de Ty dans Gy correspondant a By Soit p [ la partie de
wA correspondant a Py La base du réseau des poids est notée (@, )ac,, -

Lemme 6.2.9. S5/ G est quasi-déploy€ et J est une partie de A, alors une base de
PicV; x k' est donnée par les éléments w, pour € p® — J. L’action du groupe
de Galois Gal(k'/k) sur Pic V) x k' est celle induile par Uaction naturelle sur cette

base et le cone des classes de diviseur effectifs est le cone 3. R (—w,).
o€ b-J

Démonstration.  Comme ( est simplement connexe, X*(7}) est le réseau des
poids. Il en est donc de méme de X™(By) ce qui montre les deux premieres assertions
du lemme pour V4. Par la décomposition de Bruhat, ¢ est la réunion disjointe des
C(w) = BwB pour w € wW. On a également des isomorphismes {cf. [Borel]
theorem 14.12)
BxU, - BuwB
(6.6)

(byu) +— bwu
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ott U}, est le sous-groupe de G engendré par les sous-groupes U, pour
ye{6€ p®/6 >0 et wd <0}

SiJ C pA, WY désigne 'ensemble des uniques éléments de longueur minimale
dans les classes Wyw C W. D’aprés [Borel], theorem 21.29, les 7,(C(w)) pour
w € W forment une décomposition cellulaire de V; x k' et I'isomorphisme (6.6)
fournit un isomorphisme

U, = 75(C(w))
pour tout w € W7, On obtient donc que

dim(m(C(w))) = dim(U))
= #{yv€ p®/6>0et ws <0}
= {(w)
ou la derniére égalité est donnée par [Bki] VI 1.1.6 corollaire 2. Par [Fu], exam-
ple 1.9.1 on en déduit que le groupe de Chow CH;(V}) est engendré par les classes
[‘ﬂ'J(C(w))] pour w € W avec l(w) = i. En particulier CHy(V} x k') est en-

gendré par les éléments [TI'Q(C(SO,))] pour @ € pA et Pic(Vp x k') par les éléments

[FQ(C(SC,IU uA))]' La fonction définie par
Vb e B(K'), Yu € U(K), f(bw' au)= we (b))

s’étend en une fonction sur (f et induit une section du faisceau inversible associé. Elle
s’annulle sur Bs,w, o B. On en déduit que la base du lemme correspond au systeme
générateur ci-dessus. En particulier les images des poids fondamentaux sont les
opposés de classes de diviseurs effectifs. Par ailleurs, pour tout o € A, 13(C(54))
est isomorphe a P! et si v € X*(B)i, alors £, induit le faisceau O(< &, x >)
sur 7(C(s4)) ce qui montre I'inclusion inverse. Soit ,W7(1) le sous-ensemble des
éléments de longueur dim(V;) — 1 dans WY, D’apres [Bki], IV §1 exercice 3, pour
tout w € kt[‘VJ(l),

H{w,w) = lHw,)+I(w)
= dim(V ) + dim(V,) -1
= dim(Vp) —1

et d’apres [Borel] 14.21
7,5 (ma(C(wyw))) = mg g(me(C(w))).

Par conséquent une base de Pic(V, x k') est donnée par les éléments w, pour
a € A —J. Les autres assertions pour V; résultent de leurs analogues pour V. W

Lemme 6.2.10. Si G est quasi-déploye, le produil

H Lp(s,Picl_/g)cp(wk_A,x;)
pGMf—S

converge absolument au voisinage de 1. Un résultal analogue vaut pour Vg .
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Démonstration.  Soit p € My — S. Pour tout o € 4, ®,, ¢, désigne un élément
de T}, tel que 7, est la coracine &. D’apres [Car] theorem 3.9,

cp(w, x) = H cp(a, x)
a€ ky L2
a>0 et wa<0

avec _i2 _1f2
(o) = (1 —qa g7 x(aa))(1 + g5 “x(aa))
P = 1— X(acx)2

oU g2 = (oi1/¢s €t vaut 1 si & & . ®,. Pour presque tout p € M, le point =
42 = Gos1/q 2y, presq s ley b

correspondant a K, est hyperspécial et, par le lemme 6.2.8, ¢, ®¢ = , ®. Si p vérifie
ces deux conditions, alors

Va € 4, %o, Xplaa) = Np) 0
et g2 > 1. En outre
{o €, ®/a>0et w, aa <0} =4 0%

I1 suffit donc de montrer que le produit

I1

pEMf—

Ly(s, PicVy)
(1~ N(p)*)

N
a€{k, A/ dimgg,y=1}

converge au voisinage de 1. Pour tout p € M; — S tel que &’ soit contenu dans
une extension non ramifiée maximale k)" de k, le groupe de Galois Gal(k}"/k,) qui
est isomorphe a Z conserve la base de Pic Vo x k' et Porbite d’un élément de A
est réduite a cet élément si et seulement si dimgayy = 1 00 J : A — ;A est
Papplication naturelle. La premiére assertion du lemme s’en déduit. La seconde se
démontre de méme. W

Nous sommes maintenant en mesure de montrer que les deux méthodes de régulari-
sation donnent le méme résultat ce qui fournit le lemme suivant:

Lemme 6.2.11. Si le groupe GG est quasi-déployé, on a les égalités

Co= ]I <@ pp>lim(s—1)yE"Lg(s, PicVo)wa(Va(Ay))
o€ A

et
Cp= H < &, pg > lillll(s - l)rgpicva'lLs(S, PiCVgJ)wg'I(Vg'I(Ak)).
ael =



Démonstration. Par définition, on a

Ce = lim J] <& A=p,>clw,a, )

A—rp €A
= [[ <&,pps> lim(s—1)&Fic / exp(< Hg(n),p, >)dn
aE RO s—1
Qo(Ax)

= H < d’a Pg > liﬂll (3 — 1)rgPicV¢LS(S’PiCV0)
a€ A =

/ ( H )‘v(S)—l) exp(< Hg(n), p, >)*dn
Qe(Ax)

vEM,
ou

1 sinon.

icV, 1 g, =8
/\u(5)={ L,(s,PicVy) sive M;—S5

Grace aux lemmes 6.2.7 and 6.2.10, on obtient

Co= TI <apy>lim((s = 1) " Ls(s, PicVy))
a€ A

H /\U(l)']) exp(< Hg(n),p, >)*dn.
Qo(Ay) \VEMr

La premiere assertion s’'en déduit a ’aide du lemme 6.2.6. On démontre de facon
semblable la seconde assertion. W

Lemme 6.2.12. 57 (i est quasi-déployé alors

< &,pp >
a(Vy= ]I .
t—1)! < &,2p, >
oExA—] ( ) aeg.\.—l Pr
Démonstration. Par le lemme 6.2.9, le groupe Pic (l_/J)G“'(E"k) a pour base

( > wﬁ) . Or on a des isomorphismes
J(B)=a o€ Al

Pic(Vy) = X*(Py) 2 X(Py)gM % = Pic (V) 018,
Donc les éléments ci-dessus forment également une base de PicV;. Sur la bhase

obtenue pour PicVp, p, s’écrit comme 3 wg. Une base de Pic(V;)Y est donc
pe

g Or le cone des classes de diviseurs effectifs est

<é,pg>"

Ceﬂ'(v}): Z R* Z —@g

o€ gA-=J iH(B)=c

donnée par les éléments
donné par
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Le domaine Cq(Vr) NH,z (1) a donc pour équations

<&,=2pp>

Sy Sa=1

{ To < 0 pour a € A —1T
o€ A1

ce qui donne la formule du lemme. W

Démonstration du théoréme 6.2.2.  D’apres le lemme 6.2.11, on a

£9 ] <avpp > m(VIAL),
CP QE“A

Donc le lemme 6.2.12 montre que

Crmt = ac(V)m(V(Ay)). N

6.2.4 Vérification de la conjecture raffinée

Proposition 6.2.13. Si G est quasi-déployé, pour tout bon ouvert W de V(Ay)

nyw () wh s(W)
ny (H) 7 ons(V(AL)
H — 4oo.

Démonstration.  Soit S un sous-ensemble fini de M et pour tout v € 5, soit
#, une application continue et {,-finie sur le quotient K, N P(k, )\, (i.e telle que
I’espace vectoriel engendré par l'orbite de ¢, sous 'action de K, soit de dimension
finie.) On étend ¢, a G(k,) a l'aide de la décomposition d’lwasawa et on note

¢ = [l ¢,. Laremarque 10.b dans [I[',M,T] qui est une conséquence des travaux de
veS’

Langlands (cf. notamment [Lan] appendice IT) et la démonstration de la proposition
6.2.2 impliquent que

é(z) _f Pw, s
Ly Y WA@<H) Y
H—too n, () w,,s(V (k)

Or toute fonction continue f, sur V(k,) est limite uniforme de telles fonctions ¢,.
Par conséquent, on a une limite analogue si on remplace ¢ par une fonction f de la

forme [] f, ou f, est une fonction continue sur V(£,). La fin de la démonstration
veSs!

de I'assertion (b) est la méme que celle de Passertion (d) de la proposition 5.1. W

Ceci donne en particulier une nouvelle démonstration de 'approximation faible
pour ces variétés (cf. [Boro]).
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Corollaire 6.2.14. 5t (i est quasi-deéploye, V vérifie Uapprozimation faible.

Démonstration.  Pour tout » € M;, V(k,) est lisse et pour tout P € V(Ay), P
possede une base de voisinage constituée de bons ouverts de volume non nul pour
wh,s. W

Corollaire 6.2.15. Si (i est quasi-déployé,
Cr(V) = Crmr(V)
et V wvérifie la propriéié (Ey).

Corollaire 6.2.16. S5 V = P\G est une variélé de drapeauz généralisée pour un
groupe semi-sumple quasi-déployé G et un sous-groupe parabolique P défini sur k et
si h est une hauteur quelconque, relative au faisceau wi;', alors

n,(H) ~ Co(VYH log"™' H quand H — +oo.

Démonstration.  Cela résulte du corollaire précédant et de 'assertion (c) de la
proposition 5.1. W

7 Généralités sur les éclatements

7.1 Domaine fondamental pour ’action des unités

Soit V une variété de Fano obtenue en éclatant un diviseur rationnel D de P}. On
suppose que wy,' est trés ample. Soit U le complémentaire dans V' des sous-variétés
accumulatrices. Soit 7 : V. — P} la projection canonique. Quitte a restreindre U
on peut supposer que 7(U) = U. On identifiera U avec son image. Comme dans
la section 4.1, 'objectif est de se ramener de 'espace projectif a I'espace affine en
utilisant un systeme de représentants. La méthode utilisée ici s’inspire également
de celle introduite dans [Sc]. Une base de I'(V,wy') est donnée par des polyndémes
homogenes de degré n + 1, P; € k[Xo,..., X;] pour 1 < i < ¢. Pour tout v € My,
on note

hy(zoy. .., za) = sup |Pi(wo,...,%0)|w-
1<1<q

La hauteur associée & la base choisie est donnée par

Y(zo:...:z,) € Uk), Maog:... 3,) = H ho(zg,...,Tn).
vEM,

[’objectif est donc de se ramener de U(k) a W (k) cone au-dessus de U(k). On fixe
un idéal a € Z(Of). On veut donc déterminer

No(H) = #No(H)
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ou N, (H) désigne 'ensemble des (n + 1)-uplets (Zi)ocicn € Opt'/Ux possédant un
représentant (z;)o<icn qui vérifie:

(7.1) (2,0<i<n)=a
(7.2) h(z) < H
(7.3) w € W(k).

Pour cela on introduit comme dans la section 4.1 ’application log, définie par:
log,: [ W(k,) — Rn+m
vEM
(W)veMe + (log(h-u(uu)))ueM

[s.=]

On considere également la composée des applications canoniques

lo, X(n+1
U — H K 8, RMeo ( )RMm'
veMeo

Par le théoreme des unités c’est un homomorphisme dont le noyau est le groupe
Loo(k) des racines de 'unité dans k et 'image un réseau L de rang r dans I’hyperplan

P défini par Y y, =0. En outre, DetL = (n+1)"R. Cet homomorphisme définit

une action de Uy sur RM=_ Lapplication log, est compatible avec les actions de Uy
ainsi définies. Comme dans la section 4.1, on note pr la projection sur P suivant
(N,)vem., et on choisit uy,...,u, une base de L. On pose

F={yeR"*"2/0 < u(pr(y)) < 1}

et

A =logi'(F)c [I W(k).

vEMoo
Lemme 7.1.1 (Schanuel [Sc]) L’ensemble Ay vérific:

(i) Ap est stable sous poo(k),
(1) Yu € Uy — peo(k), udsNAR =10,
(i) |J uwdp= [ W(k).

uelUg vEM oo

On en déduit comme dans [Sc| le lemme suivant :

Lemme 7.1.2. En notant j : W(k) — 1 W(k,) Uinjection canonique,
vEMoo

wNo(H) = #N/(H)

ot NI(H) désigne Uensemble des © € OFf' vérifiant les conditions (7.1), (7.2) et
(7.3) ci-dessus, ainsi que
(7.4) J(z) € Ay,
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7.2 Volume du domaine fondamental

Pour tout € Ay, posons he(z) = [l h,(z,). Soit

veEMa
Dy ={x € Ap/hoo(z) < H}.

Comme nous le verrons un peut plus loin, le volume de Dy intervient dans I’esti-
mation du cardinal AJ(H). Or la démonstration du lemme 4.2.5 implique le lemme
suivant, ;

Lemme 7.2.1.

Vidw
(n 4+ 1)h2(r+1)r2

Vol Dy = H lim Cu(s)(s = 1) ] w.(V).

vEMeo

8 Cas de l’éclatement de PQQ en trois points rationnels
et de ses analogues en dimension supérieure

Sauf indication du contraire, on se place sur un corps de nombres & arbitraire.

8.1 Construction de la hauteur et sous-variétés accumulatrices

On fixe un entiern > 2. La lettre V désigne ici la variété de [Fano obtenue en éclatant
dans "ordre lexicographique les sous-espaces de codimension deux Py; ;3 définis dans
Py par X; = X; =0 pour 0 < i < j <n. Une base de PicV = PicV est donnée
par A = 7*(H) ot H est un hyperplan ne coniecnant aucun des sous-espaces P(; ;)
et les diviseurs L; ; = Ly; ;3 au-dessus de Pf; ;3. On notera L; les sous-varietés de V
au-dessus des hyperplans P; de P définis par X; = 0 pour 0 < ¢ < n. On pose

u=v- J L;- U L.

0<i<ji<n 0<i<n

Dans PicV, on a la relation

[Li] = [A] = D [Lag)-

J#
Un diviseur canonique de V est donné par

K= 3> Lij—(n+1)A.

0gi<j<n

Une base de I'(V,wy') est donc donnée par les monomémes de degré n + 1

Xt = f[ Xk
r=0
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ou au plus un des k; est nul. On notera T,, Pensemble de ces monémes. Sur U la
hauteur correspondant a cette base est donnée par

h((zo:...:za)) = [] sup [Y(2)[.-

very YETn
Les sections 8.2 a 8.5 ont pour objet la démonstration de I’équivalence
ny,(H) ~ Cy(V)H log™! H.

Le lemme suivant montre donc que les sous-variétés L;; et L; sont effectivement
accumulatrices.

Lemme 8.1.1. Pour tout ouvert U;; de L;; et tout ouvert U; de L;,

Bu,, > 1 et By, > L.

Démonstration.  Ce résultat étant connu pour n = 2, on suppose n > 3. Les
diviseurs L;; sont isomorphes aux éclatés de P} x P}~? en des sous-espaces de
codimension 2. Ces sous-espaces appartiennent a I’ensemble des sous-espaces définis
par les équations U; =0, ¥; =0pour 1 €1 <2et 0<j<n—-2etY;=0,Y, =0
pour 0 <7 < j <n—2. Soit V] la variété obtenue en éclatant P} en P ;). Alors,
d’apres {Fu] 6.7, le fibré normal de Py iy étant O(1)? celui de la sous-variété L
au-dessus de Pyg, ) est donné par

N(V) = Op(—-1,1).
Par conséquent sur V on obtient la formule
Loy.-Loy = —[r"mi(P)] + [x"m3(H)]
ol m: Li; = P} x Pp7? est I'application naturelle et

7 :PLx P} = P}
T Pl x Pp? — P2

les projections canoniques, P € PL(k) — {0,c0} et H un hyperplan rationnel de
P}7? ne contenant aucun des sous-espaces ci-dessus. On montre de fagon similaire
la méme formule pour les diviseurs L; ;. Par ailleurs

A.L;'j = W'TF;(.H)

et si {i,7} # {k,1}
0 s L,"J' nLk,l = (0

Lij Ly = .
b eked D k) sinon
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ou D ;e est le cycle L ;N Ly, si cette inlersection est non vide. On obtient que
((TL + 1)1\ — Z Li,j)-Lio,jo
0<t<y<n
= (n+ D[ my (D] + [7*nj(P)] = [7"'n3(H)] = > LigLigo
{1,3}#{t0,do}
Par conséquent, si iy, . est la hauteur induite par h sur L;; et U;; un ouvert de
L; ; contenu dans le complémentaire des Dy; ; .4, le résultat de Schanuel montre que

ﬁU.‘,J‘ > 2.
Sur un ouvert U; de L; contenu dans le complémentaire des L; ;, la hauteur d’un
élément z = (xg : -~ : x,) est donnée par
M) =TI swplzile [T ITlesh = II suplejl.
vEM, JF# vEM,y j#i veM, J#

Le résultat de Schanuel montre alors que fy, > n. W

8.2 Réécriture de la hauteur

Jusqu’a la section 8.4 on fixe un idéal a € Z(Og). l'objectif est donc d’estimer le
cardinal N (H) des z € OFF! tels que

(8.1) (z;,0€1<n)=a
(8.2) h(z) < H

(8.3) z; 0 pour0<i<n
(8.4) j(x) € Ay

ou 7 et Ay sont définis dans la section 7.1. On reprend également les notations A,
et he, de cette section. Soit x en élément de OF ™! vérifiant (8.1) et (8.3), la hauteur
de 'image @ de @ dans U est donnée par

) = hoo ()
N((Y(z),Y € T,))

h(z

On note I’ I'ensemble des parties a deux éléments de {0,...,n},
P = {O,...,n}UF',
£’ Pensemble des m plus pelits éléments de /" pour Uordre lexicographique et
I, = {O,...,??.}UF;.

On pose également F, ., — Fi = {{im,jm}}. On notera ,, : Z(Ox)™ — I(Ok)Fm+
Papplication définie par

P (B); = by $i 1 & {ims Jm)
Pm (b)) = big) si {1,5) € F".
P (0 imiim} = Bim + b3,

(b)

i = hi(lam(b){im.jm])-1 s11 € {im:jm}‘
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On notera p = ﬁn ntl v+ opg et

0 ; ,5(((11)5 )0<l<n){ A sit#
by = ,5(((1:;) - )USISH),- pour 0 <2 < n.

L’idéal o; ; correspond au diviseur L;; de la maniere suivante: si p € My, entier
vp(0;,;) est le degré d’intersection entre le diviseur induit par Ly ;) dans Vo, et le
O,—point de cette variété induit par :r:ap_'. [Y’une fagon analogue, les idéaux

H a—1 -1

JF

correspondent aux diviseurs L;.
Posons ¢ = ((z1)a™ )ocicn €t ™ = jr0...0po(c). Par récurrence on montre que

N((¥ (), Y € 7)) = N(a)""! ( IT V(™) ) > () I <

Fy % kit
JEF, iFEj] k#;

L (n 112+1)__1)
Les idéaux b; = ¢

est donnée par

étant premiers entre eux deux a deux, la hauteur de @

Wz) = heo() - heo ()
)= M@,y €T = W 11 W)

On introduit alors les notations suivantes: soit

={(z) € O} J(2;,0<i<n)=aet z; # 0 pour 0 <7< n}.

Soit H’ I'ensemble des b € Z(Ox) tels que pour tout p € M, on ait:

(Cy) VG C F, (ﬂ Ly=0= mf(u,,(b_,r)) —0)

jeG

nn+1

Pour tout (b,2) € Z(Ox)*'* 72, on nole ny(H) le cardinal de ’ensemble des
z € O tels que

(8.1) . (x:) = ab; [T 2,

J#i
(8.2) hoo(z) < HN(a™ T 0i5)
' 0<i<j<n
(8.4) i(w) € B

Lemme 8.2.1.

wN(H) = > no(H).

beH!
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Pour démontrer ce lemme il nous faut introduire quelques notations supplémen-
taires. Soit V,, la variété obtenue en éclatant les sous-espaces Py pour f € F) .
On note Ls(m) la sous-variété de V,, au-dessus de Py pour f € F. On note H(m)
Pensemble des b € Z(O)™ tels que pour tout p € My, on ait

(Cp(m)) VG C Fry [} Ly(m) =8 = inf v,(bs) = 0.
feG feG

IEn particulier

H(0) = {6 € Z(O)""/ inf

(vp(bs)) = 0}
et H (ﬂ’;—ﬂl) = H'. Le lemme 8.2.1 résulte directement du lemme suivant :

Lemme 8.2.2. p induit une bijection p de H(0) sur H'.

Démonstration. [ suffit de démontrer que les applications j,, induisent des
bijections de H(m) sur H(m + 1). On remarque d’abord que, si G C F,

(N Lim+1)=90

fea

si et seulement si il existe G' C & vérifiant une des deux conditions suivantes:

(} Ly(m) =0

JeG

ou
N . o ., )
{im,Im} € G’ et ﬂ Ls(m) C L{im,jm}("'n)-
JeG’
En outre, on montre aisément que, si G' C F, vérifie la seconde relation sans vérifier
la premiere, alors {i,,, .} C G.

o Pour montrer que p,,(H(m)) C H(m + 1), nous allons prouver que pour
tout p € M; on a, d’une part,

inf (175 (Pm (0)in)s 5 (Pm(0);,,)) = O

et, d’'autre part, si G C F,.q1 est tel que {i,,7m} € G et

() Ly(k) C L, ;3 (k) pour un k < m
G

avec {1, 75} & G alors

1y (0)7)) = 0.

La premiere assertion résulte de la définition de p,,. Quand a la deuxieme, il suffit
d’écrire G' = G — {{im,jm}} €t

BWEa0) = il (o)

= 0

in{
f€G
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puisque b vérifie (C,(m)).

o Soit 8, : T(Op)Fm+r — T(O,)F définie par
gm(b)fz bf sl fEFm—{'im-;jm}
gm(b)‘ = bih{fm.jm} s11 = {imajm}-

On a clairement 5,noﬁm = [d.

o Vérifions que 0,,(H(m + 1)) € H(m). Il suffit de démontrer que pour
G C F,, minimal pour la propriété () L;(m) =@ avec ¢,, € G ou j,, € G alors
feG

L (94(0m(0))) = 0.
Or on a les relations
inf (vp(bs)) =0

et

inf (vy(by)) = 0.
IE(G_{imvjm})U{{ivn;jm}} F( f))

Le résultal s’en déduit directement. On note 0,, 'application induite.

e Si b € H(m + 1), alors pour tout p € My

inf(’/l-"(b’:m)’ VP(bjm)) = 0

donc ppoly, = Id. W

8.3 Estimations pour le corps des rationnels

Pour déterminer le cardinal wN,(H), nous allons tout d’abord chercher pour tout

(¢) € Z(O)™*! une estimation du cardinal m (H) de 'ensemble des (z) € I] «; tels
=0
que:

(8.2%) heo(z) < H
(8.3) z; £ 0 pour0<i<n
(8.4) j(x) € Ap.

On reprend la notation Dy de la section 7.1.

1 1 . Id . Id
Lemme 8.3.1. Dans le cas ot k = Q, on a pour tout ¢ € Nt les indgalités :

/ j .- ]
M - B (ZHL) H#1 <mJ(H) < M
.ljo Ci ' *UU “

ot By est une constante indépendante de H et de c.
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Remarque. la difficulté pour généraliser le théoreme 8.6.1 aux autres corps de
nombres réside dans la démonstration de ce lemme ainsi que dans celle du lemme
suivant. Il faudrait en particulier pouvoir majorer de maniere suffisamment fine

Vol(Dy)

m(H) — —W

n
ou M est le résean 3 (ﬂ c;) et donc
1=0

N (fﬁ q) V4§n+l
i=0
2(n+1)r2

Det(M) =

L’estimation de m(H) se complique du fait que le domaine est non borné (si on ote
la condition z; # 0, le cardinal de Pintersection du réseau avec Dy est infini).

Démonstration.  Dans cette démonstration, & = Q. Fixons ¢ € Nt Ma-
jorons tout d’abord m.(H):

m(H) = 2"t'# {'L € H(C:)/{ "i"e>£:°“r persn }
=0 :
= "dime N+n+]/h.oo((c,-m,-)os,-Sn) < H}
2n+1 €T;
= VO]{.’L’ S R+n+]/ (C;E (E’-‘) -+ Cg) € 'DH}.
Il c ¢ 0<i<n
1=0

Or he(z) est croissante en chacune des variable z; pour 0 < ¢ < n. Donc
T
(C,’E (—) + C,‘) €Dy = (mf)oﬁfﬁﬂ € Dy.
G 0<i<n

Par conséquent on a les inégalités suivantes:

on-t1

4

m(H) < Vol{z € R*""" /2 € Dy}

L

.I-I G

1=0

1

[1 ¢

1=0

IN

VO](D[{).



Majorons maintenant Vol(Dy):

Vol(Dy)
= 2"*1 Vol{z € R*™*'/z € Dy}

< 97+ ol {,L € R/ { gcféigf;));g;gn € Dy }
HEAD, ... n}/0< 5 <, }

on+l 471
+2" Vol<z e R /{.’EEDU

< (ﬁ c,-) m.(H)
+ont! ZQ) Vol{(-%‘a)nsisn € R*"/ sup (Y(0,21,...,2.)) < H}'

iZo YeTn

Vol {(mi)ISiSn € R+n/ sup (Y(Oamla ety 'Ln)) _<_ [I}

}IET"
— H ™7 Vol {(:c;)mm“ € R™"/ sup (zi)z,...2, < 1}
=T 1<i<n
= Hw Al

Il suffit donc de poser By = i%): [

Lemme 8.3.2. Si c € Nt™! wérifie ¢p > .Hﬂ—lﬁ, alors

Ht
m(H) < Bgm——;—
CO n—1 H Ci
=1
ou By est indépendante de c el de H.
Démonstration.
me(H)
an+1 S
o . +n+l Lo Z G
<govolsem{ER )
i=g.n+1 n
+ n VOl{a'ER-I- /hw(cﬁamla a'l:ﬂ.)<H}
[1 ¢
=1
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En outre

) 4+l Zg 2 Co
VO]{(LER /{ hm(-’B)SH }

Ty 2 Co
<nVollz e R+n+1/ Zg n_>_133,' Za,pourl <:<n-—1
.1:% _]:[1 < H
Ty 2 o
, : = 9 < _
+n(n —1)Vol { e € R+n+1/ T 2::_,12 zpopourz=0ou2<2<n~1
."c%:r;g _l:[2 o, < H
Le premier des deux volumes que I'on notera V; est majoré par
Ty 2 Cp
Fin+t z; 2 xzppourl <2 <n—1
Vol z € (RY)" 1/ =T
:cg [MTz:<H
=1
oo zg; 2z, pour ] <1 <n—1
< [ Volg: R™)" n=1 . dzg.
_/ome( AR I do
co =1 o
Or les équations
;2 x, pour 1 <1< n—1
n—1
IMz<1
1

e
définissent un domaine de volume fini. On obtient donc

+oo H —
V) < BS/ (?) dzg
co

Q
anl
< By5=—
Con—l

ol Bj est indépendante de H et de c¢. Par ailleurs on a les inégalités
T 2 o
T > i 9 < i<
V, < Vol{ze (R*)*/ T _ncj1p0111 i=0ou2<i<n-—-1
CEE _1:12 v, < H
Hwet

< Ba

s PmEe
Co

Enfin le méme raisonnement montre que

VO]{’E € (R+)n+l/l1'oo(003$1:- : '11'71) < H}
< (n+n{n-—1)) 332;_:. [ |
n—1

Co
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8.4 Sommation sur les idéaux

On considere 'ensemble B = Z(O,)F. L’ensemble B est un monoide pour la multi-
plication terme a terme des idéaux. Si b € B3, on note:

(6) = {c € B/c; C b pour tout f € F}.
Nous allons maintenant étudier pour tout (bg) € B la somme

G(H)= 3 ne(H),

bE(bo)

Il s’agit en réalité d’une somme finie. Comme on le verra dans la partie suivante,
wN,(H) s’exprime en fonction de P%(H). Jusqu’a la fin de cette partie, on omettra
a dans cette notation. Pour commencer, exprimons en général P en termes des
nombres m, définis au début de la partie 8.3.

Lemme 8.4.1. On considére
(6°,0%) € B = Z(O)™" x T(0)F.

Posons, pour tout 1 € {0,...,n},

0 0 0
Ci = ab,- H D{i,j}'
bES

Alors on a légalilé :

Pow(i) = 3. & T 2 oign (HN(GHH I1 D(}Df))'

aeT(O)F Iy fer?

En fait, comme nous le verrons dans la partie suivante, l'introduction de cette som-
mation correspond au choix du facteur de convergence L,(1,Pic V).

Démonstration.  Soient (6°,2°) € B que 'on fixe jusqu’a la fin de la démonstra-
tion. Pour tout élément » € Z(O)", je note K, I'ensemble des

meﬁ(cmo,-)

i=0 \ i
verifiant :
(8.2(3)) heo(z) € HN(a“"'l I D?OI)
JeF!
(8.3) z;#F0pour 0L <n
(8.4) Jj(z) € Ap.
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On a d’une part la relation

#K, = m(‘? H,"{-‘.:‘})os.-gn (HN(a”'H H D(}D!))

i - Jer

et d’autre part

#’Cu= Z "-(b.aou)(H)

bE(bD)

et donc

Pogo(H)= > #K, ®

2ET(O))F

Nous allons maintenant déduire du lemme précédant une estimation de Py ,(H)
dans le cas ou & = Q.

Lemme 8.4.2. Dans le cas ou k = Q, on pose a =17 et on oblient

Hlogt™" H
[1 & TI dy

0<i<n  f€F!

Pya(H) ~C" quand H — +oo

ot it =rgPicV el ou la constanle C” est donnée par la formule :
C" = (n+ 1)a.(V)VolD, an}(s — 1)‘_1(81(3).
De plus, on a la majoration:
H(log H + By)!
1 b

feF

Py(H) < VoID,

ou By est une constante indépendante de b et de H.

Remarque. Ce lemme repose sur les lemmes 8.3.1 et 8.3.2 et n’est donc valable
que sur le corps Q. Si les lemmes §.3.1 et 8.3.2 se généralisaient au cas du corps
de nombres quelconque, alors on obtiendrait un lemme analogue avec une constante
C" de la forme:
o{ntl)r2
C'"=(n+ l)ac(V)H—-——Vol(’Dl)Li_l]ll(s — 1) (s).

\/(—ln+1

D’apres le lemme 7.2.1, on obtiendrait :

c"'=ac(v)Kl/'%liﬂ;(s—1)‘4‘;(3) II @)

vEMeo
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Démonstration. D’apres le lemme 8.3.1, on sait que:

me(H") = Vol(Dy) f[ + R(c, H')
Il ci

1=0

avec

1 ] _n
-B, (Z ) H'™T < R(c,H') <0.
i=0 _H.Cz'
i#]
On fixe (4%, d%) dans N+ et H dans R*. Posons pour tout i € {0,...,n},
i#

Soit Ho = H T[] ([? et ho = log Ho. On note Py I'ensemble des (d) € N+ tels que
feF’

dy > 1 pour f e F'
(#*)

&1 dgijy < HowT TT (d;)™7 pour 0 <i < n.
i# JEF

On écrit alors

A = Z 7??.((:?1—[‘1({.”)05;5" (1[[0 H df)

deN+¥' i# jer
= A+ A+ Ay

ot Ay, A, et Az sont définis par:

H 1

A] = VOl(Dl)—;;“——-—-‘ Z
b9 & aery 11 ds
iI=-[D t jgm f EPy fEF!
A2 = Z R ((C?Hd{;,j}) ,Hg H df)
d€PH i#i 0<i<n JeF’

As = E ?n(c?nd{".j))o«gn (]]0 H df).

dgP i JEF!

e Commencons par évaluer A,. Tout d’abord calculons

1
W(H) = f I1 d;.

Ty ;
(weRA T j(o)y seFr T TIEF

Lemme 8.4.3.

n{n+1

n(nt1)
W(H)~ (n+Da(V)hy 2  quand H — +oo.
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Démonstration. Posons A; = (n + 1) logc? pour 1 <7 < 3 et faisons le change-
ment de variables y; = log 2. On trouve:

W () = Vol(Wy)
ot Wy est I’ensemble des y € RF " tels que

y; 2 0 pour [ € F'
(n+ 1)Zy{;'j} <hg— A+ Z yrsi0 < <n.
J#i fet”

Par conséquent

n{n+1

a(nt1)
W(H) ~ hy * Vol(W)

ot W' est I’ensemble des y € R tels que

ys > 0 pour f € I
(% * %) ("""1)23/{*',1'}_ Zy;ﬁl pour 0 <z < n.
J#t feF!

La correspondance entre les idéaux dy; ;3 et les diviseurs L; ; introduite dans la sec-
tion 8.2 amene a considérer les y; comme un systeme de coordonnées sur ’hyperplan
défini par z([wy']) = 0 dans (Pic (V)®R)Y. Plus précisément, une base de NS(V') est
donnée par [A] et les [Ly] pour f € F'. On note (Y, Y}, ;1) le systeme de coordonnées
correspondant a la base duale. L’équation z([wy']) = 1 s’écrit

m+1)Y =3 Y;=1
fer

La relation z([L;;]) > 0 s’écrit ¥y > 0 pour [ € I et @([L;]) > 0 s’écrit
Y =3 Yun>0.
J#
Par conséquent le domaine

P {I € (Pic(V)® R)Y/ { pouiltOLLtAD effectifl 2([D]) > 0 }
z(wy') =1

a pour équations

(71‘*‘]))”— Z Yf =1
fer
Y; > 0 pour f € F'

L+ Z Yy—(n+ 1)23"{{,3'} >0 pour 0 <7< n.
fEF! J#i

Le domaine W’ est donc la projection de P sur ’hyperplan Y = 0. Par conséquent

VolW) =(n+1)a (V). B
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Suite de la démonstration du lemme 8.4.2.  Nous allons maintenant majorer
la différence entre A; et W(H).

1

> T Y- T Qog(df +1) —logdy)
dePy S dePy fEF" :
fer
+ > (H — - log(d;+l)—logd;)) .
dePy \fer © feF!

Notons A;; la premiere somme et A, la seconde. On a la relation:

Ay = Vol ( U IT [log(ds + ,I.),logdf])

d€Py feF’

et on en déduit que:

|A; 1 — W(H)| < Vol (U H (log(ds +1),log (lf])

fer!
ou la réunion est prise sur les (df)sep tels que
[T log(ds + 1), log ds}(\ Sy # 9
fer!
Sy désignant la surface du polyedre défini par
ys 2 0 pour f e [
(n—l—l)Zy{;'j} — Z yr <hg—Asi0<2<n.
I feF!

Mais le diametre de la boite [] {log(d; + 1), log df] est bornée par 1(12111 Donc

feF!
A = W) < Vol({z/d(z,Sy) < /1Y)
< Bsh-(;l T pour H assez grand .

On obtient donc
n{n41

Ay ~ WH) ~ (0 + Dao(V)hy 7

Majorons maintenant A, 5. Pour tout « € Nt on a les inégalités:

Lo b flog(at 1) = log(a) > 0.
202 T«
Donc
1
Aial € B X | X =
de(1,HplF! \ fEF (P H dy
n+1 |
< W5e ©a—m
= dE[l Ho)F' {01} g#{0,1 }9
('ﬂ+1) nnt) )

86 (log(HD) +1)

..;

60



donc
Ay~ (n+ 1a(V)log™" H.

e Majorons maintenant A;. On a les inégalités:

R ( (C? H (l{,',j}) s ]‘]g H (lf)
J# 0<i<n JEF!

ou on a posé

n41
n (H df)
o fer
< B-Hn BT A
< By Hwn4 ; H H dom

-o(Bms) ()

. 1
|As] < (n+ 1)BH7 Y =
dePy l—I {J'ﬂ}+l H 1{0 "+l

et on obtieni

0<j<k<n )
S ('n + )B'{f]""‘l Z G- n PR
deP! d,. nH l nh
" 0<jl<_[k5n (k) jn (0.7}

ou Py désigne 'ensemble des d € N+ tels que

1
[Tdsn < Ho ¥ II 477 pour 0 <7<
J#t fel

La dermiére somme est majorée par

(n+1) Z —— %,

M d. 2 l'] Ao T
H d{U.J}<]IO n d“-j} 0<i<i<n {"J} {O'J}
de(N+)F/ J#0 0<i<jgn
l-l d{s _7}< I—[ d{o j}pour 0<i<n
J# ]
<(m+1) Y 3 —
n n+tl n+1
pTSHopry n 7 Pa
L [ ¢40,51=m1
P25P, i=]
l_[ dijr=r2
0CigjEn

Or pour tout A € R} et tout & € R tel que k < 1, on a la majoration

Z 1
bE(N+)'" ﬁ bf

nb<:\ =

M (log A +1)™ 1.

—1-k
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La somme ci-dessus admet donc les majorations suivantes

2 2

Ar oL I « . nH by
L= n
pin_ <HS pJ {r3}=F2 (H d{o‘i}) Do
t

= 0<i<ij<n =1

1

n

1
H dig,i} S(Hopa) ™

t=1
1 1
P (2log Ho -+ 1) (Hopy )= (1= 7¥7)
- ¥ % S
n+41 n-—1] dy: iv= n
PzﬂngT o<;I;I_,‘5n = Pz
L
< 2‘11 +1 Z (2log Hy + 1)* ' H
" nt I duy
[l dunsH™ 0<i<ign
0<ijgn
n+1 n(n=1) 1
<2 + (2[0gH0+1) '21 +ﬂ—lHUn+:.
n

En conclusion

Ay = O(H log"™? H).

e Nous allons maintenant majorer le terme Az, D’apres le lemme 8.3.2; si

i
& [ dpsy 2 HeP' (11 df)™, on a
70 feF

|m(°? [T 463} ocicn (HO 1 df)|

J#i Jer’

; T
H' s ( I df)

FJ
< Bs f€

2+ R
(H d{o,ﬂ) IT 11 dgin

7#0 1=1 j#1

4755
B, ( Il d?)
Fl‘
Bs = sup A .

ogign ()T [T
i
En outre, s’ il existe [ € F' tel que dy > HVol(D,) alors

oll on a posé

H
Vol(Ds)— <1
[T I d%d;
i=0 © fep

et par conséquent

?71((:? H_d{i.j})ogign (HU H df) =0.

i JeF!
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On en déduit, en posant Hy = 0i<13£n co—].f&-r,

Ay < (n+ 1)BgH"™ =T > . . _
sgozenn | [LdefT T dg 5
‘l;Iod(o iy 214 Fhfgw (AT 70 0-<1<JSn
S (n+ )BSH1+11- Z l 1_“—1-—
'_l;{)d(o,,‘}s\’om;l il H l{O ="}_1 0<il‘;[j<n l{ J‘i 1
[1 "{s,-;h‘asl'[ a4
0<i<j<n
(log # + 1) I "ffo )
< BgHH'?:J—T Z _1_
[éoasvompir BT I
i#0
Hd{o.)<\’01‘D"Hn ,H {0,i}
70
< BuH(lOgH—i— 1) -1+n

On obtient également :
= O(H log"* H).

e Majorons maintenant P, 4(H) de maniere uniforme. S’ il existe [ € F” tel

que dy > HVol(Dy) alors

777( ]l;I'd{u))K.(,,(HD f];!;’ ([f) = 0.

Donc

Pop(H) < Vol('Dl)nL Z 1 I

167 TT % l<d!<HVol(Dl)fH

i=0  feF’

H(log H + log Vol(Dy) + 1) el
I T1

=0 jeF

S VOI(Dl )

8.5 Formule d’inversion

Notre but est maintenant de construire I’analogue de la formule d’inversion de

Moébius. Si b € B, on note:
1

[T N(by)’

feF

Blb) =

et pour tout p € My,
vp(b) = (vp(by)) rer-
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Pour tout p € M, on pose également: si n = (n,),er € NP, p™ = (p™9),er et si
b€ B, b, = p(®). Si B est un sous-ensemble de B, sa fonction caractéristique est
notée x .

Lemme 8.5.1. Il existe une unique fonction u: B — Z telle que:

(a) X' = Z (b ;\(b)

beB

Cette fonctz'on vérifie en oulre les conditions suivantes :

H fe(by) pour toul b € B,

Ef.\f!
{.(V
Z # n)ﬁ n — (P( .)_)
RENF L,(1,Pic V)
(d) Z [pe(6)B(b)] < +o0.
vER
Démonstration.

e Sib,b’ € B, on note: bjb’ si et seulement si b’ € (b). Une fonction g vérifie

(a) si et seulement si
Vb € B, x,.(b E (b

b'[b
ce qui est équivalent a
Vo € B, u(6) = x,u(b) = 3 (e’
e
ce qui montre 'existence et 'unicité de .
e Montrons (b) par récurrence sur #{b’ € B/bt’'|b}. On remarque tout d’abord

que pour tout b € B,

X () = H Xo(bp).

peA;

Par hypothese de récurrence, pour tout b’|b tel que b’ # b, on a

= I u(e,).

PEA‘,

Par conséquent :

p(v) = I xae(vs) = > TI (o

peEM; b: pEM
e
= [[ we)+ I X w0") =3 II w)
pEM; PEM; n<i,y (b) b'|o pEM
= H l‘(bp)
Peﬁ'I!
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e Démontrons (c). Soit n € N¥. Montrons tout d’abord par récurrence sur

n| = n, que 8’1l existe f € F tel que ny > 2 alors u(p™) = 0. Soit n” défini par
o319 f 1
g

{n;:ngsig;éf

71} =ny—1.
Alors on a
Xoe(P") = X (P™)
et
6els) = )+ 3 o
by
[F3 1
= u(e)+ D pe)+ D ule)
b|pn’ pk|pn
k#n
ky=n;

Par hypothése de récurrence p(p*) = 0 si p*|p", k # n et kf = ny > 1. Donc
w(5") = 0.

s A toute application ¢ : {0,1} — Z on associe le polynéme

Se@)(T)= Y )T

nef{0,1}F

La somme que nous voulons calculer s’exprime alors de la maniere suivante

S 6 = 5 ()

nef{0,1}F ‘
. , : 1} : :
ou on note également pe {01 — 2 . - On introduit sur {0,1}7 lordre
n e )

suivant n|m si et seulement si pour tout f € F, ny <my. On a donc
o) = 3 ()
min

et donc

SrOG)T) = 5 ()T

ne{0,1}F

= Y Y p(m) T

n€{0,1}F m|n

= S ()il S il

me{0,1}¥ mn . )
= Z #(771)1.""1' Z ':;#F—[T)1|Tl

me{0,1}F i<#EF-{m|
= 3 p(m)TI™(1 4 Ty#EF I

me{0,1}F

. T N Iml
= (14 T)*F Z p(m) (—,) .
me{0,1}F 1+T
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( ) ‘E‘ (\/ ‘)( - )
) 1/ M T
] — j"

. i dim V =in|
— (1 . T)l'SPLcVTdnnV Z XHf(n) ( = ) ‘
ne{0,1}F

I

Se(p)(T)

Lemme 8.5.2.

S Xew(n) (N(p) = 1)V = ().

ne{0,1}F
Démonstration. Soit v : V(F,) — {0,1}" Papplication qui a4 2 associc la
fonction caraciéristique de {f/z € L;}. L application v induit une surjection
V(F,) = H' = {n € {0,1}" /xps(n) = 1}.
En outre on vérifie que 'image réciproque par v d’un point n de H' est isomorphe &
(Ak, -~ {0}V

L’interprétation de la valeur locale dans le cas particulier oit n = 2 m’a été indiquée
par Manin a qui elle avait été montrée par Beukers.

Fin de la démonstration du lemme 8.5.1.

e Nous allons maintenant démontrer (d). Sin € N vérifie |n| = 1 alors

)\'H’(pn) =1 = X'H’(po)

et n(p™) = 0. Par conséquent

T n l
SoolwemBEI <1+ Y |ulr )IN( E
neNF neNF—{0} p
On note Byp = %, |u(p™)| Donc pour tout by € B, on a
neNFf—{o0}
Do lu(®)B) = 3 I 1n(6,)1B(b,)
i i v

|
= I X In(e™)B(™)

pEM; n<uy (bo)

< I X (kGe™BG™)
pEM; neNF
-B12 )
< 1+
,gf (o)
< +4oco. N
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[l faut remarquer que c’est la sommation de la section 8.4 qui introduit le facteur

1 rgPicV .. .
(l p)) et rend convergente la série ci-dessus.
La [(ommle d’inversion implique le lemme suivant valable sur tout corps de nom-
bres et qui va nous permettre d’utiliser 'estimation du lemme 8.4.2.

Lemme 8.5.3.

wN( Z (o) Py (H).

beR

Démonstration. Ceci résulle des lemmes 8.2.1 et 8.5.1. W

8.6 Enoncé du résultat

Théoréeme 8.6.1. Soit V la variété de Fano obienue en éclatant dans un ordre
arbitraire les n(n+1)/2 sous-espaces de codimension 2 de P} définis par les équations

ANi=X;=0powr0<21<y<n.
Soit U le complémentaire dans V des sous-vari€lés accumulatrices alors
ny(H) ~ Co(V)H log™" H quand H — +c0

out =rg PicV = 1(-“2—-}'114-1.

Démonstration.  Sur un corps de nombres quelconque on a

ny(H) = S 1\’a(f1):—1- Yo u(b)PIH).

TET(Ok)/P(Ox) W ze1(0,)/P(0;)
beED

Dans le cas ol k = Q, on a posé a = Z et, d’apres le lemme 8.4.2, on a ’équivalence:
Py(H) ~ C"Hlog'™" HB(b)

ol
w

"= 0’«:(V)m lim(s — 1)'(g(s)wr (Vi)

et la majoration
P,(H) < VolD; H(log H + B,)""'B(b).
Soit € € RY, soit [ C B fini tel que:

€

Z |B(b)u(0)] < 2(1/2C" + VolDy)’

beB~]
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Soit. Hy tel que H > Hy implique

Voel, |P(H)—C"Hlog"™' HB(b)| < @m g H

et,

H(log H + By)'™' < 2H log'™" H.
Alors H > Hg implique

ny(H) - u')C”Hlog‘ VH'S B(v)u(b)

beB
2

< ~VolD, + C”) |B(b)p(b)| + Hlog™ ' H

<eHlog™' H.
Donc

n,(H) ~ C'Hlog" ' H
ou
, h
¢ = ZadV)=melin(s - /a(s)en (V) TT (V)
w pEM;
= Cu(V).

En outre sur l'ouvert U, la hauteur est indépendante de 'ordre choisi sur f, le
résultat est donc indépendant de cet ordre. M

Dans le cas d’un corps de nombres quelconque, la constante obtenue serait éga-
lement, d’apres la remarque suivant le lemme 8.4.2, la constante C,(V). Iin outre
les volumes de V, aux places a 'infini se calculent explicitement et on obtient :

wiVr) = (n+1)27
w(Ve) = (n+ 1)I(27)".

9 Cas de I’éclatement en un point rationnel

Comme dans le cas précédant, les démonstrations sont faites dans la mesure du
possible sur un corps de nombres quelconque. En outre les démonstrations étant
similaires, nous n’en indiquerons que les points clefs.

9.1 Construction de la hauteur

La lettre V désigne ici la surface de Del Pezzo obtenue en éclatant le point

P=(0:0:1)
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sur P{. On note L le diviseur au-dessus de P. En ce cas, le complémentaire des
sous-variétés accumulatrices est 'ouvert U = V —L et on peut prendre —K = 3A—L.
La hauteur peut étre prise de la forme

h((zy @ 2g: 23)) = H 511P(|-“'31|33 |$2|3, |$1$§|w |$2$§|u)-
veEM,

9.2 Réécriture de la hauteur

On fixe un idéal a € T{O;). On utilise le domaine fondamental A, défini dans la
partie 7.1 et on se raméne & calculer le cardinal de ’ensemble A!(H) des éléments

(z1, 29, 73) € OF vérifiant les conditions suivantes:
(9.1) (1,22, 73) = a
(9.2) h((zy:zg:23)) < H
(9.3) (z1,22) # (0,0)
(94) j(?!) S Ah.

En outre comme la contribution des droites 2; = 0 sont des O(H) et donc négligea-
bles devant H log H, on peut remplacer la condition (3) par la condition

(9.3") x; #0pour 1 <7 <3.
Par ailleurs la hauteur peut se mettre sous la forme

. C ) — hoo(mhﬂ';z,fﬂa)
Mo ) = §eyN o, o))

On note egalement
Hao = {(21, 29, 23) € O3/ (21,22, 23) = a et 2; # 0 pour 1 <4 < 3}
et H' 'ensemble des quadruplets (b, bg, by, 93) tels que pour tout p € My, on ait

. inf(v,(03), vp(b3)) = 0
(Cs) {inf(up(bl), vp(b2)) =0

et on définit p : H, — H' par p(z1,z2,x3) = (by, by, b3, 03) avec

— oo Y1
03 = (my,72)a
b] = fE]aa—lG_l
_ -1 1
by = 905 a
by = .’113(1_1.

On note (b, 2) un quadruplet (by, by, b3, 93). On note n oy(#H) le cardinal de I'ensem-
ble des (z,, 4, 2z3) € H, qui vérifient

(zq) = aby03
(91,) (’EQ) = abgag
(z3) = aby
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ainsi que

(9.2) hoo (1, T2, ¥3) < HN(a%03)
(9.4) j(z) € Ay
Lemme 9.2.1.

Ni(H) =" ne(H).

beH'

9.3 Estimations pour le corps des rationnels

Comme dans le cas de trois points rationnels, on commence par estimer le nombre
My ep.a(H) des (T, T2, 23) € ¢ X 3 X ¢3 tels que z; # 0 et hoo(z),z2,23) < H. On
note

Dy = {(x1,zq,03) € RN (1, 29, 23) € Ay el hoo (2, xq,w3) < H).

Lemme 9.3.1. 5/ &k = Q, i cxiste une constante B, lelle que

Vol DH 1 1 1 Vol DH
— — B ( + ) HY? < Moy ezica(H) < .
C1€2C3 €16 €2C3 G304 ' €1C2C3
En oulre 1, ¢y o (H) est nul si sup(ci,cp) > H'/3.
Démonstration. la premiére assertion se démontre comme dans le cas de trois

points rationnels. La seconde résulte du fait que

heo(1, 22, w3) = sup(|zil, 23], 2123, |2223]). W

9.4 Sommation sur les idéaux

Comme dans la partie 8.4, on pose B = Z(O)* et on reprend la notation (b).
On considere également,

Po(H)= > ny(H).

be(b0)
On montre comme précédemment

Lemme 9.4.1.

Proso(H) = D Megodog asgodng,ang( H N (a*0305)).
3€T(0Ok)

Sur Q, on obtient les résultats suivants:



Lemme 9.4.2.

Hlog H
dgbl b'z b3

Poa(H) ~C" quand H — +o0

ot C" = 3a,(V)Vol D, lin}(s — 1)(q(s) et il existe une constanle B, telle que

H(log H + B
Py a(H) < Vol Dy (:;fblb'ZbC’» 2).

Démonstration Dans ce cas a = Z. Posons Hy = Hd3, ¢ = &309, & = d3b9 et
¢ =3, By = sup(c?, cd) et

A= Z 777-c‘1’d3,cgd3,cg(HOdB)-
dazl

Alors A = A, + A, avec

Hy 1
Ay = VolD —
: ICEI’ gcg Z 4112 dy
l<d3(—g77
1 Hlog H
~ VoI e
el 3 = 3a.(V). Par ailleurs Az est négatif et
ri 0 1 1 2/3 42/3
A < B Y (g )
(i% d3

1<da<HY?

= O(H)

olt Bi(c°) est indépendant de d3. La majoration uniforme s’obtient comme dans le
cas de trois points rationnels. W

9.5 Formule d’inversion

Sib € B, on note:

Lemme 9.5.1. [l existe une unique fonction jt: B — Z telle que:

a) Xut = Z u(b),\’(,).
beB

71



Cetle fonclion vérifie en oulre les conditions suivantes :

(b) p(v) = [ p(vy) powr tout v € B,

w1 Y 2 L\ (V)
(C) HGZNG ,U,(IJ )ﬁ(p )— (1 j\'r(p)) (l + I\F(p) + N(p)Q) = Lp(l,PiC\_/)J

(d) > 1p(0)B(b)] < +eo.

bel

La démonstration est la méme que dans la partie 8.5.

9.6 Enoncé du résultat

Tous les éléments sont donc réunis pour reproduire la fin de la démonstration du
cas précédant et démontrer la formule 2.2.1 dans ce cas.

Théoréeme 9.6.1. Soit V est la surface de Del Pezzo obtenue en éclatant un poinl
rationnel sur P%). Soit U le complémentaire dans V' du diviseur exceptionnel. Alors

ny(H) ~ Cp(V)log™" H
ouwt=rgPicV = 2.
En outre, on vérifie aisement que si N, =1
w,(Pg) = 16

et si NV, = 2
w, (PE) = 4(2m)™

10 Cas de I’éclatement en deux points rationnels

10.1 Construction de la hauteur

Dans toute cette partie, V est la surface de Del Pezzo obtenue en éclatant les
points

PA=(0:0:1)et P, =(0:1:0)
sur P2, On note L; les diviseurs au-dessus de P; et L 5 le diviseur au-dessus de la

droite X; = 0. On note U l'ouvert V — L; — Ly — L1 5. Un diviseur canonique est
donné par

N =1L +Ly—3A
et la hauteur peut étre prise de la forme

(w225 23) =TT sup(fonfSssup Jasa?l,).
i#]

vEM; %1
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10.2 Réécriture de la hauteur

On fixe un idéal a € Z(O;). Comme d’habitude, on se ramene a calculer le
cardinal de 'ensemble NV!/(H) des éléments (z, 22, 23) € OF vérifiant les conditions

(10.1) (z1,22,23) = a
(10.2) h((my:ag:aa)) S H
(10.3) z; 0 pour 0 <7< 3
(10.4) j(z) € Ay

En outre

heo(2y, Tg, T3)
N(a)N((z1,z2)(21,23))
On note H, ’ensemble des (z;, 4, 23) € O} vérifiant les conditions (10.1) et (10.3)
ci-dessus et H’ ’ensemble des (by, by, by, 22, 23) tels que, pour tout p € My, on ait

h((z) @22 23)) =

vp(bi), vp(0;)) = 0 pour z = 2,3

AR N, i

inf(v,(02), vp(03)) =

(G:) inf(v(b1), 74l
(va(o0),

03 = (@, 22)a”"
o = (21, 23)a"!
by = (z,)05 05 a™!
by = (wq)05 a™!
b3 = (.’113)0 la !

Pour tout (b,2) € H', on note n q) (/) le cardinal de Pensemble des z € H, qui

vérifient
(:'L'l) = ub10302
(10.1) (z2) = abyds
(1'3) = abz?y

ainsi que

(102’) hoo('c) < ]ﬂ\’(a30302)
(10.4) Jj(z) € Ay
Lemme 10.2.1.

FN(H) = 3 ny(H).

beH!
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10.3 Estimations sur le corps des rationnels
On utilise des notations analogues a celles de la section 8.3.
Lemme 10.3.1. 51 k = Q, i existe une constante B, telle que

Vol DH

C1CaC3

Vol D 11
k] —.131( 4+ —+ )fﬂ”gm,chm(u)g

€1C2C3 C1C2 CaC3 C3Cy

En outre, Mg, cy.ca(H) est nul sic; > H'5,

10.4 Sommation sur les idéaux

Lemme 10.4.1. Avec les nolations usuelles,

-[Jbo,Oo(j:[) = Z Tn’c?ﬂgU3,tg03,thQ(IJDN(D2aa))
ueI(OkP

ol
. 35040
Hy = HN(a%0303)
¢ = ahﬁ’ogog
¢ = ahgag
cg = abgbg.

Lemme 10.4.2. Sur Q, on a l'équivalence

H log2 H

Pya(H) ~ C"—5 2
b'd( ) C blbgbgdzda

quand H — +o00
ou

C" = 3a,(V)Vol D, £]_IR(S —1)%¢4(s)
et il existe une constante By telle que

H(log H + By)?

Py 4(H) < VolD
b.d(H) < Vol D, by bobsdyds

Remarque. Sile lemme 10.3.1 se généralisait a un corps de nombres quelconque,
on obiiendrait un lemme analogue avec
111 7 w ; 3,3 /
C" = (V) 5 111‘{11(3 - 1°Q(s) [I wo(Vh).
L 8 vEMeo




Démonstration. Icia=2Z, Hy = Hd3, ¢ = Hd5d3, &§ = b5 et ¢ = b3dY.

A = Z MOayds, °d3,cgdg(HOd2d3)
{dz,da}E€(N+)?
= A+ A,
avec
Hy 1

A] = Vol Dl
062C3 (dy.ds )e(N+)7 (l'z(lg

d2d3<—onq-
lim(s — 1)*¢§(s)Vol D1 H log? H\/ol{ € R*/o, 42, < ]}
~ Z x d -
6002492 TR =0

Ja (V) hm(q —1)? CQ( )Vol Dy H log? H
b5b5 9 d3

En outre, Ay = O(H log /). La majoration uniforme s’obtient comme dans les cas
précédants. W

10.5 Formule d’inversion

Comme dans les cas précédants, on démontre le lemme suivant :

Lemme 10.5.1. [l eziste une unique fonction p: B — 7Z telle que:

) X = 2 1t(6) Xy

beB
Celte fonclion vérifie en oulre les conditions suivanies :

(b) u(8) = JI w(b,) pour tout b € B,

n ny __ dP( )
ng\;F”(p ") = L.(1,PicV)’
(d) > {u(v)B(b)] < +oo0.
bel

10.6 Enoncé du résultat

Théoréme 10.6.1. Soit V la surface de Del Pezzo obtenue en éclatant deuzx points
distincts sur P%). Soit U le complémentaire dans V des diviseurs exceptionnels.
Alors

ny(H) ~ Cy(V)H log™" H quand H — +o0

out =rgPicV =3.

La fin de la démonstration est identique a celle du théoreme 8.6.1.
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11 Cas de I’éclatement en deux points conjugués

11.1 Construction de la hauteur

On note V la surface de Del Pezzo obtenue en éclatant un zéro-cycle D de P2
tel que D s’écrive comme somme de deux points sur k& une cléture algébrique de k.
Il existe donc un élément a € Oy tel que D = Py + P sur K = k(y/a). On suppose
que a ¢ k™% et on note T le générateur de Gal(K/k) et a une racine carrée de a dans
K. On peut se ramener a

Pr=0:1:a)et P,=(0:1:—0).
Dans la suite, on fera les hypotheses suivantes:
- (a,2) = Oy,
- Ok = Ofal,
- Vb € My, pl2a = a € k2,
- si p|2 alors &,/ Q2 est non ramifiée.

On note S 'ensemble des places ramifiées par 'extension N/k et Sy = {B €
My [Blp}. Soit L le diviseur de V au-dessus de D, L' le diviseur au-dessus de
la droite D' définie par Xy = 0 et U leur complémentaire que ’on identifie avec son

image dans Pr‘c’l. Un diviseur canonique est délini par

—K =3A- L.
Sur le corps A, on note
ZQ = )\ro, Z[ = ,\rg — CLX] ct Zg = X2 + Q‘x\r[.

Une base de I“(W;,w{;;_) est donc donnée par les mondémes en Zg, Z;, Z, distincts de
73} et de Z3. La famille (s{)1<i<12 définie par les polynémes

Vi=X3, V=X, Y{=Xih, o Y{=XMX,
}/;Z‘X[?A,% 1/6" = A‘PO’ZIZ'..)J YT’Z‘XOZIXI:' Yg= ArOZ]X?’
}/9: = XoZzXl: Y1I0 = X()Z2X21 Y{l =X1%4 Zza Y1'2 = X222,

est donc une famille génératrice de I'(Vi,wy). Par ailleurs une base de ['(V,wy')
est donnée par les polynomes

Y, = X3, Yo = XEX,, Y; = Xi Xy, Yy = X2 X0,

Yy = X2X,, Yo =X (X2—aX}), Y= Xo(X?—aX?), Ys=XoX\ X
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Pour tout v € My, on définit une métrique ||-{l sur wy! de la maniere suivante: pour
tout = € V(k,) et tout s € N(V,,w;}) tel que s(x) # 0,

¢ -1

sup siv € Mgy,
vEMy, 1<ig12 S(T) 24
Ilu
_ [k
", N AL ‘
Is@il =4 11 [ 3 =@ Sk = R
vere \1cimiz| 8(2) [,
viv ’ .
.y |2 i by 5 C.
viemy \1<i<i12 s(z) |,
v! v

Cela définit bien une métrique adélique. En effet, comme {p|2¢} C S, pour tout
(zo: @y :22) € U, on alégalité

(Y;-I(llio,:l:l,"liy),l < 1 < lg)osh = (}/{(530,1131,1112),1 < i < S)OSI\--

En dehors de S la métrique |[.||, est donc la métrique associée & la base définie par
les polynoémes Y;. La hauteur correspondante est alors donnée par

VP e V(E),W(P) = T] sz}

vEM).

oli s est une section de wi;' non nulle en .

11.2 Réeécriture de la hauteur

Jusqu’a la section 11.5, on fixe un idéal a € Z(Oy). On se ramene a estimer le
cardinal de 'ensemble N!(H) des z € OF tels que:

(11.1) (To, 21, %2) = 0,
(11.2) h(z) < H,
(11.3) 2 £ 0 pour 0 <2 <2
(11.4) J(z) € Ay.

Pour tout (zp: 1 : 29) € U, on a la relation

h-co(ii?o, 331,552)
N((Y/(zoy 1, 22),1 < < 12))f

h(zo:ay:ay)=

avec

heo(To, T1,22) = H hy(@o, 21, T2)
VGMOO
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ou h,(zg, 2y, ;) est défini par

{ \/('1:(2) + 2? + 23) (23 + |72 + oz |*)(2d + |zp — a4 |?) sik, >R
(lwol? + [21]? + [e2)*)(|20l? + |2 + @1 |*)(Jwol® + 22 — cw[?) ik, = C.

De plus
(Y."(l'o,ﬂil,-’vz)lgign) = (3«'0,-’51,3»‘2)(550,352 - CY-’U1)(-’80,-132 + 0‘-"«‘1)-

Nous allons donc faire jouer a I'idéal 2 = (29, z2 — a@z;) le role tenu par 9y dans la
partie 10. On considere ’ensemble

T1,Ty,T3)=a
H. = {(37],-'1:2,333) € O%/{ I(lf,‘lié 02 pjl)ll 1<:<3 }

et H' Pensemble des triplets (bg, by,9) € T(Oy) X T(Of)? vérifiant pour tout P dans
My r — Sy la condition suivante

inf(v, (0), v5(2)) =
inf(v, (b1), vy (boO)) =0

(Ca) inf(v5(b1), vg(boOx)) = 0
inf(vy(by),7,(2)) =0
inf(vg(b1),5(0)) =0

et pour tout P € Sy,
vy(0) <1

(Co) { inf(1ry(51), g (6001 )) =
inf(v, (2), v (bl)) =0.

On note B le monoide Z(O;) x I(O)? et (b,2) un élément (bg, by, 2) de B. Pour
tout (b, ) € B, on note n »)(H) le cardinal de I'ensemble des

(mﬂ!"l:l:m?) € (Ok - {0})3

tels que
111 ) (’Eg) = abpNg /;_(D)
(g + azy) = a0k b2
) ]1'00(1'01"'-:]11:2) S HAI(G)BN(D)

1.2
1.3) z; #O0pour 0 <2 <2
1.4) J(z) € A
Lemme 11.2.1.

(
(1
(1
(1

WHNIH) = D neo(H)

(b,d)eH’
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Démonstration.  On considére application
ﬁ : Ha — I(OL) X I(O;\')z
définie par p(z) = (bg, by, ) avec

» = (29,2 — azy)(aOx) !
by = (.'E())N]\"/k(a)-l ﬂ-l
by = (22 + az;)3 " (aOx) .

Soit z € H,. Comme dans les cas précédents on montre que si B € My — Sk
alors p(z) vérifie (Cy). Soit B € Sy et p la place induite sur k. Comme par
hypothese O = Oila] et « est premier a 2, deux cas sont possibles: soit pla et
alors vp(a) = 1 ou bien p|2 et alors une uniformisante pour Kg est donnée par
T =a+uavecu € Of .

Supposons que vu(?) > 2. Alors vy(zg) > vg(a) + 1. En outre,

va(s + awr) = vg(zz — o) 2 vp(aOk) + 2.

} =
Si P|a alors on obtient que vp(zy) > vg(aOg) + 2, donc
veg(e) = vglaz) =1 2 vy(aOfk) + 1

Ceci implique que inf(v,(z1), vy(x2), vp(23)) > vy(a) + 1 ce qui est en contradiction
avec ¢ € H,. Si p|2, nous posons z, = g, T} = =, et &) =z — uz; ot u € O, est
défini comme ci-dessus. Alors
N W — a 7
vy(zy + 72y} = vy(ah —wal),

vg(ze — azy) = vyo(zy, — 7))

et

vp(a) = inf(wy(z5), vy (2}), vp(23))-
Un raisonnement analogue fournit donc la contradiction recherchée. Le fait que
inf(vp(by), v (boOx)) = 0 est immédiat. Si inf(wp(by), vy(0)) > 1 alors

vg(ze + axy) 2 vp(aOx) + 2
et

vp(T0) 2 vp(a) + 1.

Ceci contredit également z € H,. On note p : H, — H’ I'application induite.

Par définition de p, si (bg, b1,9) = p(z) alors x vérifie (11.1). Il reste a vérifier
que si (bg,b;,0) € H et si x vérifie (11.1") alors & € H, et (bp,b1,9) = p{z). Les
conditions {Cq) impliquent que

PP} boNk/k(2)Ok + 6,3 si p est sindé dans K/k,
P L boNkp(0)Ox + 610 si [Kg: k] =2et p ¢ Sk,
P2 L boNkk(2)Ox + 613 si P € Sk
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Par conséquent pour tout p € My, 1i<n£3 vo(z;) < vp(a). L'égalité se montre comme
—'—

dans les cas précédents lorsque p € S. Soit maintenant p € S et Blp. Si p*|a alors

p¥|zo et B?*|z, + az,. Donc, dans le cas ol pla

Donc p*|z, et p¥la;. On raisonne de fagon similaire avec xq, 71 et @, + uz, si p|2.
Enfin les conditions (Cy) impliquent directement I'égalité (bg, by, 2) = p(2).
On a donc démontré n o (H) = #p7'({(6,2)}). ®

11.3 Estimations dans un cas particulier

Etant donné ¢ = (¢g,¢;) € Z(Of) x I(Ok), on veut estimer le nombre m(H) des
points (zo, 2 + axy) € ¢ X ¢; tels que

(11.2") hoolz) < H
(11.3) z; FO0pour 0 <71 <2
(11.4) j(z) € Ay

On note

DH = {(.'Bo,:b'l,fcz) (- RSN/(.’CO’IE“.’BQ) e Ah et /loo(fl,'o,ZEl,ﬂlz) _<_ f.{}.

Lemme 11.3.1. Sik = Q el a = —1 alors pour tout cg € N* et tout ¢; € Z{i]—{0},

on a

H Vol D, , ( | 1 )
— L _ B,H*3 + < Mgy e, (H) <
ey~ B\ i T Ny ) S e D)

et mey o, (H) est nul si co > HY? ou N(cy) > H*P3.

HVolD, N H?2/3
aN((c) ' lele

Remarque. Dans le cas général, il faudrait pouvoir majorer

HVolD
() =

ot M est 'image de ¢g x ¢; dans [] & et
veEMeo

N(co) X N(cl)\/?za_

231’2

Det(ﬁ/f) =
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Démonstration.  Dans ce cas particulier, notre choix de la norme pour la place
réelle donne

o (a2 g a2 a2Y3/2
heol2o, £, T2) = (a2 + 2 + 22)%
ce qui implique la deuxieme assertion.

On note heo{@g, T3 + 171) = hoo(®o, T1,T2). On a alors les majorations:

777-(cu,c1)(H)
heo{n0co, ngcy +1ny¢1) < H

= 8# < (no,m1,n7) € N3/ ng # 0
ng # 0

< ————Vol{z € R*/he, (o (& E (& o, (& 1414)e,) < H

€ (xR (8 () e () i () 4030 < 1)

+84#{(ng,ny) € N/ heo(ngco,n16)) < H)

VolDy H?/3

= @V (e " P lete

La minoration se montre comme dans les cas précédants. B

11.4 Sommation sur les idéaux
Comume précédemment, on définit (b) et P2(H).

Lemme 11.4.1. Soit (b3,09,0°) € B, soient ¢§ = abI Ny /(%) et § = abl?’.

_P(bo'a(J)(_H-) - Z 'I??.((gNl\_Ik(n)!:?'ﬁ)(Hf\f(ﬂa)l\f(DOU)).

2eT(Oy)
Lemme 11.4.2. 51 &k =Q et a« = —1 alors on a équivalence
HlogH
Puo goy(H) ~ C"' i me—
warlil) ~ N N (@)

ot
C" = 3a.(V)VolD, l!_lj} (Qey(s)(s — 1)
et, pour H > 1, la majoration

H(log H + By)
N (BN ()

Py a0y (H) < By

ot By et By sont des constantes indépendantes de H, de b° et de d°.

Remarque. Sile lemme 11.3.1 se généralisait au cas général, on obtiendrait un
lemme analogue avec

C" = 3a.(V)VolD, liITll(.S — 1)((s).
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Démonstration.  Comme dans la partie 10.4, on décompose la somme en deux

facteurs Py(H) = Ay + A,

e Nous commengons par estimer A,

H !
= Vol(Dy) oo o N(d)
Ay ol( l)ng(bfl))N(dO) °€I(§C:2(‘)) N(v)
N()SHUA N3

Par le théoreme d’Hardy-Littlewood- Karamata (cf. [Te], théoreme 11.7.8),

H log H
BEN (D) N (d°) ( 5 m(s - UCQ(n(S)) :

1

A] ~ \/Ol(Dl)

¢ Nous allons maintenant majorer A,.

N(2)*?
N(d)

|Ag| < BoHH32 Y
N(v)<H!/2

1 1
g < 14+ / —rdr df
vy N(D)‘/3 r2/3

/2 ,.5”1/4

< 14 IxH'

N(o

e Majorons maintenant o g0y de maniere uniforme.

H
w.e(H) < (VolDy + B .
7710,1( )—( ol + Z)CON(Cl)
Par conséquent,
I i
Puo go0y(H) € BgH ———= —_
.0 ANE o N
Or il existe des constantes Bg et B; telles que
1
N(p)SH”z ‘l\ (F)
Lemme 11.4.3.
Ls(s, PicV)
Crsls) = 2=
s s) Cr.s(8)
Démonstration. Si p est scindé par K, alors
H 1 _ 1
1 = 2
o T wor (1 - )
= Ly(s,PicV) (1= 55)



Sinon
1 1 o= 1
11 ] = = L,(s,PicV) (l - N(p)") .

Dlp _W (l_N_(:;)T)

Lemme 11.4.4.

a.(V) = %

Démonstration. PicV a pour base [A], [L]. Le domaine

{m € Pic VY ®R/{ VC effectif 2([C]) > 0 }

z(wy') =1

a donc pour équation
z>0
y>0
x—y>0
3z—y=1.
Par conséquent

0. (CHVINHp () =5 ®

On obtient donc le lemme suivant

Lemme 11.4.5.

w

o = CYC(V)

T o)) TT Crm()lim(s = 1)?Ls(s, Pic¥) T] w, (V).

2
\/(_i pEeS PESK vEM o

11.5 Formule d’inversion

On utilise des notations b|b’, v,(b), b, et B(b) analogues a celles de la partie 8.5.
Si p € My, on note

B(p)={b € B/vy(b) =0sip #p}.

Lemme 11.5.1. [l existe unc unique fonction p: B — Z lelle que
(@) Xoo = L p(b)Xe0)-
bElR
Celte fonction vérifie en oulre

(b) Pour tout b € B, u(v)= T p(by),

. do(V)
(c) Sipg S, > p(b)B(b)= L. PieV)

beB(p)
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(d) Sipe S, on note B € Sy lidéal au-dessus de p,

> m(0)B) K p(1)Cke(1) = wp(15),

bEB(p)

(¢) I, Iu(mA(L)] < +oo.

Démonstration.
o Les assertions (a) et (b) se démontrent comme dans la partie 8.5.

e Démontrons (c) en distinguant les cas ou p est scindé et le cas ou il ne 'est
pas. Si p est scindé, soient Py et Py les idéaux au-dessus de p. Si n € N°, on note

pr= (0™, BURY, BURL)

la fonction n — p(p*) est la méme que celle qui apparait dans le cas scindé. Dans
ce cas (c) résulte donc de I'assertion (c) du lemme 10.5.1.
Dans le cas contraire, on note P I'idéal au-dessus de p el pour tout n € N3

pro= (p™, P2, P).

L’entier p(p™) est nul si un des n; est supérieur ou égal a 2. En oulre

ft(anaO) = ]7 1[5(01011) = _11
p(l,1,0) = =1, p(1,1,1)=1
et p est nul pour les autre valeurs de n. En défnitive,
1 1 1
P () = 1- — +
ngmﬁ( )J“( ) }\r(p)g j\!(p)S N(p)s

= (1=5) (= 507) 0+ 5+ w0

(1 _ A—l(;)) (1 _ N(l—p)g) = L,(1,Pic(7))"

1 1

e Démontrons assertion (d).Dans ce cas p est ramifié dans I'extension K /k.
Soit P I'idéal au-dessus de p. On note i Papplication N3 — Z définie par

Mais

et

) = nl(p™ 2", 7).
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On a alors
£(0,0,0) =1, p(0,0,2) = -1, u(0,1,1
#(1,1,0) = -1, p(1,1,1) =1, #(0,1,2) = 1.

et les autres valeurs de p sont nulles. Donc

o

Y BN ") = 1

- +
neN N(p)*  N(pp

(- 5t) ()

et le terme de gauche de I’assertion (d) vaut 1+ N_%;J Le terme de droite est obtenu
de la maniere suivante

we(Vy) = / Ni, (1, 21, 22) )Ny (1, 2 + 0y ) )dey duy.
kyxk,

Or une uniformisante pour Kq s'écrit # = o +u avec v € O U{0}. On se ramene
donc a
wy(V,) = / Ne (1,21, 22))Nicy (1, 22 + 1)) deoa.
ky xk,
Soit P € P*F,) et (Tp : T, : T,) des coordonnées homogenes pour le point .

L’entier Np,(zy, 2 + 72() est indépendant des relevés choisis dans k,. On le note

(). On obtient

wy(Vp) = [7I%Y) Z #(P)

(»)? pepr(r,)

1
= 1+ N(p)
N(p)2 PePz?(:F,) N(p)2

9 P#(0:1:0)

N(p)

e L’assertion (e) se démontre comme dans les cas précédants. W

11.6 Enoncé du résultat

Comme dans les cas précédants, on obtient:

Théoréme 11.6.1. Soit V la surface de Del Pezzo oblenue en éclatant les poinls
conjugués (0: 1 :4) et (0:1:—1) sur Ph. Soit U le complémentaire dans V des
diviseurs exceptionnels. Alors

ny (H) ~ Co(V)H log™' H quand H — 400

ouvt=rgPicV =2
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