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Resume

Soit V \IIlC variete de Fano. On pellt construire Sill' V une hauteur cor­
respondatlt a l'opposc du [aisccau calloniqlle. Ponr tout ouvert U dc V, on
note n u(H) le eardinal des points rationncls de U de hau teur inf6rieu re aH.
ß,'lanill a eonjecture que, pour Ull ouvert U convenable, il existe une eonstante
C teIle que

nu(lJ) ,..... CH 10gt-l1/ quand H ---,0 +00

avec t = rg Pie (V). Ce texte donne tout d'abord une expression conjecturale
de la constante C en termes du volume de l'espace adelique associe aV pour
une mesurc de Tamagawa depelldant du choix de la hauteur. Cette expres­
sion est compatible avee les resultats de la methode du cercle ct redollne les
COllstantes obtenues anterieUrenlent par Schanuel POllf l'espacc projectif et
par Franke, Manin et Tsehinkel pour les varietes dc drapeaux genel'alisees
lorsque le groupe est quasi-deploye. La conjeeture ainsi raffinee est ensuite
verifiee pour des varietes de Fano obtcllues cn eclatant des sous-cspaces de
eodimension deux dans P Q.

Abstract

Let V bc a Fano variety and let h be a height on V corresponding to the
inverse of the canonical sheaf. For a.ny open set U of V, let nu(Jl) denote
the numbcr of rational points in U whose height is bounded by 1/. Nlanill
eonjectured that for a small enough U, tllere exists a eOllstant C slleh that

where t = rk Pie V. Thc first aim of this paper is to gi ve a conjectura.1 expres­
sion for the eOllstaut C in terms oI the adelic VOltUHC of V for a Tamagawa
measure corresponding to the chosen height. This expression agrees with the
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Rene-Descartes, 67084 Strasbourg, France

Ma.x-Planck-Institllt für Mathematik, Gottfried-Claren-Straße 2ß, D-53225 Bann, Deutschland.

1



constants cümputed by Schalluel für prüjective spaces and by Franke, tvlanin

and Tschinkel für generalized flag varieties under quasi-split groups and is

compatible with the results of the circle method. "Ve then check the conjec­
ture thus refincd for Fano varietics obtained a,~ the blowing-up of pa,l'ticulal'

subspaces of codimension two in P Q.

Soit \I une variete de Fano teIle que l'oppose du faisceau canonique wv 1 soit
tres anlple. A tou te base de 1'( V, WvI) correspond Ulle hautcur h su I' \I. Pour tout
ouvert U de V, on note

n u (Ir) = # {P E U(I..~ )/ h(P) ::; H}.

rvIanin a conjecture qu'a condition de se l'estreinclt'e a un ouvert suffisalnment petit
U, le cOIllporten1elll asyn1ptotique de ce cardinal est de la [OrIlle

ot. t designe le rang du groupe de Pic<u·d de \I. Il faut noter que Ia constante
qui apparait dans ceUe estill1a.tion depend des choix faits 10rs de la construction
dc la hauteur. Toutcfois iJ est possible de donner une expression conjecturalc de
cette constante. Pour cela, on utilise taut d'abord la correspondance naturelle entre
hauteurs et systeI11eS de Il1etriques sur les fibres canoniques des varietes V X k kv ,

Olt les corps kv sont les cOJl1pl6tes de J.: pour Ies diff9rentes places 11 de k. Un tel
systelne de llletriques perI11et alors de construirc une meSUl'e de Tamagawa sur V qui
genera.lisc Ia. lllesure de Ta.n1agawa usuelle pour Ies groupes algebriques notaI1llllent
decrite dans [\'Ve], ainsi que la I11eSlHe de Leray utilisee dans la 111ethode du cercle
(cf. [Lac]). La cOllstante conjectura.le s'eXpriJlle alors eil termes du non1brc de
Talnagawa correspondant. La conjecture ainsi raffinee est stable par produit de
varietes, I'edonne les constantes obtenues anterieUrelnent par Schauuel pour l'espace
projectif et par Franke, ~1anin et Tshinkel pour les varietes de drapeaux generalisees
lorsque le groupe est quasi-deploye. Elle est egalell1ent c0I11patible avec les resultats
de 10. n1ethode du cercle.

Dans le cas des varietes de drapeaux ou celui des intersections cOlnpletes, le
resultat cst indepencIant dc I 'ou vert choisi. En particulier, on peut pI'cndre U = V.
Cela n'est plus possible lorsque la variete contient des sous-varietes acclllllulatrices.
Les exen1ples les plus sinlplcs de teIles varietes sont obtcHues par 6clatelnent. Tl
BOUS a donc selnble interessant de verifiel' la conjecture de n1anin raffilH~e pour les
surfaces de DeI Pezzo obtenllcs en eclatant UI1, deux ou trois points sur P Qainsi que
pour la variete obtenue eIl 6clatant les sous-espaces de PQd6finis par les equations

Xi = ~V:j = 0 pour i f:. j. .
L'enonce cle la conjecture de Manin est rappele dans la partie 1. L'objet c1e Ia

partie 2 est la construction de Ia constante conjecturale. Dans les parties 3, 4 et 6,
HOUS verifions la c0l11patibilit6 de Ia conjecture raffinee avec les resultats anterieurs.
La partie 5 donne une condition necessaire et sllffisante pour que la conjecture soit
indepcndante de Ia. constructioll de la hauteur. Dans les parties 8 a10 1l0US rnontroIlS
la cOlljecture pour des varietes obtenues par eclatClllent.
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8:3
8.5

Nous COllllnenc;ons par introeluire des notations qui Bont utilisecs clans l'ensenlble
de ce texte.

Notations. Pour tout corps F, on note F une cl6ture algebriql1e clc F.
Pour taut corps de nOlnbres k, Ok (h~signe san anneau des entiers eL Uk le groupe

des l1nites de k. On notera l'Jk l'enselnble des places de k, A1j ,k C Alk l'ensenlble
des ideaux prelniers dc Ok et NJoo,k I 'enselnble des places a I'infini dc k. Pour taut
p E M k , on note kp le corps local corresponclant et I . Ip la nonne associee a p definie
par (cr. [Se2), page 9) :

alt ]J E lV!Q est I'unique place teile quc p I ]J et I . Ip la nornle usuelle. En particulicr
cette nonne n'est pas invariante par extension de corps. Pour tout p E lHj,k' on
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designe pa.r F p le corps resicltlel. Pour tou t 11 E Aloo ,k, on Hote N" = [h~v : R],

1'l,k = #{/I E 1\1oo,k/Nv = I}
r2,k = #{/I E Nloo,k/1Vv = 2}

1'k '1'1,k + '1'7.,k - 1
jVk 1'1,k + 2'1'2,k.

Pour tout v E l\1oo ,k tel que kv ----=4 C, on fixe un tel iS0l110rphis111e. COllllne da.ns

[\Ne], pour tout v E Alk, on nornlalise Ja ll1csure de Haar dx v dc la rnaniere suivante:

- si v E N1J,k, a.lors J dx v = ]
Ok ll

- si kv = R, alors on prend pour dx v Ia lnesure de Lebesgue usuelle.

- si h~v = C, alors on pose dx v = -i dz d'Z = 2 dx dy.

L'entier Wk d6signc le nombre de racines de l'unite clans k, eh Ia valeur absolue
du discrilllinant de k et R k le regulatcul' de k. On note I( Ok) 1e lllonoi'de de~

ideaux non nuls de 0;., P(Ok) le SOtls-lllono'icle des iclcaux principaux non nuls et
hk = # I( 0d/P(Od le nOll1bre de classes c1'ideo.ux. Lorsquc k = Q, il nous arrivera
d'iclentifier I(VQ ) a, N+ = N - {Ol, Si S' est un sous-ensen1blc Hni de 1\1k , on note
V s, l'anneau des S'-entiers.

Le plus souvent nous 0111ettrons J.~ clans ces notations quo.ncl le corps de nOlnbres
est clairen1ent inclique par le contexte.

1.2 Hauteurs associees a un faisceau anlple

Soient k un corps de nombres, V une val'iete sur k, E. un faisceau tres aillpie sur
\I. On choisit (si)ISiSq une base de r(\I,E.). Par hypothese, on a, un plongelnent:

oll f(lI, E.)V designe le dual cle f( \I, E.). Une premiere definition cle la hauteur est
0.101'5 donüee par:

Definition. On definit Ia ha1deurde PE V(k) relativelnent a E. et (sih<i<q par

h(P) = TI SLIp IYi Iv
vElIh ISiSq

ou (Yih~i~q sont des coonJonnees hOlll0gCIlCS pour <I>(P) pour Ia. base (sih~i~q.

Par la fOl"lllUle du produit, cette hautcur est independante du choix des coor­
clonnees hOlllogcncs pour <I>(P). Elle dcpend par contre du corps de base k et de la
base choisie.

Plus generalernent, on peut considcrer les hauteurs definies de la lnaniere sui­

vallte: pour tout 11 E Alk, on se donne une lnetrique ll-ad ique II.llv sur E.. On
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suppose en outre qu 'j I existe une base (s h ... , Sq) de r( \I,.c) teile que pour presque
taut 11 E 111f' pour taut x E \I (k) et taut s E f( \I,.c) teile que s(x) f 0,

( I
Si(x)1 )-1

Ils(x) Ilv = Sl~P -(-)
l$ISq .5 X v

11 faut Hotel' que cette condition est a.lors verifiee pour toute base. Nous appelerons
nletrique adelique un tel systeme de Inetl'iqucs.

Definition. La. huulen.,. d'un point rationnel P de \I relativeIncnt a .c ct au
SystenlC dc lnetriques est donnee pa.r

h(P) = TI Ils(x)II~1
vEMJ;

Oll S est scction de .c non nulle en x. Ce procluit est egalcnlent indepcnclant du choix
de la section. Par abus dc langage, !lOUS appelerons hauleu'l' sur V Ja. donnee cl'un
faisceau tres ampJe .c ct d'une Inetrique aclelique sur .c.

Un exelnple d'un tel sYStenle de lnetriques consiste a prendre

(
Sl~P I*?-I )-1

I $t$q /.I

si 11 E NIl,

Ils(x)llv =

(I~I I~I )-1s(x) v +... + ,,(x) v

La hauteur utilisee dans [Th] correspond acette llletrique.
Un autre exelnple consiste a choisil' une faInillc generatrice finie (Si) 1<i<q de

r(\I,.c) et poser

. I s(x) I. Ils(x)llv = Inf -(-)
l<'<q s· x
'ir~WO t· v

1.3 Sous-varietes accull1ulatrices

Soit [J un sous-espacc constructible cle \I clefini sur k. On note

11.u ( }]) = # {P E U(k) / h(P) ::; I/}

qui cst un nOll1bre fini. On s'interesse au cOIllportelncnt asymptotique dc nu(H)
quand }j tend vers +00. On pose

ßu = lim (log 11. u (H)/ logt /-I)).
H-+oo
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La constante ßu donne la. pllissance de H qui intervient dans nu(H). Un fenne ,F
de V est dit acculllldatcur si et seulen1ent si pour taut ouvert W deF, il existe un
Ollvert U de \I tel que

ßw > ßu.

Cette nation pennet de definir une stratification arithlnetiqlle sur \I qui peut even­
tuellen1ent etre infinie (cf. [Nran]). Il est clair que si I'on a un tel fenne F, le
cOInportelnent aSyIl1ptotique de nv(H) reftete Ia structure de F et non celle de \I.
C'est pourquoi il est plus interessant de se placer, lorsque cela est possible, sur le
COIl1pl6111entaire U des sous-vari6tes accuITIulatrices. C'est ce que nous ferons par la
su i te.

1.4 Enonce de la conjecture de Manin

Dans 10. suite de ce texte, on se placera dans le cas Oll V est une vari6t6 de Fanal
c'est a. elire une vari6L6 projective et lisse clont l'inverse du faisceau cananique wv 1

est an1ple. Pour sin1plifier, je le supposerai tres arnple. Les hautellrs qU'Oll utilisera
deSOrn1ais sont relati ves an faisceau tres alnple Wv 1 •

rvlallin enance alars 10. canjecture suivante (cL en particulier [F ,NI ,T]) :

Conjecture 1.4.1 (Manin) Si V(k) est dense darls \I et si Vi le cO'1rlplCm,ent,airc
dans \I des S01ls-v(fricl,cs acc1l"Tn1l1atricesJ es!. dcfini 8ur A;, alors il eXl:s!.e une con­
st,ante C teile que

n u(11) '" C f1log t
-
11f quand fI ---+ +00

O1it = rg Pie \I.

1.5 Rappel des resultats connus

L'exen1ple le plus silnple de variete cle Fano est P k. Dans ce eas, on a

W v = O( -11. - 1)

ct U = V = P k. Le resultat est eIlt a, Schanuel et s'eerit, en ren1arqllant que 1a
hallteur utilisee iei est 1a. puissa.nee (n +1)-elnc de eelle utilisee da.ns [Sc) :

Theoren1e 1.5.1 (Schanuel [Sc])

n u (lJ) '" eH q'lland 11 --t +00

O'll C est la constant,c donnee par
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Franke, Manin et Tschlnke1 ant delnantre dans [F,M,T] quc la conjecture est
stable par praduit de varietes, cOlnpatible avec les resultats de la I11ethode du cercle
et verifiee par les varietes de drapeaux generalisees de la fOr111e \I = P\G alt Gest
un graupe algebriquc SCl11i-si111plc lineaire et P un sous-graupe pa,rabolique. Dans
le cas Oll G = GLn,k' Thunder a danne dans [Th) une 111ajoration explicite du tcrme
residuel. En ontre Batyrev a annonce avoir delnontre la conjecture dans le cas des
varietes toriques.

Les resultats a l'arigine de ce texte, les thearenles 8.6.1, 9.6.1, 10.6.1 et 11.6.1
sont des verifications de cette cC?njecturc dans le cas Oll V est obtenne eil 6c1atant
certains sous-espaces de codilllension 2 de P'Q. Dans le cas particulier Oll V est
obtenue en eclatant trois points, Batyrev et 11anin avaient denl0ntre le resultat
suivant:

Theorelne 1.5.2 (Batyrev, Manin [B-MD Si k = Q et si U designe le co'mple­
rnentairc des diviseurs except.ionnels sur \I, alors il eX'tste des constantes CI el C2

teiles gue
n (11)

O<C< u <Co
I H log3 H 2

2 Hauteurs et mesures de Tamagawa
sur une variete de Fano

2.1 Expression conjecturale de la constante

Soit k Ull corps de nOlnbres et V une variete de Fano sur k teIle que W VI soit
tres ample. COlllIl1C clans (vVe], Oll introduit l'ensemble fini 5 des places cle 111auvaise
reduction de V identifiee avec son plongell1ent dans Pt. Quitte a, auglnenter 5, V se
releve el1 un sehenla projeetif et lisse V au-dessus de Os. Pour toute algebre A sur

Os: le produit V x Os SpecA cst note VA et pour tout P E Mf - 5, le morphislne de
Frobenius gCOInetriquc d6fini sur Pic Vp est designe par Frp • On pose V = \I Xk k.,
Le tenne JocaJ de la [onetioH L associee a, Pic V est alors defin i par:

- 1
L (s Pic 11) = ------------

P , Det(l - lV(p)-~Frp I Pie VF" (2) Q),
cL Ia. fonetion L s globale est donnee pa.r 1e produit elll6rien

Ls{s, Pic \I) = rr Lp(s, Pic V).
pEAJJ-S

Lenlnle 2.1.1. Le p"l"oduit eulcn:en

TI Lp(s, Pic V)
pEMJ-S

converge absolurnen/. POU1' Re s > 1 ei la Jonclion Ls (s, Pic V) se prolonge en une
fonetio'n 'me'l'on~orphe sur C. Celte Jonclion a un pole d'ordTet = rg Pic V en 1.

8



Denl0nstration. Seit Q 1e graupe de Galois de k sur k. La suite exactc (1.5.0)
dans [C- T ,S] faurni t la sui te exaete

o--t Pie V --t (Pie V)Y --t 81'( h~).

Le graupe Br( h~) etant de torsion

l = rg Pie V = rg (Pie V)o.

01' il existe une extension finie de k seindant l'aetion de Q sur Pie \I. En tant que
Q-nl0dule, (Pie \I) 0 C se decolnpose dOlle sous la fonne

Pie V 0 C -.:. (( Pie V)" 0 C) EIl EB A1i
iE!

Oll les lvIi sont des representations irr6duetibles de 9 sur C. Soit J{ une extension
galoisienne de k scindant I'aetion de Q sur PieV. Soit

POUl' taut p E A11 - 5', la sn bstitution dc Frobeni us eorrespondant aun ideal pl'eIl1ier
liJ au-dessus de pest netec (1iJ,.!(/ h~) (cf. [SeI] 1.8) et

1
Lp(s, 'l1i ) = -De-t-(l---l\-r(-p-)--~(-'iJ-,J-{j-k-)I-N'-i)

La. fonetion L d'Artin assoeiee a 111i est alol's definie par le produit eult3rien

Ls,(s, A1d= TI Lp(S,i\1i ).

PElLIf-S'

On a alors la relation

Ls'(s, Pie \I) = (k,S'(S)t TI Ls'(s, A1i )

iEJ

D'apres [Arti], theorenle 7, les produits euleriens Ls, (s, Mi) convergent POUI" Re s > 1
el les fonctions Lobtenues se prolongent en des fonetions 11lerOiTIOrphes qui sont
entiel'es au voisinage de 1. •

Par ailleurs, la densite loeale en p E i\11 - 5 est definie COlllme:

( !)_ #V(Fp)
dp \ - N(p)dim(V)'

Fixons une lnetrique adelique (11.llv)lIEMk sur wv 1 et Dotans h la hauteul' cor1'e­
spondante. On va alors definir pour tout v E l..1k une meSUl'e W lI sur V(k ll ) d'une
lllaniere analague a, eelle utilisee dans [\Ve]. Soient Xl, X2,' .• , X n des coa1'cIonnees
loeales en x E V. Ces coordonnees definissent Ull lTIo1'phis1l1C de vari6t6s J cl'un

9



ouvert U de Vv = v X kv dans A k et induisent un h0I1H§0l110rphisI11e d'un ouvcrt i,V
POtll' la topologic v-adique c1c \I(kv ) Stil' f (vV) et tln Illorphisrne dc faiseeaux

et done

w(f) : .r*WA~/k ---+ wu/,,'

Stlr Hila n1estlre W v est definie par la relation

Oll dXi,v est la Inestlre de Haar nornlalisce comnlC ei-clessus. En partieulier si la
Inetrique pour IJ est definic par une base (sih<i<q dc r(V,wvl ), alors

Ces I11eSUres loeales se reeollent. En effet, soient XI,"" X n eL x;, ... ,x~ deux
sysU~n1es de coordonlH~es cl6finis sur un rnen1c oUVCI'L ~/V ct correspondant respcc­
ti vcrnent a f et .r'. 11 existc un CW diffcol110rphisl11C

4> : f(H/) ~ f'(H/)

tel que /' = 1JoJ. On a alors la relation

t )-1 ( 8 8 ) -I 8 8w(1J -8' /\ ... /\ 8 ., = Jaex (1J) -8 1\ ... /\ -8' .
Xl X n Xl X n

On obtient done

La fOl'ffiule dx;,v ... dx~,v = I.Jaex1>lvdxl,v' .. dxn,v se dcrnontrant e01l1Il1e dans [\Ve].
Pour tout v E kh, on posc

A
v

= { Lv~ s, Pie \I) si v E 1\1J - S
1 Slnon.

La n1esure de Talnagawa correspondallt a, h et S' cst alors definie e01l1lne
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La constante

Olt t = dilll Pic \I lIe d6pend plus du choix fait pour S. Cependant, COllll11e le fait

remarquel' Swinncrton-Dyer dans Ic cas d'une surfacc cubique ([8-D]), la constante
C qui apparait est liee en general au problel11e cle l'approxill1ation faible pour la
va,riete \I. Bien que cda n'intervienne pas dans les eas que IlOUS eOIlsidererons, nous
pOSCl'ons clone

Oll \I(k;) clesigne j'aclhercnce de \I(k) dans V(A k ).

Lenlille 2.1.2. Pour presque tout, p E Nlb

Denlonstration. Soit (51, ... lSq) une base de r(V, wv l
). 11 suffit de dCl110ntrer

que la rornlule es1. vra.ic pour presque t.out les p tels que

I . I s(x) I
I1 s(x) 1 p = 1~;fq .5. (x) .

';(X):;iO' p

01" pour presque taut p E 1\11, V(C.\) = \I(kp ) puisque \I est cornplete. L'integrale
peut done sc tnettre sous la fonne:

POUl' taut p rt 5, wv l cst tres anlplc. Fixans done un p rt 5 verifiant les eonditions
F,

ei-desslls. Soit a E \lp • On considere des coordonnces loeales Xl, ... , X n sur un ouvert
IV :> {x =a (p)}. On note f le 1110rphislne corresponclant et

ComnlC Will est trcs aillple, POtl!' taut :z: E IV, on a la relation
F,

(Yi(x), 1 ::; 'i::; Cf) = C\.

Done J wp = J dXI,p dX2,p •.• dxn,p = JV(p)- rum v. •
x;a (p) x;a (p)
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Ren1arque.
le produit

Le ehoix des eoeffieients Ap = Lp(l, Pie \I) pour rend1'e eonvergent

II dp ( \I)

pEMj-S Lp(l, Pie \I)

est inspirc cle l'a1'ticle clc Bloch (cf. [BI], p. 69). On peut l'intcrpr6ter de 130 Ina.niere
suivante. Pa.r Ia. fOrInu1e de Lefsehetz (cL [Se3]), on a, si p E 1\1f - S et si lest un
nOInbre pl'elnier ne divisant pas 1V(p),

Notons n = dilll \I. La. vari6t6 Vi', etant lisse, on a, un iSOIl1orphislne:

COlllllle ~ est projeetive, r(VF ,0\-1= )'" = F:. Par ailleurs, Vi' etant de Fano,
P , F, P

Pic (VF ) ...:.. NS(VF ) et Pic (Vp ) est sans torsion. En outre, Br(V-F ) est de torsion.
, ,p p

La suite exaete

fournit done
jJJt(VF ,Ql) = 0,
Pic (Vp) 0 Ql "':"1J~t(VF" Ql( 1)).

Par dualite de Poineal'c (cf. [Mi], corollaire VI.11.2) on eIl d6duit que

Par consequent,

01', d'apres Ia. conjecture dc \,Vei1 sur les valeurs propres eies endo1110rphismes de
Frobenius (cL [De] theorCIllc 1.6),

On obticnt done que

12



Par eonsequent, le produit
II dp ( \I)

PEMJ-S L p(l, Pie V)

eonverge. C01l1111e Pa indiqu6 Swinncl'ton-Dycr dans [S-D], on pourrait done aussi
utiliser la serie L assoeiee a JJ;t(V, Qt( 1)) qlli presente 1'avantage de pouvoir etre
definie en toutes les plaees et verifie des equations fonetionnelles. Cependant, dans
les del110nstrations dc ce texte, les tcnnes correetcurs appal'aissent direetclnent
C0l11111e valcurs de Ia fonetion L assoeiee au groupe de Pieal'd et e'est pour cette
raison que nous avons utilisee cette definition de la lnesure de T'alnagawa"

Soit t lc rang du groupe de Pical'd de \I. L'ilnage de Pie \I dans Pie \I c:9 Rest
un rcseau. Le groupe At(Pic \I 0 R) contient done un generateur eanonique et on
obtient un iSOll1orphisille

Par consequcnt un elenlelü x de Pie V definit une 11lesure 8x sur

On eonvient que si l = 1 et si x est un genera.tcur de Pie \I, alors pour tout ,\ E R

On note C:rr( \I) I'enselnble des y E (Pie \I es> R)V tels que pour tout diviseur effectif
D de V on ait

y([JJ]) > O.

Definition. Avec lcs notations ci-dcssus, on pose

et

2.2 La conjecture de Manin raffinee

Les differents exemples dormes dans 10. suite dc ce textc verifient la fOrInule
suivante:

FOrIuule elupirique 2.2.1. On snppose que \I(k) es!, dense dans V cl que le crnn­

plbnentai'l'e U des sous-varictes acc'nm:ulatrices est defini sur k. Alors

ou t = rgPic V.

13



11 serait sans doute prelnatUl'e de conjecturel' cette forn1ltle dans le cas general.
Il parait rclativelnent plus raisonnablc d'cnoncel' la conjecturc suivante.

Conjecture 2.2.2. Si V( k) esl dense dans V et si U le c01nplbnentaiTe dans V des
so'us-variClcs acc'mnulatrices es!, defini sur k J alo1'8 il existe une constante a( V) E Q*
lelle que pour loute rnetrique 8U1' wv1

nu (f1) r"V a( V)Th(V)JJ logt-l H qlland H ~ +00

0'I1. -t = rg Pic V.

2.3 Presentation des resultats

Les principaux resultats dc ce texte sont les suivants:

- La [onnule 2.2.1 est stable par produit de varietes (corollaire 3.3).

- Elle co'incide avcc les resultats de Schanuel et de Franke, Manin cl, Tschinke1
pour les varietes de drapeaux generalisees (theOrel11eS 6.1.1 et 6.2.2) si lc groupe est
quasi-deploye sur k.

- Elle cst c0l11patible avec les resultats de la nIethode du cercle (proposition 4.2.1).

- Elle est egalernent verifiee par les surfaces de DeI pezzo obtenues en 6clatant UIl,

deux ou trois points rationnels en position generaJe sur P Q(theoren1es 8.6.1, 9.6.1
et 10.6.1), par celle obtenlle en eclatant le O-cyc1e D = (0 : 1 : i) + (0 : 1 : -'i)
sur Pb (theorerne 11.6.1) ainsi que par la variete de Fano obteHue en ec1atant les
sous-espaces de P Qdefinis par Xi = ~)(j = 0 pour 'l =I j (theorcrne 8.6.1). En outre,
la plus grande partie des dell1onstrations des theorelnes 8.6.1, 9.6.1, 10.6.1 et 11.6.1
se generalisent a 1111 corps de non1bres qllc1conquc.

Dans les differents resultats ci-dessus Ia. fOrl11ltle cst verifiee pour des luetriques
particulieres sur wv l

. L'objet de la partie 5 est de donner une condition necessaire
eL suffisa,nte pour que la constante 0'(\1) soit independantc de Ja 111etriqlle. Cette
condition est verifiec pa.r les vaI'ietes de drapeaux gen6ralisees si le groupc est quasi­
deploye (proposition 6.2.13). Par consequent: la fOl"ll1ule 2.2.1 est vaJable POUf ces
varietes independanlI11elIt du choix de la 111etrique.

3 Compatibilite de la conjecture avec
le produit de varietes

Nous allons maintcnant dcrl10ntrer qlle 180 conjectllre 2.2.1 est c0111patible avec le
produit de varietes.

Proposi tion 3.1. Si VI el. \12 sont des van:eles de Fano leI/es que Vi X \12 ( k) =I 0,
11. 1 et h2 des hau/.e·fl'rs 8ur \11 cl. V2 respediven~ent.J II = rg Pic V. et t 2 = rg Pie \12 ,

alors
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Lenl11le 3.2.

Delllonstration. D'apres le theOrel11e d'annulation cle Kodaira, on a

En partieulier, 1I 1(VI, CJV"l) = {O}. DOlle, cl 'a,pres [Ha] (exereiee 3.12.6), on obtient
un iS0l110rphisllle:

Pie 111 X Pie V2 ----t Pie (VI X V2 )

(LI, L2) ~ Ll[8]L2 = 7r~Ll 07r;L2.

En outre, eOlnl11C VI x V2 ( h~) f:. 0, L] [8]L2 possede une seetion si et seuIelllent si LI
et L2 en ont une. Si on note Ccrr(V) Ie cane des classes de diviseurs effeetifs dans
Pic V, I'isomorphislne ei-desslis induit done une bijeetion

Enfin, eOlllTIle V1 et 'J2 sont non singuliercs, on a, d'aprcs [Ha] (page 187), Ja, relation

eL la Inetrique sur w y-
1

Ir est 1e produit des Inetriques induites.
1 )( ~2

Avee les notations de la fin de 1a partie 2,

Mais

2

H(wV1.Wv. 1)(I) = {(u, v) E TI (Pic (\~) 0 R)V/U(W~l) + V(W~21) = 1}.
1 2 i=l

II en resuIte quc

ce qui lllontre Ia fonnlile. •
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Den10nstration de la proposition 3.1. COlnme \11 x 1I2(k) = V1(k) x \l2(k),
on obtient que Thth2(Vl X V2) = Thl(\!;)rh2(1I2), ce qui InOIlLre la proposition.•

Corollaire 3.3. Si VI et \12 sont des varietes de Fano eJ, si POU1' 'i = 1,2 le co'mple­
rnentai'1'e Vi des sous-varietes accunl1tlatrices verifie

o'U ti = rg Pie Vi J alors

D en10nstrat ion.
[F,M,T].•

Ceci resulte de la proposition 3.1 et de la proposition 2 de

4 Le cas des intersections completes non singulieres

4.1 Domaine fondanlental pour l'action des unites

Nous allons 1naintenant exprinler la compatibilite de la consiante definie dans la
partie 2 a,vec celle qui sera,it, obtenue par la 111cLhode du cercle.

SoiL W C A k+1
- {O} une intersection cOlnplete non singuliere donnee par les

equations
fi(xo,· .. ,xn ) = 0

OU fi est une fonne homogene cle clegre di pour 1 ~ i ~ n1. Soit

1T • A n+1 - {O} -+ pn. k k

la projcction canonique. Soit V l'inlage de ltV par 1T. On fait les hypotheses suiv­
antes:

- V verifie I'approxilnation faible, i.e. V(h-:) est clense dans V(A k ).

m

- cl irn V ~ 3 et n + 1 > L di .
i=1

m

Alors V est une variete de Fano. En effet W.yl = Ov(n + 1 - L di ). On pose
i=l

m

8 = n +1 - L di > O.
i=l

Soit (sd1 <i<q une fa,lnille generairice finie cle r( V, W.yl) et (yi) 1<i<q les fonctions
honl0gEme~de degre 8 correspondanL a.ux Si. La hauteur 11. correspo~(lante est donnee

par
vx E "11 ( k), h(7r ( X )) = TI sup I}~ (x) Iv .

vEAh l:SiSq
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Afin de SiInplifier la deInonstration, nous prendrons COIl1me polynon1cs (Y'i)l$i$q les
1110nCHl1eS de eIegre 8.

Le problell1c est que 130 InethoeIe du cercle donne des resultats sur le cone H~

3olors qu'ici on se place StH \I. L'objet eIes notations qui suivent est de trouver un
systen1e de representants eIe V dans vV. COIll11le dans [Sc] on definit un domaine
fondanlental sous l'action des unites de 130 Inaniere suivante: soit logh l'application
d6finie par

logh: n vV(kv ) -+
vEMoo

D'apres le th60reIne des unites, Ie I110rphisIne canonique

p: Uk -+ n R
vEMoo

u 1-+ (log 11L1~)vEMoo

a pour noyau le groupe J-loo(h~) des racines de l'unite dans k eL pour ilnage un reseau
L de rang l' dans l'hyperplan P d6fini par L Yv = O. En outre, ce reseau etant

vEMoo

1'il11age du reseau usuel par 8leI, Det L = 8T R. L'application 10gh est cOIllpatible
avec l'action des unites qui agissent de Illanicre diagonale sur n k~l+l et par

vEMoo
l'internlediaire de p sur n R. On projette RTI+rz sur P selon (lVv)vEMoo

vEMoo

pr: RTI+rz -t P

(Yv)vEMoo 1-+ (Yv -!ff L Y>..)vEMoo ·
>"EMoo

On choisit Ul1 ... 'UT une base de L. Soit (u;) 1$i$T la base duale. On pose

F = {y E R T
1+

r
Z /0 ::; u;(pr(y)) < I}

ct

LenlIl1e 4.1.1 (Schanuel [Sc]) L -'ensetnble D..h verifie:

(i) ßh est stahle sous Iloo(k)J

(ii) Vu E U,k - J-loo(k), Ußh nßh = 0,

(iii) U utlh = rr Hl(h:v )'

uEUk vEMoo
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Pour tout x E (Ak )n+l, on note

eL Xoo = (X v )vEA1co ' Pour tout b E I(CJ k ), soit <I>b,H : Hf(A k ) -t R la fonction
caracteristique des x E Hf(Ad teIs que

Soit j : Hf(h:) -t ~'V(Ak) l'application naturelle. La Inethode du cercle donne alors
unc 111ajoration du tennc Rb defiJli pa.r la rela.tion

L <P b,l/(x) = J IDb,u(X)WHL(X) + H.b(H)
xEl1'(k) l1'(Akl

Olt WHL est la, rornlc de Leray sur H1(Ak) definie par VJn~m+l n wL ,,,,, Oll la [Orllle
d vEMk

locale wL ,,,, est caracterisee par la relation:

f : Ak+! -t Ar designant le Inorphis111e deflni par les .ri'

4.2 Conlpatibilite de la conjecture avec la methode du cercle

On note Il : I( eh) -t Z la. fonction de 111Öbius.

Proposition 4.2.1. (a) L'cntic'l' n v ( H) vC1'ific:

n,,(H) = ,~ L L Il(b) L <POb,HN(o)'(X),
aEI(Ok)/P(Od bEI(Ok) xEW(k)

(b) On a la relation:

ReIl1arque. La lnethode du cercle, lorsqu 'elle s'applique fournit done une ll1ajo-
ration cle Inv(.H) - Ch(\I)HI.
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Denlonstration .

• Nous allans taut d'ahord dClllontrcr l'assertion (a) de Ia proposition: on a
la relation

ou

La fonnule cl 'inversion de fvlöbius pcnnet a.lors de passer de la relation

(xo, ... ,:C n ) = a

a Ia relation

donnant l'egalite

n~1".(H) = L Il(b) L ePab,HN(Q)fi(X).•
bET(Od xEW(k)

• Nous aJlons 111aintenant dClnontrer la clel1xiclne assertion de Ia. proposition
4.2.1. Celle-ci decouIc des Ie111111eS qui sulvent.

Soit f : Ak~l --+ Ai: l'application incll1ite par les Ii et !Lv : k~+l --+ R l'applica­
tion clefinie par

Soit Vo l'ol1vert de V(kv ) defini par Xo f:. O. Soit VI un ouvert pour la topologie
v-adique contcnu da.ns Va sur leque1 xI,' .. ,:l:n-m definit un sytellle de coorclonnees.
En tout point x E pn(kv) tel que Xo = 1, f induit unc application

Ix : Am
klJ

(Yi)lSiSm

Len1l11e 4.2.2. SUT / 'ouveTl Vi

1
W v = ---------:~--dxl v ' . ,dxn- mv

hv (p-l(x))I·Jacofp- 1xlv' ,

ou pest t-'applica[ion \1} --+ Ak;:-m.
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Delnonstration. RappeIons tout d'abord la construetion de l'isolll0rphisIne

Soit Uo l'ouvert de P klJ defini par Xo =f; O. On a une suite exaete:

Done si 9 E ['( \I, Gv (8)), gest donnc par un polynome hOIl1ogene de degrc 8 et
l'elell1ent assoeie 0 E r(VoJ wv1

) cst defini par la relation suivante: pour tout x =
(1: Xl, ... : In) E Va tel que g(x) =I 0,

Oll ev est la seetion de WIJ duale de O. Pour tout X E \10 , on a alors

La seetion tW(p)-I (-a8 A ...A~) de wv 1 correspond done a une fonction ra-
Xt VX n - rn

tionnelle hOll10gene 9 tel que, pour tout x = (I, XI, . .. ,xn ) EVa,

La fonetion definie par

g(x) = (Jacoix) -I

eonvient done. Le lenlnle s'en decIuit direetelnent. •

Lelll111e 4.2.3. Soien! P E 1\1J, 9 et. h deux fonct.ions positives el Ioea/e'ment cons­
tantes sur k;+l - {O} teiles que

VA E kp : Vx E k;+I, g(AX) = IA1~g(x) cf h(AX) = lAI~h(x)

OU P cf, q sonf des entie1's leis que p + q = 11. + 1. On suppose en outre que pour lout
x E k~l+1 - {OL il eXl:ste A E kp tel que h(x) = IAlg. Soi/, U1 ·un ouved de pn(k~p)

pour lu topologie v-adique eontenu dans l'o1lvert, Xo f 0 et SU1' lequel gh ne s 'annule
pas. On note CUI le cone au-dessus de VI. On a alo'l's la 'relation
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Denlonstration. 11 suffit de montrer le resultat POUI' un OllVCl·t U1 Oll les fonctions

g(l,Xl"" ,xn ) ct h(l,XI,'" ,xn ) sont constantes. On peut cgalenlent supposer que
VI est de la fonne B(Po, E) pour un Po E Uo et un EE R+. On se ralnene alors a
9 = 1 sur UI • C0111n1e h verifie la. condition

on peut egaletnent se ratnener a, a. h = 1 sur VI' On peut ensuite supposer E = 1
et Po = (1 : 0 : ... : 0). On obtient que le resultat du lenlnle vaut a, une constantc
Inllltiplicative fixe pres. La valeur dc 180 constante est alors obtenue en calculant les
dellx ternles pour U1 C Ak~1 X A~:q+l defini par lXi - 11 < 1 si i ~ Cf,

I - 1 ·Iq t - 1 In-q+l1, - SUP x. p e 9 - sup Xi P
0:Si:Sq-1 q:Si:Sn

Pour ce faire, il suffit de constatcr que, apres s'ctre ranlene a, Cf = n + 1, I'integrale
n

de droite est, d'apres le leJ11nle 2.1.2, dp(Pk ) = L N{1 )' tandis que l'integrale cle
, i:;;:o p

ga.uche vaut 1. •

LenlIlle 4.2.4. Soit p E 1\'11 , POHr lOHt x E Hf(kp)J not.ons

Alors

DeIllonstration. Ce leJ11Dle n~sulte du lel11111e 4.2.2 ct du lelTIlllC 4.2.3 que I'on

applique avcc 9 = IJacolp-1 (x) Ip qu i, vue COII1me fonction eil les coordonnees ho-
rn

J110genes, verifie 1'equation du lenllne 4.2.3 avec P = L (di - 1). En effet la mesure
i:;;:1

de Leray est definie 10caJenlent par

Lelllllle 4.2.5.
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Den10nstration. 11 suffit de lnontrer le resultat analogue pour un ouvert VI pour
le produit des topologies v-adiques sur lequcl Xl,v,' _: Xn-m,v definissent 1In syst.Em1e
de coorclonnees. Oll note C VI le cone au-dessus de VI- Par definition dc la 111eSUre
dc Lcray, le mel11bre de gauche s'ccrit

Oll VI designe l'ensclnble des x E CVI tels quc

Notons AIR = {v E !l100 /1Vv = I} ct Me = {lI E Moo/Nv = 2}. Pour tout v E Me,
on lltilise des coorclollnees polail'es pour XO,v' On note

{,: TI R+ x RN!, rum V --t TI k~im V +1

vEMoo vEMoo

le procluit des a,pplications definics par

I,v : R+ X RN!, dim V --t

(xo, (Xj 1) l$i$tlim v) f---+
, 199

kdim \'+1
/,I

(Xo, (x j,1 + ix j,2)1 <j<dim \' )

si 1V/,I = 2 et cle 111a.niere sinlilairc si lI E M R . On obtient alol'8

Olt V2 clesigne l'ensclllble des ~z; E TI R+ X RNv dim V tels que
/,IEMoo

On fait alo1's le changenlent de variables

POUI' v E A100

pour v E 1\100 ct 1 .::; j .::; !'lv dinl V.
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La Jaeobicnnc est le produit POUl' lJ E lvloo des d6tcl'nlinants suivants :

En utilisant lc lell1I11e 4.2.2 et lc fait que la fonetion x 1----7 IJ aCO!p-l dx) Iv cst h01nogene
m

de degre N v L (d i - I), on obticnt
i=l

Jn UIJ:5 l

IJEMco
(Io~ UIJ )IJEMco EF

On fait alors le ehangernent dc varia.bles Wo = n Vv et Wi = ur (pr(v)) si 1 ::; ·i ::; r
vEll/00

Oll Ui designe la base du reseau L introduite dans la pcu,tic 4,1. COlnmc dans [Sc],
on en deduit que

La fonnule de Dirichlet 1110ntrc alors le resultat. •

Lenll11e 4.2.6.

DelTIOnstration. Cor11111e dilll \I 2:: :3, le theorenlc de Lefsehctz (cf. [SG A2]
expose XII) inlplique que Pie \I ~ ZOv(l). 01' wy1 = Ov(8). On obticnt done
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Denlonstration de I'assertion (b) de la proposition 4.2.1. D'apres ce qui
preecde, Pie V ....:.,. Z. Les lell1mes 4.2.4 et 4.2.5 ilnpliquent dane que

Le tenne de gauche dans I'assertion (b) de la proposition 4.2.1 s'eel'it clone

En appliquant le theorenle 1 de (Bi], on obtient le corollaire suivant :

Corollaire 4.2.7. 51: cll = ... = dm = d ~ 2) k = Q, si n > 2d
-

11n(111. + 1)(d - 1)
et s'i 11. es" defini par une fanülle gencnLl'l'ice (Si)l<i<q de f(V,wv 1

) /-elle que les Si

corresponderd ades nunLomes 111i de dcgrc 8 avec M~ = Xf POU1' 0 ::; i ::; n alo1's

Denl0nstration. C0111111e k = Q, on a 6 h = n vV(kv )' En outre, on a
vEM=

suppose que les 12 + 1 pl'elnieres seetions de la fanlilIe chaisie sont induites par les
I110nOllles x1. On peut done appliquer le theorClne 1 de [Bi] POUI" obtenil' que

avec des canstantes C ct E stricteInent positives. Par consequent

Soit g(13,n) = R(n)(J3S). On deeluit du IClll1lle 12 dc [Sc] que

2:: Il(n)g(J3, n) = O(Bs- C
). •

nEN+
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5 Independance vis-a-vis de la construction de la hauteur

On note V une va1'i6t6 de Fano telle que Wv 1 soit t1'es all1ple. Les hauteurs eotlsiderees
ici sont deflnies par des Systen1eS de ll1etriques relatifs au faisceau wv1

. On reprend
les notations de la partie 2.

Definition. On fixe un ouvcrt U de V. Pour toute hauteur h sur \I et tout
ouvert Hf de V(A k ) on note

On dira Cju'un ouvert ~V de \I(Ak ) est bon si et seu1cn1ent si il existe une hauteur
h SUl' \I telle que wh,s(ilvV) = O. Cette eondition est alo1'8 verifiee POUI' taute
hauteur h.

On di t a.lors que les points rationnels de \I sont equidistri bues sur U ou que V
verifie 1a, propriete (Eu) si et seule1nent si il existe un choix de la hauteur h sur V
tel que POUI' tout bon ouvert ~V de U(A,,J

Ren1arques.

nh,l1' ()))

nu(H)
H

Wh,s(V(k) nH/)
---+

wh,s(V(k))
---+ +00

(1) 11 est c1ai l' que si \I eontient des sous-varietes aeetlll1ulatriccs o.lors \I ne verifie
pas (Ev ). La question de sa.voir si (Eu) est verifiee n 'est en fait pertinente que
si U est inclu dans le eOIl1plen1entaire des sous-vari6tes accul11ulatriccs. C'est
ce quc l'on suppose par la suite.

(2) La raison POUI' laquelle on ne eonsidere que les bons ouverts est que 130 condition
ne peut etre verifiec par tout les ouverts l'V. En effet soit Va E 11100 , L'enselnble
\I (k) etant denOll1bl'ablc, wvo (V (k)) = O. 01' 10. 111eSUre W1IQ est reguliere. Pour
taut t E R+, il existe done un ouvert 1-\lvo de \I(k1lQ) tel que V(k) C Hl11Q et
w1IQ(Hl11Q) < E. Prenons lV = H/vo x n V(kv ). On obtient que

..,e/d }.;
..,'jl!vo

1113018

Proposition 5.1. (a) La pTop7'iete (Ev ) est co-mpatible avcc les 'resultats de la
rnet.hode du cCTcle au sens de la j)'l'oposition 4.2.1.
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(b) Si V verifie (Eu) pour une hautenr h alors, PO'U1' loute Jortetion conbnue f
S'U1' V(Ak)J on a

L J(x) f JWh,S
li 111 ...;,..{X_E_U_(k_·),_h.;...(x....;l=5;;;...f_l}__ = _V_{k_·)-=="...-

H-+oo n u (/-I) Wh,S(V(h~))

(c) Si V verifie (Eu) et, la formule 2.2.1 pour une Tf1.C'Ine hauleur 11" a/~rs elle les
verifie ]Jour loute hauteu.,. relative au Jaisceau wv1

•

(cl) Si \I verifie la conjeet.ure de 1\1anin raffinee, alol's elle veriJie la projlTiete (Eu)
DU U designe le co'mple1nenlfdre des sous-va7'ietes accu'mnlat..,.ices.

Relnarque. On verra par la suite que la propriete (Ev ) est vCl'ifiee par les varietes
de drapeaux gellcl'alisees lorsque le groupe est quasi-(h~ploye.

Denlonstration de la proposition.

• L'assertion (a) se deIllontre con11ne la proposition 4.2.1. En effet, les
denl011strations des lemnlcs 4.2.3 ct 4.2.5 Inontl'ent quc si gest de Ia rOt'Ille TI 9/.1

lIESI

pour un enselllble fini 5' de placcs de 1.: ct 911 des fonetions eontinues sur \I( l.~lI),

alors, avce les notations dc la partie 4, on a

01' si 0 est un bon ouvert de V(Ak), alors il existe une suite d'applieations (gi)iEN
de Ia fonne ei-dessus teiles que

J IXo - 9j IW h,0 -t 0
\'(Ak )

l -t +00

ee qui in1plique l'analogue de l'assertion (b) de la proposition 4.2.1 pour Pouvert. O.
L'analoguc de l'assertioll (a), e'est a di1'e

se deIllontre exactenlent eonl111e dans la partie 4 .

• DelllontrOns I'assertion (b). Elle est verifiee par les fonetions caraeteris­
tiques des bons ouverts de V(Ad et done par toute cOlnbinaison lineaire de telles
fonctions. 01' les bons ouverts fonnent une base de la topologie de V(Ad qui est
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cOlnpact. On peut donc approcher f de Inallicrc uniformc par des applications de
Ia forme L AO\'w. Oll lcs ~Vi sont clc bons ouverts de V(A k ).

iEI I

• Pour denl0nlrer (c), on constate tout d'abord que pour toute hauteur 11,',

la fonctioll :' est bien d6finie sur V(Ad. EIl outre

~ = rr h2 ,v

11.' vES
'

h1,v

Oll S' est LUl enselnble fini de places. Par consequent ;, est continue et partout
non nulle. Si V verific (.Eu ), alors pour toute [onction caracteristiqlle Xw cl 'un bon
ouvert IV clc \I(A k ), on a,

# {x E U(k) / 11. (x) ~ Xw 11}

nu(lJ)

Cette relation est egalcnlent vraie pour une cOlnbinaison Iineaire cle teIles fonctions.
On approche alors f; de 111aniere unifonne C11 utilisant le fait quc

# {x E U(k) / 11 ~ h. (x) ~ 11 (1 + t:)}
nu(H)

--+ E.

11 -+ +00

• D6nl0ntrons maintenant I'assertion (cl). On fixc une hautcul" 11. sur \I. Nous
allons denlontrer I'assertion (Eu) pour h. On lnontre tout d'abord le resultat pour
un ouvert 6lclnentaire IV de V(Ad, c'est a, elire de la [orll1e Hf = n H/v OU,

vEMk

qllel que soit 1/ E lvh, wv(ovVv ) = 0 et, pour presque tout v E ft.1 k , Hlv = \lv(kv )'

On note Sw 1'ensc111blc eies placcs tellcs quc ~Vv #- \Iv (kv)' Soit c E]O, 1]. COllllne
wv ( OHlv ) = 0 pour tout v E 8w il existe dcs fonctions continues Iv et gv de \I (kv )

clans R+ teIles que

On pose 'I} = ~ et

.lv = (1 - l/)/v + 1) ct 9v = (1 - l})gv + 1)

si v E Sw ct lv = 9v = 1 sinon. On definit alors f = n lv et 9 = n 9v. Alor8
vEMk vEAh

7el ~ sont des hauteur8 sur V et, par hypothese, on ales equivaJences

{ / 11. }' J t 1# x E U(k) 7(x) ~ H '" Co_ f Wh,S JJ log - IJ

V(k)
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et
h J t 1#{xEU(k)J-(x):::;H}",Co gWh,s111og- ,H.
g -

l'(k)

Co
lin1(S - l)tLs(s, Pie \I) E Q.
8-1

On obtient done

Wh,s(V(k))
--+ +00

• #{x E U(k)jh(x) :::; Hf(x)}
--+

# {x E U (k)JhCe) :::; 11}
11

elan a une lilnite analogue pour g. Il existe doncHo tel que pour taut H > Ho on
a.it

01'
# {x E U(k) j h(x) :::; 1711}

n
u

(H ) --+ 17·

J1 --+ +00
Done, pour 11 assez grand,

J
!

.--J
, 1
\

\

#{;-,; E U(k)jh(x) :::; Xw(x)H}
nu(H)

J XwWh,s
V(k) E c< 2- + 2-.
wh,s(\I(k)) - 4 4- \

On en deduit alors que pour taut W C \I(Ak ) appartcnant a, l'algebre de Baale
engendree par les ouverts elelnentaires

Wh,s(\I(k))
11 --+ +00

Le cas general s'obtient en construisant pour taut bon ouvert Hf de U(Ak ) et taut
€ E R+. des elen1ents HI' ct I'V" de cette algebre teIs qll 'on ait les relations

V I < V < V IJ et Wh S (H/" - H/') < €.1\ ~v 1\ W A ~v ,

La, encore on utilise le fait que Wh,S( 811/ ) = O. •
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6 Compatibilite de la conjecture avec les resultats
de Schanuel, Franke, Manin et Tschinkel

6.1 Le cas de l'espace projectif

Nous allons lnaintenant verifier que Ch(P k) coi'ncide avee la constante obtenue
par Sehanuel.

Proposition 6.1.1.

Rell1arque. Ce resultat d6coulc egalenlent du eorollaire 6.2.16. Toutefois nous
en donnons iei une dcrnonstration direete.

Den10nstration. Grit,ce a, la fonnule de Dirichlet, on peut reecrire CSeh(Pk) sous
la fonne:

C (pn) (1' ( 1)/()) 1 (2
rt

(21r Y2 )n( +1)rt+r2-1
Seh k = 1m S - "':,k S I ( ) r; 11. •

s-l "':,k n+1 yd

Mais, par definition de la fonction (k, on a la relation:

1

Calculons lllaintenant la vohllne a, I'infini de Pt correspondant a notre choix de la
hauteur. Dans le cas alt kv = R,

et, dans le cas Oll kv = C, en renlarquant que, avec nos notations, I . Iv=1 . 12 :

o::;O;5.2ll" pour 15.i5.n
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En faisant le ehangelllent de variables 1li = r;, on obtient que

En definitive la constante C s'ecrit:

l n wv(P ky ) 1 (pn)
Cf - __ VEA1= (1' ( )L( p' p n

)) TI C p k
- 1III S - 1 S, I C I (' n)

11. + 1 Jdn ,,-1 pEM
k

L p 1, PIC PI

ce qui est 10. constante rechcrchee. •

6.2 Le cas des varietes de drapeaux generalisees

6.2.1 Notations

Nous a.1lon8 maintcnant COll1pal'er la constante obtenue par Franke, !vlanin ct
Tschinkel da.ns le ca.s des varietes c1e drapeaux generalisees (cL [P,M,T] (2.11)) avec
Ck(P\G').

On fixe dOlle Ull groupe lineaire sctni-sitnplc cannexe G sur A~ ct P un k-sous­
groupe paraboliqllc de er'. On note \I = P\G et 'Ir : G' --t 11 10. projection canoniqlle.
Quitte a, rClnplaecr G par son h~-rcveteIllellt universeI G(cf. [B,T] proposition 2.24) ct
P par son inlagc rcciproquc dans Ö, on pcut sc raIllener au cas Oll Gest silnplcnlcnt
connexe. On note kP un k-sous-groupe parabolique minimal de G eontenu clans P.
Pour tout groupe algebriquc lineairc G sur un eorps L de caracteristique 0, L(JI)
designe l'algebre dc Lic dc C, RH son radieal, RuH SOll radieal unipotcnt, X*(JI)L
le groupe des caraetcrcs de 11 sur Let ){.(H)D le groupe des eoearaeteres de H sur L.
On note kS' 10. cOlnposante scindee du tore Inaxinlal dans RkP. Soit k<f> l'ensclnble
des racincs de kS' dans C, k.6. 10. base de k<l> correspondant a kP et k<f>+ I'ensenlblc
des racines positives. Pour taut a E k<I>, on note & la coracine correspondante.

Pour toute partie J de k.6., on note [J] l'enselnble des racines s'ecrivant eonlll1e
cOInbinaison lineail'c a, coefficients entiers cl'elenlents de J, [J]+ l'intersection de {J]
avee k<l>+, kPj le k-sous-grollpc parabolique standard eorrespondant (cL [Bord)
page 2:34) et k8j le tore

Le tore k5'J est Ia. cotnposante seindee du tore nlaxilnal dans R( kPJ ), L'applieation
de restrietion dc ~~ .. ( kPJ h dans ~\"*(kSJ)k est injective et de conoyau flni. On
identifiera ~\".( kPJ)k a, son image. On note cgalelllent

et rJ le radieal dc L(kPj ). On designe par <I>(J)+ l'ensclllble des raeines de k8J
dans rJ et f1 p la; denli-sonlmc dc ees racines cOlnptees avee dcs nlltltiplieites ega,les

k J
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a la. dilnension de leur espace propre dans t J' Si VJ c1esigne le quotient kFJ \ G eL
1rJ : G --+ VJ la projecUon canonique, on a, cl' apres [Sa] proposi t ion 6.10 une suite
exactc

o --+ k[VJr /k'" --+ k[er /k'" --+ ~~ '" ( k PJ h --+ Pi C VJ --+ Pie G.

Par le theoreme dc Rosenlicht ([Ro] theoreln :3) k[G]'" /k'" est isoInorphe a X*(Gh
qui est trivial. En outre par [Sa] len1n1e 6.9 (iii), Pie Gest trivial puisque Gest
sin1plclnent eonncxe. On obtient done UD isoIl1orphisn1e

On verifie aiselnent que cet iSOInorphisIl1e est l'applica.tion qui atout caractere X de
kFJ associe le faisceau Lx defini par

pour tout ouvert U de VJ . Cet iSOll1orphisn1e envoie 2p kP
J

sur le faiseeau eanonique
W v . Par definition on a kP = kP0. Nous noterons J Ia partie de kß. correspondant

J

a, P. On a done la relation

(6.1) W v = ~2pp'

Pou r toute place /1 de h~, on note }{v un sous-groupe cOInpact tnaxiInal de (,1( kv )

tel que

L'existence de tels sous-groupes est ulle consequencc de la, decomposition d'lwasawa
(cf. [Ti] 3.3.2 POUI" le cas cl 'un corps local). On suppose en outre qu 'il existe un
plongelnent Ci --+ G1Jn,k tel que pour presque taut 11 E kIf on ait

On pose J( = TI f{J)' On a alol's G(Ak ) = kP(Ak)I{. La hauteur d'ull point
vEJld k

x E \I (k~) relati vetncnt a, un faisceau aInple Lx cst defini de la. lnanib'e suivante (cL
[F ,~II,T] §2): soi t s E r( V, ~x) une section de .cx non nulle en x eorrespondant a
une fonction s E r(G, Oe), soit k~ E !{ tel que, pour tout 11 E lHk, 1r(kv ) = x, a.lors

hx (:1:) = TI Is(k~v )I~ 1 .

vEAh

L'hypothese sur }{ entraine que ce produit n 'a qu 'un non1bre fini cle tennes non
triviaux et la fonnule du produit qu 'il est inclependant du choix de la section 8.

Dans Ja suite de cette seetion, on utilisera la hauteur

(6.2) h = h_ 2pp

correspondant a, wv l d'apres (6.1).
On note k ~V lc groupe de \Veyl c1e kcI>. et kIVJ le sous-groupe c1e k Hf engendre

par lcs sYlnetries So pour 0' E J. Nous clesigllcrons par w J le plus long elenlcnt cle
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kVVJ et par w) un I'eleve de WJ dans NG(kS)(k). Pour taut v E lvfk , on note IIkPJ,v

la fonetion de G( kv ) dans S J definie par

La fonetion globale eorrespondante est definie par

\/g E G(Ak ), J-j kPJ(g) = L JlkPJ,v(gv)'
vEMk

On a alors la relation (cf. [F ,Ivl ,1\] 2.3)

Pour tout groupe uni potent Usur k, on nonnalisc la lnesure de Haar Stil' U(Ak) par

J dll = l.
U(k)\U(A k )

Pour tout w E kH/, representc par w' E A(a(kS)(J.;) et tout A E so' l'integrale
d'entrelacen1ent c(w, A) est definie par

c(w, A) = J exp( < 11 k P (w,-In), A+P k P > )dn.

w' kN{Ak}w' -
1 nkN(Ak)\kN{Ak)

ou kJV designe le radical unipotent de kP. On note alors

6.2.2 Le resultat de Franke, Manin et Tschinkel

En utilisant les travaux dc Langlands sur les series d'Eisenstein [Lan], Franke,
Ivlanin et Tschinkel demontrcnt le resultat suivant (cf. [F,n'I,T] (2.11)):

Theorenle 6.2.1 (Franke,Manin,Tschinkel) Avec fes notation httrorhütes dans
le parag'raphe 6.2.1

nv (JJ) "-' CI"MT( V)H logt-l j[ quand H ----+ +00

avec t = rg Pie V cf,

CFMT(V) = Ca
Cp(t - I)J TI < Ö',2pp >

oE kfj.-l
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6.2.3 Expression de la constante en ternles de la nlesure de Talnagawa

L'objectif de cette section est la dClnonstratioll du resultat suivant

Theorenle 6.2.2. Si le gToupe Gest quasi-deployc a[o'rs

Nous C0I11111en<;ons par decrirc une 111etrique sur wv 1 qui induit la hauteur h. Pour
tout ] C kß, pour tout 11 E l\lk la Inetrique ll-adique 11.11J,v sur wil; est definie
par: pour toute section s de wil} corresponclant a, une [onction s sur G

Lenlllle 6.2.3. Les nonnes II.II/,v definisserd une 'l7UitTique adelique sur wv1 donl
11. est la hauteu1' associee.

Denlonstration. Fixons un plongel11ent du graupe G dans GLn(k) et une base
(SI, ... , Sq) de f( \I, Wv 1) correspondant a, des eh~ll1ents SI, ... ,Sq de r'( (,', OG), Par
I'hypothese que nous avons faite sur J{, pour presque taut 1/ E A1kl

En outre, wv l etant tres aIllple, pour presque taut 1/ E Alk , pour taut x appartenant
a l'intersection de G'Ln (OkJ el de G(kv ), I 'ideal fractionnaire engendre par les Si( x)
est egal aOklJ' Si 1I E 1\1k veri Re les deux conditions ci-dessus, pour taut p E P( kv ),

tout k E !{v et taute section s cle wv1 carrespondant a une fOIlction s sur G, on a

En outre

Par consequent

Ils(Jr(pk)) Ilv Is( 1.:) Iv
Is(pl.:)lv

1- 2pl'(p)lv'

1- 2pp(p)lv Stlp ISi(I.:)lv
l~i~q

1- 2pp(p)lv'

IS(ph~)lv
1\.5 (11" (pl.~) ) I1 v = I'; .(k) Isup ~t . v

l~i~q

ce qui 1110ntre la preIlliere assertion. La seconde est une consequence directe des
definitions. •

On se donne Illaintenant deux parties J et ]' de kß teiles que Je]'. On note PJ J',
la delni-s0I111ne des racines de kS'J dans tJnL(ZG(kS'JI)). Notans \lj,j' la variete
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hOlnogene \lJ,J 1 = kPJ \ kPJI. D'apres [Sa], proposition 6.10 et le theoreme de Rosen­
lieht, on a une suite cxa.etc

Ce dernier groupe etant fini on obtient un iSOl110rphisIlle

En outre I'ill1age de Ia cla.sse dc 2p J JI par eet isoIllorphisIlle est W v . On a une
, JJ'

fibration d'espaees h0I110geneS pointes '

On obtient alors lln diagranll11c eOI11tl1utatif

o--t Pie ( \I) 1 ) 0 Q
i

o--t X· (kPJI) 0 Q Hes
~

Pie(\I))0Q ~ Pie(\lJ ,J 1 )0Q ----+0

i i
.':(. ( kPJ ) 0 Q --t ( X;,. (kPJ ) / X· (kP)' )) (9 Q --t 0

Olt les Iignes sont exaetes ct les eolonnes des iS0l110rphis111es.

Lenl111e 6.2.4. ADec les nolal:ions ci-dessus) on a la relation

Denlonstration. On a. llll isomorphislne de kS''' 1110clllles

Par conseq llent 2pJ,J1 est Ie determinant dc la. reprcsentation de kPJ sur t J / t)1 induite
par Ia representation adjointe. 01' 2p pest le detenllinant de la, representation

k J

adjointe restrcintc a, t J ct 2Rcs (p kP
J
,) cclui de sa restrietion a, t JI. La fornlu]e provient

done de Ia. suite cxactc dc kPJ -nl0dules

COllll11e ci-dessus nous definissons une 111etrique adelique II.IIJ,)' sur WV~,JI par: pour

taute place [I de k, pour toute section s dc WV~)I correspondant aune fonction s sur
kPJI, '

Vii: E IC~ nkP)'(klJ), Ils(kPJk)IIJ,J',1J = Is(k)llJ'
On note WJ, w)' cL wJ,J' les 111esures de Tanlagawa clefinies respectivenlent sur VJ ,

11)' et VJ,J' par les nonnes adeliques 11.IIJ1 II.IIJ' eL 11.llJ,J1 • On note hJ , hJI et hJ,J'
les hallteurs induites. Pour taut x E \!J(Ak) se relevant en U11 element k E 1(, on
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note wj,J' la nlesure StH \lJ,JI (Adk, vu COillille sous-espace de \lJ (A k ), teIle que,
pour tout ouvert V de \lJ,J,(Ak)k, on ait

Cela ne depend pas du releveInent choisi. En effet la nonne 11.IIJ,J1 est invarainte
sous I'action a. droi te de J(LI nkPJ' (I.~LI)' La nlesurc wJ,J' est done egalenlcnt invariante
sous eette action. La l11csure w~ sur \lJ(Ad est alors donnee par la relation

w~(V) = J WJ' J
VJ / (Ad VJ(Adx

pour taut ouvert U de \lJ(Ak)'

xuwj,J1

Lelnn1e 6.2.5. Les nl·CSUl'es WJ cl w~ coi·ncident. En particulier

Denl0nstration. La suite exacte de Gal(kj k)-nl0dules

o ---+ Pie ( \IJI) 0 Q ---+ P ic ( \IJ) 0 Q ---+ Pie (V J,J /) 0 Q ---+ 0

donne pour taut v E AlJ - S la relation

11 suffit done de 1l10ntrer que les 1l1eSUres loeales eoi·neiclent. On fixe done une plaee
v dc k. Pour taut 0' E k<I>, on pose

gQ = {X E gjVt E kS(k), Ad t(X) = O'(t)X}

Olt g d6signe l'algebl'c cle Lie de G ; (0') est l'enseillble des Illultiples positifs de
Q' et g(O') = EB gß. L'uuique k-sous-groupe connexc unipotent de G nonnalise par

ßE(O')

ZG( kS) et ayant g(O') pour algebre de Lic est note kU(a) (cf. [BoreI) proposition 21.9).
Nous noterons Vj (resp. V:;;, VJ,JI) le sous-groupe engench'e par les kV(O') POUf 0' ap­
partcnant a, k<I>- - [J] (resp. k<I>- - [J'], k<I>- n([J'] - [J])) ou k<I>- designc I 'enseIllble
des racincs negatives. Le groupe Vi ZG( kSJ) est Je I.~-sous-groupe parabolique op­
pose a kPJ et uJ est lc raclical uni potent de ce groupe. D'apres [Borcl], proposition
14.21 (iii), la projection 1rJ induit done un isomorphisIlle de Vi sur un ouvert de
Zariski Hf de VJ . 11 suffit de Inontrer le resultat sur cet Ollvert. L'applieation procluit

VJ,JI X U:;; -+ Vi

est un isonl0rphisnlc. En outre, Vi, et VJ,JI sont iS01110rphes ades espaces affines
en tant que varietes sur I.~. Soient 1l1,1J"" UI.k des eoordonnecs pour VJ,JI et
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UZ,I, ... , UZ,n-k des eoordonnees pour Vj,. Les eoordonnees (UI,I,.'" uz,n-d in­
duisent des coordonnees locales sur VJ (A~v)' On notera U le 1110rphisnle correspondant
de vV dans Ak. La seetion

t ( )_1 ( a a )W U -8- 1\ ... /\ ::)
Uj,1 OUZ,n-k

de Wy.~ eorrespond a, la fonction f sur 7r- 1 (Hf) earacterisee par les relations

{
Vp E k~J(kv), \/g E G(kv), f(pg) = (-2p kP)(P)J(g)
\/g E UJ (kv ), f(g) = 1.

Si 9 E Vj (kv ) s'eerit 9 = pI.; avec p E kP( kv ) et 1.: E 1{valors

Ww(u)-t (a~'1 /\ ... /\ aU2~n-k) (7rJ(g))llv If(k)lv
1- 2PkPJ(p)I~1

= exp« HkPJ(g),2PkPJ ».
La mesure wJ,v est donc donnee par

(6.3) WJ,IJ = exp( < 11 kPJ (u), 2p kPJ > )du.

(6.4)

De Ineme, SUl' l'iInagc de Uj,(A;v) dans VJ,(J.;v), la mesure WJ',IJ s'cerit

WJ',IJ = exp« 11kPjI(uz),2PkPJ' »duz
= exp( < lJ kPJ (uz), 2Res p kPy > )duz

et sur l'in1age de UJ,J,(A;v) dans VJ,JI(kv) on a

(6.5) wJ,J',1J = exp( < HkPJ{ud, 2PJ,J' > )duJ.

Soit 1[z E UJ" Nous allons lnaintenant decrire la I11eSUre W~5}tt2). Soit U un ouvert
de Ui,J1Uz. Soit Uz = pzkz une deeoI11position de 'U2 avec P2' E kPJ(kv) et k2 E J{v.
Par definition on a.

1'I"J,(U2) (l'J) (ur-I)
W 1,1' = W J,;' ti.~z

= W J,J,((UU2I )PZ)

Il BOUS faut done d6tenniner eOtl1tl1ent I'action a droitc dc kPJ StH \lJ,J' agit sur
W J J" Soit x un elCl11ent dc kPy dc d6eoll1position x = pk, soit s une seetion de
w~~,J' correspondant a une fonction s sur G. Soit s' la fonction d6finie par

\/g E G(kv ), s'(g) = S(g]12 1
).

Soit s' Ja section eorrespondante. Soit p'k' une deeotnpositiol1 de X]Jz avec des
elen1etlts p' de kPJ(kv) et J.~' de Hv. On obtient

Ils(7rJ(X)).pzllv = Ils'(7rJ(x]1z))llv
Is'(J.;')lv

= Is(k' ]12 I ) Iv
= I( -2pJ,J' )(p,-t p)lvlls(JrJ(x))llv

cxp« Jl kPJ (X7h) - JJ kPJ (x),2PJ,J' »II.s(JrJ(:c)llv'
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En appliquant (6.5), on obtient

La. Inesure wJ s'eerit done

Le IC111I11e decoule de (6.:3) ct du leI1lIne 6.2.4. •

Notre objectif est 111a.i ntcnant de conlparer Ce aTh~ (\10) ct Cp a, Th J,J' (V0,I ). POUI'
toutes pa,rties J, J' de kD.., nous notel'ons

On posera egalenlent Av(.1) = Av(.1, k~). Si U est un groupe uuipotent sur kv, les
mesures de Haar sur U(h~v) sont nOI"I11alisees de sorte que

si v E 1\1J et

On note

Lenl111e 6.2.6. La p'rojcclio'/l. 7[0 ind7tit un iSOlnorphi'lnc de Q0 SU1' un ouvcrl dc
Zariski }1/0 de \t0. Cel l:sonto1'phisnte fransjo1"1ne 1ft 'I1lCsurc Wh~J>S en Za 1nesure

TI AlI (0)exp« HkPe,V(n),2PkPe ~)dnv'
vEMA,.

Elle ind1lit egalernent un i8omorphisrne de QJ S1lr 1lU 071ve1'l. de Za1'iski ].1/J de \/0,/.

Cet iso1norphisrne trausforme la nteS1/.'re Whe,l'S eu la 'fnes"/trc

TI Av (0,J)exp« HkPe,1I(n),2PkP~ »dnv '

lIEMk
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Den1onstration. D'apres la deITIOnstration du leInme 6.2.5 Jr0 induit un iso11101'­
phisme de Ui" sur un ouvert de 1~. Mais Ui" est isomorphe a

Nn ,-1 N '\ ,-1 Nk W0 k 1V0 W0 k

ee qui demontre la preIlliere assertion du lenlIlle. En outre eela 1110ntre que Q0 est
isomorphe a nn espace affine Ar. On note u l'isomorphisme induit de W0 dans A k.
COlnn1e dans le lelnme pn3eedant, on montre que pour tout 9 E w0 k!'l( kv )

Par ailleurs la mesure induite par I'isomorphiSIl1e de Q0( kv ) sur A k(kv ) transporte la
mesure de Ar(kv ) en dn v si 11 est une plaee finie de k et le produit des plaees al'infini

en J(4dim V TI dn v . Ceei delllontI'e la seeonde assertion. Les deux dernieres se
/./EMoo

deIllontrent de Inaniere similaire en utilisant le fait que les fonetions

exp« HkPJ(g),2PkP~ » et exp« H kPJ (g),2P0,1 »

eoi"ncident sur l'enseInble WJ -1 kN(Ak)' •

L'integrale divergente f exp( < HkPe(n), 2p p > )dn et l'integrale sin1ilaire pour
Q0 k "'

Q I peuvent done etre regularisee de cleux manieres differentes, soit en utilisant
les faeteu rs de eonvergenee ,\/./ (0) (resp. ,\/./ (0, I)), soi t en utilisant les fonetions
s ---? c(w, sp k P )' 11 nons faut eomparer les valeurs obtenues par ees deux methodes.
Pour cela il nons faut etuclier cle maniere plus preeise les termes loeaux intervenant
dans c(w, ,\), ce qui nous an1ene a, eonsiderer les integrales cl 'entrelaeement loeales.

Dans ee but nous COffitnen<;ons par rappeleI' quelques notations de la, theorie des
lmlneubles. On suppose desonnais que le groupe Gest quasi-deploye. Pour souligner
cet hypothese on notera B le k-sous-groupe de Borel kP. Soit T le normalisateur
de kS, C'est un tore maxirnal de G. POUI' toute plaee finie .p de k, on note k~ S la
eomposante seindee de Tk" k, ([> l'ensemble des racines de k~ S clans Gk~ et k, W le
groupe de Witt assoeie. L'appartement assoeie au triplet (G, k, S, kp ) sera note A p •

Le groupe de \;Veyl du systeme de racines affines est note k, Warr. D'apres [Ti] 3.9.1,
pour presque tout .p E AI! le groupe I(p est le stabilisateur d'un point X p de A p. Soit
k~ <1>0 le systen1e de racines reduit clont k~ Waff est le groupe de Weyl affine. Le ehoix
de X p pern1et d'identifier Ap a, l'espaee veetoriel assocle qui est donne par

Vp = Hom(X*(ZQ(k,S)h"R) = HOll1(X*(Th"R).

COlnn1e X* (T) k~ est egal a X* (k~ S), on a un plongen1ent de X* ( k, S) clans le dual
de Vp • On identifle k, <I> avee son ilnage par ce plongement. Toute raeine de k, ([> est
proportionnelle a une unique racine de k~ cI>0. Pour toute raeine affine a, on note
k~ N le radical unipotent de k, P et

JV (a) = {n E k, N (kp ) /Vx E A p , a(x) 2: 0 => nx = x}.
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On definit qo: = [N(O' - 1) : 1\'(0')]. GOlnlne dans [Mac] ou [Gas], on definit k, <I>1
COlllJllC la rt~union dc k <I>o et cle

p

Nous noterons k, <i> le systenle obteHu apartir de k, <I> en retirant les racines teIles
quc 20' appartien t a, k, <I>.

Pour tout p E 1\11 , on note PBk la deIni-sonllne des racines positives cOIllptees,
avec lnultiplicites et

Soit k p ~ la base c1e k, <I> correspondant a Bk,. Soit k, J C k,.6. la partie de k,.6.

correspondant a Pk,. GOInnle precedeInment, si J C k, ß, on note k,I'Vj le sous­
groupe de k, Hf engendre par les synletries So: pour 0' E J et WJ le plus long elenlent
de k, ~Vj. Pour tout caractere I'egulier X E HOIn(T(kp ), C·) et tout W E k, vV,
cp(w,X) est l'integl'ale d'entrelaccnlcnt loeale (cf. [Gas] theorenl 3.11).

Lenlnle 6.2.7. 51: le groupe G esl quasi-deploycJ pour presquc laute place Jinie p de
k) le lerme local de C(Wkß' SPB) a savoir l'int.eg1'ale

J exp( < JJB,p(W'kb. -1 n), (s + 1 )PB > )dn p

w'k[l. kN(k, )w'k ß -1 nkN(k,)\ kN(kp)

est egale cl
Cp(Wk,~,X:).

Un resuUat analogue vaut P01t'l' c(WI, spB)'

Denlonstration. D'apres [Gas] theorenl 3.1 et [Gar] 3.7 (32), pour tout caractere
X E X·( k, S) tel que I.lpox est regulier, on a

cp(w,I·lpox) = J exp« IJB,p(w'-ln), x + PB »dnp.

w' k, N(k, )w,-l nk, N(k,)\ k, N(k,)

Ol1W' est un releve de w dans )Vc (k
p
S)(kp) nJ{p. La forullde resulte alors du fait que

W'k A represente W k, A puisque G cst quasi-deploye et apparticnt a !(p pour pl'esque
taute place finie de h~. La deI110nstration de la secoade assertion est analogue. •

Lelnnle 6.2.8. Pou'!' presque tout p E 1'1f J les systen~es de racines k, <i> et kp <1>0

eoi'neident. Si 0' es/. 1tne 'racl:ne de k
p
~ teile que 1/20' rf. k

p
<P et teile que I Jespace

propl'C cOl"l'espondant Bo: est dc din/'cnsion unJ aloTs 1/20' rf. k, <1>1 .
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Den10nstration. Soit p E A4j une pla.ce teIle que J<p soit le stahilisateur d'un
point hyperspecial de A p et teIle que G'k, se deploie sur une extension non rami­
fiee. Nous allons tout d'abord 1110ntrel' la prenliere assertion. Pout' cela il suffit
de delnontrer que les groupes de \·Veyl affines correspondants sont identiques. Par
definition, le groupe de Weyl affine de k, <t>o est k, 111aff. Soi t

1n t-t

\lp
(X ~ IIp(x(n~))).

le l10yau de vp est note T2,. Le groupe G etant selni-simple et siJnplelnent connexe

(cf. [Ti] 1.13). Par [Ti] 1.3

puisque G se deploie sur Ul1e extension non ran1ifiee. C0l11111e Gest silnplelnent
connexe X* ( k, S'h, est le rescau des poiels P( k, <1» de k, <Il. San eI ual est done le

reseau engendre par k<l>v, note Q( kci- V
). On obtient donc que k, 1,11afr est le pl'oduit

sen1i-direct

n.1ais COInme x p est special, (k, H/aff)x, coi'neide avcc le graupe de \'Veyl de k, <]). Par

[Bki] V1.2.1, proposition 1, le groupe k, H/aff est le graupe de Weyl affine de k,4>.
Soient p et a verifiant les hypotheses de la seconde assertion du lemme. Alors

Ua(h~p) est iSOI110rphe en tant que groupe aGa(h~p) et (ja = Qö+l = lV(p). •

Soit h~' une extension de Galois de k eleployant le groupe G. Soit klß la base du
sysleI11e cle racines k' <I> ele Tkl dans Gk' corresponelant a, Bkl. Soit kl J la partie de
k,ß correspondant a Pkl. La base du n§seau des poiels est notee (Wn )aE

k
/l1l.

Len1111e 6.2.9. Si G esl quasi-deplaye el J est une partie de kD. J alars une base de
Pie VJ x k' es!, donnee par les elbnents Wo' pour a E k' <1> - J. L 'action du graupe
de GalO1:s Gal( k' / k) sur Pie \lJ X k' esl celle induile par I'action Twhl'l'elle SU1' cette
base et /e cone des classes de diviseur effeetifs eslle cone L R+( -wo),

oE k,4J-J

Denlonstration. COlnme Gest sil11plement eonnexe, X*(Tkl) est le n§seau des
poids. Il en est done de 111en1e de ~'>;*(Bkl) ee qui Inolltre les eleux prelnieres assertions
du len1I11e pour \10, Par 10. d6eo111positioll de Bruhat, Gest 10. reunion disjointe des
C(w) = EwB pour 10 E kll'V. On a egalernent des iso1l10rphis111eS (cL [Borel]
theOrCl11 14.12)

(6.6)
13 x U~ ---+ EwB

(b,u) t-t bwu
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Oll U~ est le sous-graupe clc Gk engendrc par les sous-groupes U-y pour

I E {o E k' <I> / 8 > 0 et 108 < O}.

Si J C k',6., k' W J designe l'ensenlble des uniques eleo1ents de longueur minimale
dans les c1asses H/Jw C k,~/V. D'apres (Borel], theoren1 21.29, les 1I'"J(C(w)) POUf

10 E k' W J fonnent une decomposition eellulaire cle l/J X k' et I'isolllorphisnle (6.6)
fournit un isoinOrphisl11e

u: ...:+ 1i"J(C(w))

pour taut w E k' H/J. On obtient done que

dinl( 11'"J(C(w))) dirn( U:V)

= # {, E k' <I> /0 > 0 et wO < O}
= [(10)

Oll la derniere egalite est clonnce par [Ski] vr 1.1.6 eorollaire 2. Par [Fu], exanl­
pIe 1.9.1 on en d6duit que le groupe de Chow CH i ( VJ ) est engenclre par les classes

[1I'"J(C(1O))] pour 10 E k,H/J avee [(w) = 'i. En partieulier CH1 (V0 X k') est en-

gench'e par les elCIllents [1i"0(C(SC\'))] pour a E k'D.. et Pie (\10 x k') par les elelnents

[11'"0 (C( SC\' 10 kd~))]' La fonction clefinie par

Vb E B( k'), Vu E U(l/), f( bW'kILlU) = WC\' (b )-1

s'etend en une fonction sur G et induit une seetion du fa.isceau inversible associ6. Elle
s'annulle sur 13sQwk6._B. On en d6duit que la base du ICIllIlle eorresponcl an systelne
generateur ci-dessus. En particulier les irnages des poids fondaIllentaux sont les
opposes de classes de diviseuI's effeetifs. Par aillenrs, pour tout a E k' D.., 1i"0( C(sQ))
est iS0I110rphe a pl et si X E X*(.Bh, a.lors Lx induit le faisceau O( < a, X »
sur 11'"0 (C(So)) ce qui Illontre l'in clusion inverse. Soi t k' HIJ (1) le sous-ensenlble des
elerllents de longueur dim{VJ ) - 1 dans k' ~VJ. D'apres [Bki], IV §1 exerciee 3, pour
tou t tu E k' HI J (1) 1

[(WJW) 1(10)) + l(w)
= diln(V0,J) + diln(VJ ) - 1

dilll( V0) - 1

et cl 'apres [Borcl] 14.21

Par eonsequent une base de Pie (VJ x 1/) est donnec par les elen1eIlts Wo pour
Q' E kl ,6. - J. Les autres assertions pour VJ resultent de leurs analogues pour V0. •

Len1111e 6.2.10. Si Gest quasi-deploye, le produi/.

rr Lp(s, Pie \l0)CP{W k,f1' X:)
pEMj-S

cortverge absoht'Tncnt au v01:sinagc dc 1. Un 1'esultal analogllc 1Hlllt po·ur V0,1.
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Denl0nstration. Soit p E Al! - S. Pour tout a E k, <Po, UO' designe un element
de Tk , tel que vp est la eoraeine 0-. D'apres [Car] theorclll 3.9,

rr
aEk,4>O

0>0 et wo<O

avce
(1 - q:;'I/2 q;lx(a cJ)(1 +q:;.I/2x(a oJ)

cp ( a) =:2 ( ) 2 :2
1 - X aO'

Oll q~ = qO'+ 1/qa et vaut 1 si ~ f/. k, <1>1. Pour presque tout p E Al! le point x p

correspondant a J{pest hyperspecia.l et, par le lenl111e 6.2.8, k, <Po = k~ <i>. Si p verifie
ces deux conditions, alors

et q~ 2:: 1. En outre

11 sllffit done de 11lontrer que le pl'oduit

converge au voisinage de 1. Pour tout p E A1! - S tel quc k' soit contenu dans
une extension non ramifiee 11laxilllale k~lr de kp le groupe de Galois Gal( k~lr/ kp ) qui

est isomorphe a Z conserve Ia base de Pie \10 x k' et I'orbitc d'un elt§nlent de kiD.
est reduite a cet element si et seulelllent si diln O(j(a)) = 1 Oll j : kiD. ~ k,D. est
l'application naturelle. La prcnliere assertion du lelnnle s'en dedllit. La seconde se
delllontre de Illenle. •

Nous SOnll11eS Inaintenant en 11lesure de 1110ntrer que les deux Inethodes de n§gulari­
sation donnent le Inenle resultat ce qui fournit le lelnnlc suivant :

Lenlnle 6.2.11. Si le gToupe G esl quasi-deploye, on ales egalites

ef
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Denl0nstration. Par definition, on a

Oll

Ca =

=

lim rr <a,A-PB>C(W.I;D.,A)
'\-P B crE.I;o.

II < a,PB > Iitn(s _lygPicV0 J cxp« lfB(n),PD >r+1 dn
3-1

crE.I;o. Q0(A k )

II < a,PE > linl [(S -lygPicv0 L s(s,Pie\!0)
3-1

crEkD.

J (II AV(8)-I) exp« HB(n),PB »3+1 dn]
QI1(Ak ) vEMk

Graee aux lelnnles 6.2.7 anel 6.2.10, on obtient

Ce = II < Ct,PB > lim ((s -lygPicVeLs(s,PicV0))
8-1

crEkD.

J (II Av(l)-I) exp( < HB(n), PB > )2dn.
Qe(A k ) vEMk

La prelniere assertion s'en deduit a l'aide du lemnlc 6.2.6. On denl0ntre de fac;on
senlblable la seeonde assertion. •

Len1l11e 6.2.12. Si Gest ql.lasi-deploye alors

Denlonstration. Par Je lemnlc 6.2.9, le graupe Pic (\I J )Gal(k/k) a pour base

( L wß) . 01' on ades iSOl110rphisI11CS
j(ß)=cr oE kD.-J

Done les elClnents ei-dessus forment egalenleIlt une base cle Pie lIJ . Sur la base
obtenue pour Pic V0, PB s'ccrit eOITIlne L wß. Une base de Pie (\!I)v est done

ßEk't::.

donnee par les elt~Inents <. Ci >' OI' le eone des c1asses dc diviseurs effeetifs est
a,PB

donne par
CefT(V1 ) = L R+ L -roß

O'E .l;D.-J j(ß)=a
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ce qui donne la formule du lemme. •

Denl0nstration du theorenle 6.2.2. D'apres le lellllne 6.2.11, on a

Done le lemnle 6.2.12 montre que

6.2.4 Verification de la conjecture raffinee

Proposition 6.2.13. Si Gest quasl:-deploye} ]JOU1' tout bon OUVC7't ~V de \I(Ad

wh,s(lV)
wh,s(V(A,l; ))

+00.

Denl0nstration. Soit S' un sous-enselnble fini de Alk et pour tout v E S', soit
<Pv une application eontinue et J(v-finie sur le quotient J(v nP(kv)\l(v (i.e teIle que
l'espaee veetoriel engendn~ par l'orbite de <Pv sous I'aetion de !(v soit de dilnension
finie.) On etend f/Jv a G( kv) a l'aide de la deC0I11position d '1 wasawa eL on note
1> = n-f/Jv' La remarque IO.b dans [F,t\1,T] qui est une consequenee des travaux de

vES'
Langlands (cL notamnlent [Lan] appendiee II) et la demonstration de la proposition
6.2.2 ilnpliquent que

L fjl(x)
Ihn {xEV(k)jh(x)$H}

H-+oo nv(.lJ)

01' toute fonetion eontinue Iv sur \I( '\~v) est lilnite unifonne de teiles fonctions ePv.
Par eonsequent, on a une lilnite analogue si on rClnplaee 4> par une fonetion f de la
fOrIne n Iv Oll Iv est une ronctioll continue sur V(kv). La fin de la denlonstration

vES'
de l'assertion (b) est la nH~lne que eelle de l'assertion (cl) de la proposition 5.1. •

Ceei donne en partieulier une nouvelle clenl0nstration de l'approxiInation faible
pOllr ces vari6tes (cf. [Boro]).
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Corollaire 6.2.14. Si G esl quasi-depJoyc, \I vcrifie I'approxirnation faible.

Denlonstration. Pour tout 1/ E Mk , V(kv ) est lisse et pour tout P E \I(Ak ), P
possede une base de voisinage constituee de bons Ollverts de volunle non nul pour
Wh,S· •

Corollaire 6.2.15. Si G' esl quasl:-deployeJ

ci \I verifie la jJr0p'l'ic{c (.Ev ).

Corollaire 6.2.16. Si V = P\G esi une varicle de d.,.apeaux gbuinLlisee po'ur 'liTt

graupe semi-si'rnple quasi-deploye G ei 1ln sous-g'l'oupe pa1'abolique P defini sur k ei
si h est u'ne ha'ule'uT quelconque, 1'elative au Jaisceau wv1

, alo'rs

Denlonstration. Cela. resulte du corollaire precedant et de l'assertioll (c) de la
proposition 5.1. •

7 Generalites sur les eclatements

7.1 DOlnaine fondanlental pour l'action des unites

Soit V une variete de Fano obtenue en eclatant un diviseur rationnel D de P k. On
suppose que WV1 est tres all1ple. Soit U Ie cOll1pIernentaire dans V des sous-varietes
aecumulatriees. Soit 7r : \I ~ P k Ia projection canonique. Quitte a restreindre U
on peut supposer que 7r( U) ....:,. U. On identifiera U avec son inlage. C0I11nle dans
la section 4.1, I'objectif est de se ramener de I'espace projeetif a l'espace affine en
utilisant un SystC111C dc representants. La nlethode utilisee ici s'inspire egalelllent
de eelle introdui te dans [Sc]. Une base de r( \I, Wv I) est donnee par des polynolnes
hOluogenes de degre n + 1, Pi E k[Xo, . .. , X n ] POUI' 1 :::; i :::; q. Pour tout 1/ E Jvh,
on note

hv(xo, ... ,xn) = snp IPi(xo, ... l xn)lv'
lSi$q

La hanteur associee a Ia base ehoisie est donnee par

V(xo: ... : x,J E U(k), h(xo: ... : x n ) = TI hv(xo, ... , xn ).

vEMk

L'objectif est done de se ratuener de U(A".) a ~V(A;) eone au-dessus de U(k). On fixe
un ideal a E I( CJk ). On veut done deternliner
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Oll JVa(H) designe Penselnble des (11. + l)-uplets CXi)O~i.~n E O;;+IIUk possedant un
repn§sentant (Xi)O~i~n qui verifie:

(7.1 )

(7.2)
(7.3)

(Xi, 0 ~ i ~ n) = a

h(x) ~ lJ

:1: E ~V(k).

Pout' cela Oll illtroduit COlllllle dans la. section 4.1 l'application logh d6finie par:

logh: TI Hf (kv ) -t

vEMoo

(u v ) vEAfoo l---t

On considere egalement la conlposee des applications canoniques

U TI k'" log R M x(n+!) R Mk -t "v --t 00 ---t 00.

vEMoo

Par le theorcrne des unites c'est un h0I110I110rphisI11e dont Je noyau est le groupe
/loo (k) des racines de 1'unite dans k et 1'image un reseau L de rang l' dans 1'hyperplan
P defini par L Yv = O. En ontre, DetL = (n +IrR. Cet hOlll01110rphis111e definit

vEAloo

une action de Uk sur RMoo . L'application logh est compatible avec les actions dc Uk

ainsi definies. COI1lllle dans la section 4.1, on note pr la projection sur P suivant
(Nv)vEMoo ct on choisit Ul,' .. , Ur une base de L. On pose

F' = {y E R r
l+

r
2 /0 ~ uj(pr(y)) < I}

et
ßh = Jogi:" I (F) c rr ~V(J.:v).

vEMoo

Len1111e 7.1.1 (Schanuel [Sc]) L 'cnse'mble D..h vb'ific:

(i) ß.h es" stahle sous /-loo(k),

(ii) Vu E Uk - /loo(k), llD..h nß.h = 0,

(iii ) U lL.6. h = rr vV (kv ) .

UEUk vEMoo

On en deduit comrne dans [Sc] le lelllrlle suivant:

Lemn1e 7.1.2. Eu notanl j : W(k) -t rr vV(kv ) l'injectiou canonique J

vEMoo

ou JV~(JI) d6signe ['ense'mble des x E 0;:+1 veriflant les conditions (7.1L (7.2) et
(7.3) ci-dessus, ainsi que
(7.4) j(x) E D..h.
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7.2 Voluille du dOlllaine fondaillental

Pour tout x E .6. h1 posons h(x/:r;) = TI hv(xv)' Soit
vEAfoo

COl1ll1le nous le verrons un peut. plus loin, le volunle de DH intervient dans I'esti­
111ation du cardillal )V~(H). 01' la dcrnonstl'ation du lenune 4.2.5 inlplique le lernme
suivant:

Lenlllle 7.2.1.

8 Cas de l'eclatement de p~ en trois points rationnels
et de ses analogues en dimension superieure

Sauf indication du eontl'aire, on sc place StH un corps de nOlnbres k arbitraire.

8.1 Construction de la hauteur et sous-varietes acculllulatrices

Oll fixe un entier n 2: 2. La 1cttre V clesigne ici la vari6t6 de Fano obtcnue eIl 6clatant
dans l'orclre lexicographique les sous-espaces cle codinlension dcux P{i,j} d6finis dans
P k par .~i = .)(j = 0 pour 0 :s; i < j :s; n. Une base de Pic V = Pic V est donnec
par A = 1r*( H) Olt 1/ est un hyperplan ne contenant aucun des SOlls-espaces P{i,j}

et les diviseul's Li,] = L{i,j} au-dessus de P{i,j}' On notera Li les sous-varietes de V
au-dessus des hyperplans Pi cle P k d6finis par Xi = 0 pour 0 ::; 'i :s; n. On pose

u = V - U Li,j - U Li.
0:5i<j:5n O:5i:5n

Dans Pic 1I, on a la relation

[Li] = [A] - I:[Li,j].
j:f:.i

Un diviseur canonique de V est donne par

/{ = I: Li,i - (n + 1)A.
0:5 i<i:5n

Une base de l"'(lI, wv1
) cst done donnce par les Ill0nomonlcs de degI'c n + 1

n

Xli = TI X i
ki

i=o
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Oll au plus UD des ki est nul. On notern. Tn l'enselnblc de ees 1l10nomes. Sul' U la
hallteur correspondant a, eette base est donnee par

h((xo: ... : xn )) = TI sup IY(x)lv'
vEMk YETn

Les scetions 8.2 a 8.5 ont pour objet la denlonstration de I 'cquiva,lence

Le lelnnle suivant Illontl'e done que les sous-varietes LiJ et Li sont effeetivelnent
aeeuI11ulatl'iees.

Lel11111e 8.1.1. Po'ur loul 01l.ve1'l Ui,j de Li,j el tout ouveTt Vi de Li J

ßu· , > 1 el ßu· > 1.I,) I

Den1onstration. Ce resultat etant eonnu pour 11. = 2, on Sllppose n ~ 3. Les
diviseurs Li,j sont isoIllol'phes aux eclates de Pi X p k- 2 en des sous-espaees de
eodilnension 2. Ces sous-espaecs appal'tiennent a, l'enscillble des sous-espaees definis
par les eqllations Ui = 0, Yj = 0 pour 1 ::; i ::; 2 et 0 ~ j ::; 11. - 2 et }j = 01 Yk = 0
POUf 0 ::; i < j ~ 11. - 2. Soit \11 10. variete obtenue en eclata,nt P k en P{Q,l}' Alor8,
cl 'apre8 [F'u] 6.7, le fi brc nOrlna.1 de P{O,I} etant O( 1)2 ee1ui cle 10. sous-val'iete L
au-dessus de p{O,t} est donne par

Par eonsequent sur \I on obtient 10. fonllule

Oll 7r : Li,j --+ Pl X p k- 2 est l'applieation naturelle et

,..,. . p1 X p n - 2 --+ p 1
"I' k k k

P I pn-2 p n- 2
7r2: k X k --+ k

les projections ca,noniqlles, P E Pl( k) - {O, oo} et 11 un hyperplan ratiol1 nel de
Pk- 2 ne eontenant aueun des SOlls-espaces ci-dessus. On ITIOIltre de fac;on sinlilaire
la Ineme fonnule pour les diviseurs Li,j. Par ailleurs

et si {i,j} =I {h~, I}

{
Osi Li ,j nL k,I = 0

Li,j.Lk,1 = D .
- (i,j,k,l) Sillon
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OU D(i,j,k,l) est le cycle Li,j n Lk,1 si cette intersection est non viele. On obtient que

(('11 + 1)1\ - ,L. Li,j ).Lia,jo
O<t<)<n

= (11. + l)[7f*7r;(Ji)] + [7r*7r;(P)] - [7r* 7ri(H)] - 2: Li,j.Lia,ja'

{i,j}:;f {ia ,ja}

Par consequent, si hL;,j est la hauteur ineluite par h sur Li,j et Ui,j un ouvcrt ele
Li,j contenu elans le conlph~lnentaire des D(i,j,k,l), le resultat elc Schanuel 1110ntre que

ßu" > 2.I,) -

Sur un ouvert Ui dc Li contenu dans le c0I11plementaire des Li,j, la hauteur d'un
elenlent x = (xo : ... : :cn ) cst clonnee par

Le rcsultat de Schanuel Inontl'e alors que ßUi 2: rL •

8.2 Reecriture de la hauteur

Jusqu 'a la section 8.4 on fixe un ideal a E I( Od. l'objectif est done cl'estilner le
cardina.l lVa(H) des x E 0;;+1 tels que

(8.1)

(8.2)

(8.3)

(8.4 )

(Xi,O::; i::; n) = a

h(x) ::; lJ

Xi f= 0 POlll' 0 ::; i ::; n

j(x) E 6h

ou j ct 6 h sont definis dans la section 7.1. On reprend egaletnent les notations hv

et hoo de cette section. Soit x en elenlent de 0;;+1 verifiant (8.1) eL (8.3), la hauteur
de l'inlage x de x dans U est elonlH~e par

On note F' I'ensenlble eies parties a, deux elenlents ele {O, ... 1 n} 1

ji1 = {O, ... , 11.} UF',

.p:n l'ensenlble des 1n plus pctits 61elllents dc ,P' pour l'ordre lexicographlquc ct

Fm={O, ... ,n}UF~.

On pose ega.lelnent F:n+1 - F:n = {{im,jm}}' On notera Pm : I(Ok)Frn -t I(Ok)Frn+l
l'application definic par

si i r/. {im 1 jm}
si {i 1 j} EP:n
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On notera p= P.!..1.:.±!l-l o' .. opa et
2

()i,j = P(( (xt}a- I )O<l<n) .. si i =I j
- - {I,;}

bi = P(((xl)a-l)o~l~n)i pour 0:::; i:::; n.

L'i(lt~al ()i,j correspond au divisenr Li,j de la Inaniere suivante: si p E ftlj, l'entier
vp ( ()i,j) est 1e c1egrc cl 'intersectiol1 entre 1e c1iviseur induit par L{i,j} dans Vo , et Ie
Op-point c1c ccttc val'iete induit par :ra;'. D'unc fa<;on ana1ogue, les ideaux

( )TI -1 -1
bi = Xi ()i,j a

j::f:.i

correspondent aux diviseurs Li.
Posons c = ((:Ll)a-l)o~l~n et c(rn) = Prno .•. opO(C)' Par nkurrenceon Inontre que

(n(,,+l)_I)
Les ideaux bi = ci 2 etant prelniers entre eux cleux a deux, la hauteur de x
est donnee par

On introduit alors les notations st11vantcs: soit

Ha = {(x) E 0k+1/(Xi,O:::; 'i :::; n) = a eL Xi =I 0 pour 0:::; i::; n}.

Soit Hf l'ensetnble des b E I(Ok)F teIs que pour tout p E 1\1J on ait :

1 n(o+1)
Pour taut (b, ()) E I(Ok)n+ + 2 ,on note nb,rJ(If) Ie cardinal de l'ensen1ble des
x E 0;;+1 tels que

(8.1')

(8.2')

(8.4)

Len1me 8.2.1.

(Xi) = abi II ()i,j
j:f;i

hoo ( x) :::; 11N (a n+1 TI ()i,j)
O~i<j~n

j(x) E ßh.

1V1Va(H) = L nb(H).
bErl'
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Pour den10lürer ce len1lne il nous raut introduire quelques notations Supph~lnell­

taires. Soit '~'l Ia. variete obtcllue en eclatant Ies sous-espaces Pf pour f E F;l'
On note LJ(nt) la. sous-variete dc \~n au-dessus de Pf pour f E j"i1. On note H(m)
l'cllsclnble des b E I(Ch)F7T1 tcls que pour tout P E J\1j, Oll ait

En particulier
H(O) = {b E I(Ch)n+l/ ilff (vp(bd) = O}

O$t$n

et H (n(n2+1)) = H' . Le lem111e 8.2.1 resulte directelnent du len1111e suivant:

LeU1111e 8.2.2. p inrhtd 'une bljecl.ion p de H(O) SU1' H' .

Del110nstration. 11 sufRt dc dCI110ntrer quc Ies applications pm induisent des
bijections de 1t(rn) sur 1t(rn + 1). On relnarque d'aborcl que, si G c .F,

n L J (1n + 1) = 0
fEG

si et sculcl11ent si il cxiste G' c G vcrifiant une des deux conditions suivantes:

n L f (111.) = 0
fEG'

ou

fi m, jm} rt G' ct n Lf ('ln) C L{l7T1,jm} (111).
JEG'

En outre, on 1110ntrc aiselnent quc, si G' c Fm vcrifie la secollde relation salls verifiel'
Ia prclniere, aIor8 firn, jm} C G.

• Pour ITIOIÜrer que Pm(1t(111)) c 1t(111 + 1), nous allons prouver que pour
tout P E 1\1j on a, d'une part,

et, d'autre part, si Ge Fm+1 est tel que {im,jrn} E G et

n L j( k) C L{ik,j}..} p.~) pour un /..; < 1"n

fEG

inf(llp(Pm(b)J)) = O.
JEG

La prelniere assertion resulte dc la definition de Pm' Quand a. la deuxien1e, il suffit

d'ecrire G' = G - {{im, jm}} ct
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puisque b verific (Cp (n1)).

• Soit Bm : I(OdFm +1
--t I(CJk)Fm definie par

si f E Fm - {-1: m1 jm}
si i E {im1jm}'

On a claircll1ent DmoPm = 1d.

• Verifions que Om('H(nl, + 1)) C H(nl,). Il suffit de del110ntrcr que pour
G C Fm 111inilnal pour la propri6te n Lj(rn) = 0 avee im E G ou jm EGalars

fEG

01' on ales relations

et
inf (lI p(bj)) =0.

jE{G-{im ,im}) U{ {im,im}}

Le resultat s'en d6duit dircetelnent. On note Dm Papplieation induitc.

• Si bE H(rn + 1), alors POUI' taut pE kl j

done Pm oDm = Jd. •

8.3 EstiInations pour le corps des rationnels

POUI' d6tcl'Illiner le eardina.l wNa(If), nous alIolls taut d'abord eherehcr pour taut
n

(c) E I(Ok)n+l une estilnation du eal'dinailTt c(fl) de l'cnsen1blc des (x) E TI Ci tels
i=o

que:

(8.2")

(8.:3)

(8.4)

hoo(x) ::; H

Xi =J. 0 POUI' 0 ::; i ::; n

j(x) E ß.h.

On reprend la notation 'DH de la seetion 7.1.

Lell1111e 8.3.1. Dans lc cas 01t k = Q} on a pour lo·ut c E N+ n+I les inegahtes ..

01t BI esl ·une conslante indepcnda.nte dc 11 et de c.
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Ren1arque. la difficult6 pour generaliser le theorclne 8.6.1 aux autrcs corps de
n0l11bres reside dans la denl0nstration de ce lenlnle ainsi que dans celle du lenll11e
suivant. Il falleIl'ait en particlilier pouvoir 111ajorer eIc maniel'e sllfrlsanll11cnt fine

I
(lI) - Vol(DH ) I

1n, Det(lvI)

ou 1H cst le reseau j (.n Ci) et done
J=O

N ( nCi) Jdn+1
Det(1\1) = __i_=O_....,......-__

2(n+l)r2

L'estinlation de 'm.,(H) se C0I11pliqlle eIu fait que le dOlnaine est non borne (si on ote
la condition Xi =I- 0, le careIina1 cIe I'intersection du rescau avec 'DH est infini).

Denl0nstration. Dans cette denl0nstration, k = Q. Fixons C E N+
n
+

1
• I\1a-

jorons tout d'aborcl Tl1. c(H):

01' hoo ( x) est croissante en chacune des variable Xi POllI' °:::; i :::; n. Done

Par consequent on ales incgalites suiva,ntes:

?n+!
Tllc(lJ) :::; ;"-Vol{x E R+n +1 Ix E 'DH}

o Ci
i=O

< -i:--Vol('Dlf).
Oe;

i=o
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ivlajorolls mailltcnant Vol(VH ) :

Or

i!±!l:11 surfit clone clc poser BI = 3 . •

Lelll111e 8.3.2. Si c E N+ n+1 vC'1'ijie Co 2:: II n~l, alors

ou B 2 est indcpcndante de c el. (fe 11.

Denlonstration.
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Xl 2 CO )
Xi 2: ~cn pour i = 0 ou 2 :s; i :::; n - 1

n-l
xixo f1 Xi S; H

i=2

Le prenlier des cleux volumes que l'on notera VI est 11lajore par

! !Xo 2 Co )
Vol x E (R+)n+l/ Xi ~:n POUf 1 S; i S; n - 1

x 2 f1 x· < Ho t_

i=l

+Joo { { Xi 2 X n pour 1 S; i S; n - 1
< Vol x E (R+)n / n-l H '

f1 Xi ::; -::::"2"
Co i=l X o

Or les equations

{

Xi 2: X n pour 1 ::; i ~ n - 1
n-}

II Xi ~ 1
i=l

clefinissent un donlaine de voltnne fini. On obtient done

V1 < B 3 T(~)~ dxo
co
Hn~l

< B3 2-1l--1
1l-1

Co

Oll B 3 est indepenclante cle H et de c. Par ailleurs on ales inegalites

V2 < val! xE (R+)n+l j !
HIl~l

:s; B3 2....!L.-I·
n-l

Co

Enfin le ll1ell1e raisonnenlent 1110Iltre que
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8.4 S0111111ation sur les ideaux

On considere l'enselnble ß = I(GdF. L'ensenlble ß est Ull mono'ide POUI' la I11ulti­

plication tenne a. tenne des ielt~aux. Si b E ß, on note:

(b) = {c E 8/ci C bl pour tout JE F}.

Nous a.llons rnaintcnant etudicr pour tout (bo) E 8 la S0l11Ine

P:o ())) = L nb ( H) .
bE(bo)

11 s'a.git eIl n~alite ePune SOI1llne finie. Comme on le verra dans la. partie suivante,
wJVa(H) s'exprinle en [onctioll de P:o(JI). Jusqu'a.la fin de cette partie, on omettra
a dans cette notation. POllr COllll11CnCer, exprimons en gcneral .Pbo en termes des
nOlnbres 'In e definis au dehnt de la partie 8.3.

Le111111e 8.4.1. On cOTl,sidcre

Posons, P07.tl' to·ut. .; E {O, ... , n} ,

° °TI °c· = ab· i){. '}l t I,] •

j:f:.i

Alo1's on a I 'egalil.e :

En fait, comnle IlOUS le verrons dans la partie suivante, l'introduction de eette SOlll­
nlation correspolld au ehoix du faeteur de eonvergenee Lp(l, Pie \I).

Den10nstration. Soient (bO, i)0) E 8 que 1'011 fixe jusqu 'a la fin de la dClnonstra-
tion. Pour taut elenlent i) E I( CJk )F' , je note }Co 1'ensclnble des

verifiant:

(8.2(3))

(8.3)

(8.4)

11. 00 (x) ::; )) lV (an+1 TI i)~i) I)
JEFJ

xi =j:. °pour °::; i ::::; 11.

j(x) E Doll..
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On a. d'une part la rela.tion

ct d 'a.utre part

#JC rJ = L n(b,rJorJ)(H)
bE(bo)

et done
Pbo,rJ°(lJ) = L #K rJ • •

OEI(Ok)PI

Nous a.llons lnaintena.nt deduire du lenl11le pnkeda.nt une estinlation de Pb,rJ (11)
dans le eas Olt k: = Q.

LenUl1e 8.4.2. Dans le cas OU k = Q, ort pose a = Z el on obtient

P (If) "V C" }] logt-l 11 quand H -+ +00
b,d . n b

i
n dj

O~i:~n JEF!

01l t = rg Pic V el, o'/l la constanle C" est donrufe pa'/' La fO'1~mule :

De plus) ort a Za 'T1lajondion:

n (].) V IV 11 (log 11 +13,dt
-

1

Tb I: ::; 0 1 f1 b
J

JEF

011; B4 est 1tne const.ante independanle de b et de 1] .

Renlarque. Ce lenlille repose sur les lernmes 8.3.1 et 8.3.2 et n'est donc valable
que sur le corps Q. Si les lenlmes 8.:3.1 et 8.3.2 se gelH~ralisaient au cas du corps
de n0I11bres quelconque, alors on obtiendrait un lenll1lc analogue avec une constante
C" de la. [orille:

D'a.pres le leInme 7.2.1, on obtienelra.it:
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Denlonstration. D'apres le lelll111e 8.3.1, on sait que:

avec

- BI (t _1_,) II' n~1 ::; R(c, H' ) ::; O.
i=O n Ci

i"/;j

On fixe (ba, (fÜ) dans N+ F et JI dans R+. Posons POUI' taut i E {O, ... ,n},

C~ = bf! II ~{" "}t t 1,) •

j"/;i

rO pi
Soit Ho =fJ n (Li et ho = log Ho. On note PH I 'ensenlble eIes (d) E N+ tels que

!EF'

{

cl! ~ 1 pour f E F '
I 1cf n d{i,j} ::; }10~ TI (cl!) n+1 pour 0 ::; i ::; n.

i"/;i !EF'

On ecrit alors

• COIl1lnenc;ons par evitlucr Al' Tout d'aboreI calculons

H/(ll) =

Lelume 8.4.3.

~
~V (H) '" (11. + 1)Ct'cCV)ho 2 q-uand H --t +00.
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Denl0nstration. Posans Ai = (11. + 1) log c? POUI' 1 :::; 1: :::; 3 ct faisons le change-
rnent de variables VI = log:1: I' On trouve:

Oll WH est 1'ensenlb1e des y E R F ' tels que

{

VI ~ 0 pour J E F'
(11. + 1) LY{i,j} ::; ho - '\i + L YI si 0 ::; i ::; n.

j:f.i IeF'

Par conscquent
~

vV(IJ) '" 11. 0 :2 Vo1(W/)

Oll W ' est l'ensenlble des y E R P ' tels que

{

Yi ~ 0 pour J E P'
(n + 1) L Y{i ,j} - L YI :::; 1 pou r 0 :::; i :::; n.

ji-i IeP

La. correspondance entre 1es ideaux d{i,j} et 1es diviseurs Li,j introduitc dans la sec­
tion 8.2 alnene a, considerer les YI conllne un systenlc dc coordonnees sur l'hypc1'p1an
defini par :c([wvlJ) = 0 dans (Pie (\I)0R)v. Plus preeisclnent, une base cle NS( \I) est
clonnee pa,1' [1\] et 1es [Li] pour f E F'. On note (Y, Y{i,j}) 1e SYStCI11C de eoo1'donnees
correspondant a. la base duale. L'equation x([wvlJ) = 1 s'ecrit

(11. + 1)Y - L YI = 1.
IeFt

La relation x([Li,jJ) > 0 s'ecrit YI > 0 pour f E F' ct :c([LiJ) > 0 s'ce1'it

Y - L Y{i,j} > O.
jti

Par consequent 1e dOlllaine

P _ {. (P' (11) R)Vj { pour tout J) effectif x([IJ]) > 0 }
- x E lC I (9 ( -1) - 1x wv -

a pour equations

(11. + l)Y - L Yi = 1
IEF'

YI > 0 pour f E F '
1 + L YJ - (11. + 1) 2: y{ i ,j} > 0 pour 0 ::; i ::; n.

IEP j"#i

Le dOlnaine W ' est done 1a. projection de P sur l'hyperplan }/' = O. Par consequent

Vo1(W/) = (11. + l)üc(V). •
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L rr (log(df + 1) - log df )
dEPH JEF'

Suite de la denlonstration du lenll11e 8.4.2.
la differenee entre At et ~V(H).

L _1
dEP n dJ

H fEP

Nous allons rnaintenant 111ajorcr

+ L (TI +- - TI (log(df + I) -JOgdf )) .
(lEP H JEF' ( J JEP

Notons Al 1 la l)relniere S0l11111e ct AI 2 la sceonde. On a la relation:, ,

Al,. = Vol (U II [log(dJ + 1), log d/])
dEP}{ fEF'

ct Oll eil deduit que:

IAI,t - H!(IJ) I < Vol (U rr (Iog(df +1), 10gdf ])
/EF!

Oll la n~ltniOll est prise sur les (cl f )jEP tels que

TI [log(d j +1),logdj ln SH =I 0
JEP

SH designant la surface du polyeelre defini par

{

Yj 2: 0 pour .r E F'
(n + 1) LY{i,j} - L Vf ::; 11,0 - )q si 0 ::; i ::; n.

j~i JEF!

NIais le dialnetre de la bOlte n (Iog(dj + I ),Iog df ] est bornee par Jn(n
2
+1). Done

JEF'

IAI,1 -=- ·H!(IJ)I ::; Vol( {x/d(x,S1{) ::; Jn(n:1)})
~t< Bsho - POUI' fi assez grand.

Oll obticnt done
n(n+1)

At,l '" vV(If) ~ (11. + l)ac(V)ho 2 •

f\'rajorolls Illaintenant AI ,2' Pour tout a E N+ on ales inega.lites :

1 1
-.- 2: - - (log(a + 1) -log(a)) ~ O.
2a2 a

Done

IAI,zl ( 1)< B6 L L (r. n d
dE[l,Ho]F' fEF! f g~f y

1n(n+l)8 '"
< ). 6 L..J d2 n d

g
:.. dE[I,HoIF' {O,l} g*{O,I}

1) 2 n(n+l) I< 11.(11.+ B6 :""(log(Ho)+I) 2 -

6
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done

• Majorans rnaintenant A2 . On a. les ilH~galitcs:

R ((c? rr d{i,j}) ,1Iorr df)
j:f:.i O<i<n !EP

oll on a pose

< B-ll n~l
- I

( )
11tl

n clft fEF'

i=O n n d{j,k}
j:f:.i k:f:.j

et on obtient

Oll p~ dcsignc I'cnselnble des cl E N+ F
' tels que

.....L _I_rr d{i,j} ~ Ho n+l rr d;+l POUf 0 ~ i ~ n.
j:f.i !EF"

La derniere S0l11111C est lnajoree par

n d{IO,j}~Ho n d{i,j}
i~o O<i<iS"nd{i,j}~ nd{O,j}POllf O~i~n
Ni No

(n + 1)

{dEIN+lF/{
~(n+l) L

p?5Jlo~
Tl-I

P2SP~

nn d{O,i}=Pl
i=1n d{i,j} ""P2

o<;<)'$n

1
l-.....!l..... 2-....!!...·

) n+I]) n+111 2

1

Or pour taut A E R+ et tout k E R tel que J..: < 1, on a la rnajoration

L
bE(N+)m

mnbiS>'
;=1
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La sOllune ci-dessus adlnet done les 1najorations suivantes

L L
~<H* * n d{i,j}=P2

P2 - 0 P':1 O<i<j;5"
n 1-n d{O,i} $CHOP2) n

i=l

1

(
n ) ntr 1+_1.n d{O,i} P2 n+1

t=1

(2log J10 + 1)n-I (110]12) ~(1-;:h-)

l+n~l
P2

1

(2log Ho + 1)71-1 Hontl

n d{i,j)
O<i<i$;n

'11+1
<2--
- 11.

n-1n d{i,j} $;Hon:FT
O<i<j5n

11. +1 n(n-1).....L
::; 2--(2 log Ho + 1) ':1 +n-I Ho"+l .

11.

En eonclusion
A2 = O(l/logt-Z H) .

• Nous allOllS rnaintellant rnajorcr le tenne A3 . D'apl'cs 1e lernn1e 8.3.2, si
_1_ I

cg n d{Q,j} 2 J10
n +1

( n df ) ntl, on a:
i"#O fEF'

Int(C9 nd .. ) . (110 11 df ) I
I j'i-i {l.)l °51 :5 n fEF'

1+_1_

J11+n:1 ( n d
f

) n-1
< B fEP
- 8 2+....l....

(n d{o,n) n-1 fr n d{i,j}
i"#O - i;1 i"#i

Olt on a pose
1+ 1

B 2 ( n cf}) n=r
fEF'

Bs = sup -L
O$;i$;n (c?/+ n-1 n c~

i"#i

En outre, s' il existc J EF' tel quc df 2 I/Vol(Dd alors

11
Vol(D1)-n---- < 1

n b? n {fJdf
i;O !EF'

et par consequcnt
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On en dedllit, cn posant }Jh = iI)f o~~l,
O~~~n Ci

1
2+_1_ 1__1_

l:5d{i,O}:5VoIDlll 0 d n-l 0 d n-l

ntr ntr ·../-O {O,i} 0 ""< {i,j}

0" 0 17'"" <l<;_n
d{O,i}~llb n cl;

i,#o JEpl

}JI-
1
- 0 [2+6

·0 n-I ( {O '}
i,fO ,l

1

TI d{o,i}~VoIVl Hf!
i,#O

< B H l+.......l.....
9 n-I

< BlOlJ (log J{ + 1) n(n2-l) -1 L
o d{O,i} ~VoIVl Jfn i~O d{O,i}

i:;o!O

< B
ll

H (log H + 1) n(n2-1) -I+n.

On obtient egalenlent :
A3 = O(J1 logt-2 H) .

• ivlajorons rnaintenant Pb,d(H) de lnaniere unifonne. S' il existe J E F' tel
que dj 2: !:fVol (VI) alors

Done
!1 1

PbO,dO(lJ) < Vol(Vd n L
TI b? TI (f} l~dJ~}[Vol(Vd jTIp dj

i=O !EP E
~

< Vol(V
I
) J] (log H + ~og Vol(VI ) + 1) 2 •

o b? TI cf]
i=O !EFt

8.5 Fornlule d'inversion

Notre hut est Inaintcnant de eonstruire l'analogue de la fornlule cl 'i nversion de
Möbius. Si bEB, on note:

et pout' tout P E 1\1 j,
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Pour taut p E Nlf , on pose cgaleInent: si 11 = (n9)9EF E NP, pn = (png)9EF et si
bEB, bp = pV, (b). Si Best un sous-enselnble de B, sa foncball caractcl'istique est

natee XE'

Le111111e 8.5.1. I/ exisle une nuique Joncl.iort /1 ; B ----7 Z felle fjne:

(a) XH' = L p(b )X(b)'
bEB

Celte Jouction ver'ijl€ en outTe les conlilions suivanles :

(b) 11(b) = II Il(b p ) pour lout bEB)
pEMJ

() " (n)ß( n) dp ( \I)
c ~ Il P P = L (1 I)' TI) J

nENF p , Je ~

(cl) EI/l(b)ß(b)I<+oo.
bEB

D e1110 118t rat i0 11 •

• Si b l b' E B l on note: bl b' si et sculelnent si b' E (b). UBe fonetion p, verific
(a) si et sculement si

Vb E B, XH,(b) = LI1(b')
b'l b

ce qui est equivalcnt a

Vb E 8, Jl{b) = X7i I (b) - L Jl(b')
bllb
bl;tb

ce qui Inontre l'existence et l'unicite de Jl.

• lvlontrons (b) par reculTcncesur #{b' E Bjb'lb}. On rClnarql1C taut d'ahorcl
que pour taut b E 8,

XH I ( b) = II XHI(b p ).

pEMf

Par hypothese cle rccurrence, pour taut b'l b tel ql1C ['I' =J. b, on a.

p( b') = TI p( b~).
pEMf

Par cOllsequent :

Jl(b) = TI XH,(b p ) - L II Il(b~)
pEMf b'lb pEMJ

.I;t b

= II Jl{b p ) + TI L Jl(ptl) - L TI Jl{b~)
pEMf pE/Hf n~v,(b) bllb pEMf

= II Il(b p).

pEMJ
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• DCnl0ntrons (e). Soit n E N F . wIontrons tout d'aborcl par reeurrencc sur

jnl = L 11.9 qlle s'il existe f E F tel qlle 'l1f ~ 2 a.lors Jl(pn) = O. Soit n' defini pa,r
gEF

{
ny = 11g si 9 =1= f
n f = Hf -1.

A lors on a.

eL
XH,(pn) Jl(pn) + L Jl(b)

bl,n
'i-,n

= Jl (pn) + L Jl (b) + L Jl (Pk ) .

blpn' kp 'Ipn

k;f;n

kj=nj

Par hypothese de reeurrcnce Il( pI.) = °si pI. Ipn, k =1= n et kf = nf > 1. DOlle
p(pn) = 0.

• A toute applieation cP : {O, l}F ----t Z on assoeie le polynolne

SF(cjJ)(T) = L cjJ(n)T1n l.
1lE{O,l}F

La SOllllne que nous voulons ealculer s'exprillle alors cle la tnaniere sllivante

L Jl (Pn)ß(pn) = SF (Jl) (N l( ))
1lE{O,1}F , P

, 'I p: {O,l}F ----t Z O' I' {O l}F l' IOll on note ega, Clllent . Tl uüroe litt sur, on rc
n I-t Jl(pn)

suivant nlrn si cL selilenlellt si pour t.out f E F, nJ ::; rnf. On a dOlle

xH/(n) = L Jl(171.)
mln

cL done
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On obtient done Ia relation

Lelll11le 8.5.2.

L X1i,(n) (N(p) - 1)dim V-Inl = # V(F p).
nE{O,I}F

Denl0nstration. Soit I : V(F p ) ~ {O,l}F l'applieation qUl a x assoeic Ia
fOl1etion earaeLcrisLique de {fix ELf}' L 'applieation I induit une surjeetion

- FV(F p ) -» 1-{' = {n E {O, I} 'IX1i,(n) = I}.

En outre on verifie que l'inlage reeiproque par I d'un point n de 1-{' est iS0l110rphe a
(A~ - {O} )dim v-I n l. •,

L'interpretation de la valeur loeale cla.ns le ea.s partieulier Oll n = 2 111 'a ete indiquee
par iVlanin aqui elle avait ete 1l10lÜree par 13eukers.

Fin de la denl0nstration du lell1nle 8.5.1 .

• Nous allolls llmintenallt dCl110ntrcr (cl). Si n E N F veririe Inl = 1 alors

et p(pn) = 0. Par consequent

On note B 12 = L 1,u(pn)1 Done pour taut ba E B, on a,
nENF-{al

L I/l(b)ß(b)J L TI Ip(bp)Iß(b p )

bEB bEB PEMJ
~I~o ~I~o

II L I/l(pn)ß(pn)1
pEMJ n~v,(bo)

< TI L Ip(pn)ß(pH)1
pEMJ nENF

< II (l+~)
pEMJ lV(p)2

< +00.•
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Il faut l'en1al'quer que c'est la S01111nation de la section 8.4 gui intl'oduit le facteur

( )

rgpiC v
1 - N(P) et renel convel'gente la serie ci-clessus.

La [orn1ule cl 'inversion iInpliquc le lenlll1e slli vant valable sur taut corps de 110111­
bres et qui va nOllS perrncttre d'utiliser l'estiIllation du le111lne 8.4.2.

Lenl11le 8.5.3.

wl\'a(H) = L J-L(b )Pb(ll).
bEH

Del1l0nstration. Ceci resulte des len1l11CS 8.2.1 et 8.5.1. •

8.6 Enonce du resultat

Theorenle 8.6.1. Soi!, \I la va7'iete de F'arlo obteTl1t.e er/, ee/atant dans url ordre
(t.'rbitraire les 71.( 71.+ 1) /2 sous-espaces de codhnensl:on 2 de Pk defin,l:s par les equations

~)(i = ~'>(j = 0 po'ur 0 S; i < j ~ 'IL

Soit. U le con~pllment.aire dans \I des so·us-variet.es accu'rnulat1'ices alors

01.[ t = rg Pie \I = n(n
2
+1) + 1.

Del1l0nstration. Stil' lln corps de nOlnbres quelconque on a

nu(JJ) = L lVa(JJ) = !.. L 1t.(b)Pba(H).
äEI(Ok)jP(O,.} W 1:EI(Okl/P(Okl

bEB

Dans le cas Oll k = Q, on a pose a = Z eL, d'apres Je lCInme 8.4-.2, on a. l'equivalence:

Oll

et la ll1ajoratioll
Pb(JI) ::; Yol'D1 If(Iog JJ + B 4 )t-1 ß(b).

Soit E E R:t, soit J c B fini tel qlle:
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Soit lIo tel que Jr ~ 110 inlplique

Vb E 1, IPb(11) - eil [J logt-I 11ß(bII < 2;1 11 log'-1 11

et

Alors 11 ~ lio irnpliqlle

Done

011

C'

En olltre sur l'ollvert U1 la hallteur est. ind6pendante de Porelrc ehoisi sur .F, 1e
resultat est done indcpendant de cct ordre. •

Dans le cas d'un corps de lIo1nbres quelconque, la constante obtenue serait ega­
1etnent, d'apres la rClnarque suivant le lernnle 8.4.2, la constante Ch(\I). En outre
les voltllnes de \Iv aux pIaces a I'infini se calcuIent cxplicitelnent et on obticnt:

(n + 1)!2n

(n + 1)!(27r)n.

9 Cas de l'eclatement en un point rationnel

C0l11111e dans le cas precedant, les denlonstrations sont faites dans la 111CSl11'C du
possible sur UD corps de nornbres quelconque. En outrc les denlonstrations etant
sirl1ila,ires, nous n 'en indiquerolls que les points ders.

9.1 Construction de la hauteur

La lettrc \I designe ici Ia surface de Dei PCZZO obtenue en 6clatant le point

P=(O:O:l)
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sur P~. On note L le diviseur au-dessus de P. En ce cas, le cOl1lplenlentaire des
sous-varietcs accllllllllatriees est I'ouvert U = V - L el on peut prendre - J( = 3A - L.
La hauteur peut etre prise de la [ornle

h( (Xl : X2 : X3)) = TI sup( lXII:, IX 21:, Ix} x;lv, IX2x~lv)'
vEA-h

9.2 Reecriture de la hauteur

On fixe un ideal a E I(0,.). On utilise le dOInaine fondanlentaJ ß h (h~fini dans la
partie 7.1 et on se ra.n1fme a ca.lculer le cardinal de j'ensclnblc A(~(H) dcs elClnents

(Xl, X2, X3) E Oz verifiant les conditions suivantes:

(9.1 )

(9.2)

(9.3)

(9.4 )

(Xl, X2, :C3) = a

h((X I : x 2 : x 3)) ::; J1

(XI,X2) i- (0,0)
j(.7;) E ßh.

Eil outre COlnnle la eontriblltiOl1 des droitcs Xi =°sont des O(H) cL dOlle n6gligca.­
bles devant J{ log H, on pellt reillplacer Ia. condition (3) par la, cond ition

(9.:3') Xi f:. °pour 1 ::; i ::; 3.

(9.1')

Par aillcurs la hauteur peut se 111ettre sous la, fonlle

hoo(x), X2, X3)
h((Xl : X2 : X3)) = '()2 V(( ))l\ a 1 XI,X2

On note egaleIllent

Ha = {(Xl,X2,X3) E O~/(Xl,X2,X3) = a et Xi i- °pour 1::; 'i::;:3}

ct H' 1'ensenlble des quadruplets (b I, b2, b3 , i)3) tels que POUf taut p E A1 j, on ait

et on definit p: Ha ---+ H' par P(XI,X2,X3) = (l'l1,b 2 ,l'l3,i)3) avec

i)3 = (X1,X2)a- 1

-1 -1b1 Xl i)3 a
-1 -1

b2 X2i)3 Cl

-1
b3 = X3 a

On note (b, i)) un qlladruplet (bi, b2, b3, i)3)' On note H(b.lJ)(JI) le cardinal de l'ensen1­

ble des (Xll :1:2, X3) E Ha qui verifient

(xd = abI i)3

(X2) = ab 2i)3

(:1:3) = ab3
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alnSI que

(9.2')

(9.4)

LenlIlle 9.2.1.

hoo (Xt,X2,;l:3) ~ IllV( a303)

j(x) E ß.h.

}/~( !1) = L nb (H) .
bE'H'

9.3 Estilllations pour le corps des rationneis

C0I11111C dans le cas dc trois poillts rationnels, on cornlnence par estinler le n0l11bre

111'1 ,'2,'3 (11) des (x 1, X21 X3) E '1 X '2 X '3 LeIs que Xi =j:. 0 eL hoo (x I, X2, X3) ::; 11. On
note

Lenl11le 9.3.1. Si"~ = QJ il exisle une COTtstanle B I teile qne

Delllonstration. la prell1iere assertion se dell10nLre C0I111ne dans 1c cas de trois
points rationnels. La seconde n~sulte du fait que

9.4 SOl1lIllation sur les ideaux

C0I11111C clans la partie 8.4, on pose B = I( eh)4 et on reprencl la notation (b).
On considere egaleIl1ent

Pbo(lJ) = L nb(H).
bE(bO)

On 1110ntre C0111111C prececlenllnent

LelllIlle 9.4.1.

Pbo,oo(lJ) = L 111nb~ogo3,nbgogo3,nbg(H1V(a30~i)3)).
o3El(O,,)

Sur Q, on obtient les resultats suivants:
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Len1n1e 9.4.2.

( ) C
II 11 log H d

Pb,d 11 "'J 1 b b b quan H ~ +00
(3 1 2 3

O"It C/I = 3ac (V)Vol D t lill1(.s - 1)(Q(.s) cl il existe une constante 132 t.elle que
.!-l

Den10nstration. Dans ce cas a = Z. Posons 110 = 11~, c? = (lgb?, ~ = dgb~ et
cg = bg, B3 = Sllp(C?, cg) ct

A = L Tn.c~d3,c~d3,cg(}Jod3)'
d3 2: I

Alors A = Al + A 2 avec

el ~ = 3ac(V). Par ailleurs A2 est llcgatifet

O(H)

Olt B~ (CO) est in(h~penclant cle d3 . La Inajoration unifornle s'obtient COnll11e dans le
cas de trois points rationnels. •

9.5 Forl11ule d'inversion

Si bEB, on note:
1

ß(b) = -4--

n lV( bi)
i=l

Len1n1e 9.5.1. !l existe une unique Joncf.ion Il : B ~ Z teile que:

(a) X7-t 1 = Llt(b)X(b)·
bEB
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CeUe jonc/.ion ve-nfie en outTe les condilions s'llivantes :

(b) JL(b) = rr p(b p ) pourtoutbEB j

pEMJ

(c) n~61'(P")ß(pn) = (1- N~p))2 (1 + N~P) + Ntp)2) = Lp((~~~~\I)'

(d) L l/l(b )ß(b)1 < +CO.
bEB

La (h~lnonstration est la 111enle que dans la partie 8.5.

9.6 Enonce du resultat

'raus les elenlents sont done reunis pour reproduire la fin de la denl0nstration du
eas preeedant c1. denlolürer Ia. fonnule 2.2.1 da.ns ce eas.

Theorenle 9.6.1. Sod V est In sU1jnce de Del Pezzo obtenlle en eclatant un point
rahonnel sur Pb. Sm:! U le con~pteTnentaü>e dans \I du diviseur excephonnel. AloTS

O"ll t = rg Pie \I = 2.

En outre, on verifie aisenlent que si lVv = 1

et si lVv = 2

10 Cas de l'eclatement en deux points rationnels

10.1 Construction de la hauteur

Dans toute cette partic, \I est la surface de DeI Pezzo obtenue en eclatant les
points

PI = (0 : 0 : 1) et P2 = (0 : 1 : 0)

sur P~. On note Li les diviscufs au-dcssus de Pi et L 1,2 le diviseur au-dessus de la,
droite Xl = O. On note U I'ouvert V - LI - L z - L1 ,z. Un diviseur canonique est
donne par

}{ = LI +L z - 3A

et 10. hauteur peut etre prise de la. fOrlllc

h((Xl : :r2 : X3)) = rr sup(lxll~, S.~l? !:rix;lv)'
vEAh ;:jl!~
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10.2 Reecriture de la hauteur

On fixe un ideal a E I(Od. COIl1lne d'habitude, on se l'alnene a calculel' le
cardinal de I'cnscrnble J\f:(H) des eleTnent.s (Xl, X2, X3) E o~ verifiant Ies conditions

(10.1)

(10.2)

(10.3)

(10.4)

En outre

(XI, X2, X3) = a

h((;,;1 : ;,;2 : x 3)) :::; 11

Xi f:. 0 pour 0 :::; i :::; 3

j(x) E ßh.

hoo(:VI' xz, X3)
h((XI : X2 : X3)) = N( ) T(( . )(. .))a l\ x I , X Z ;" 1 , X 3

On note Ha l'ensernble des (Xl l Xz, X3) E O~ verifiant les conclitions (10.1) et (10.3)
ci-dessus et Hf l'ensemble des (b ll b2 , b3 , i)z, i)3) tels que, pour taut p E lH j , on ait

Pour tout (b, i)) E H' , on note n(b,o)(ll) Ie cardina,1 de l'ensernble des :z; E Ha qui
verifient

(10.1)

alllSI que

(10.2')

(10.4)

Len1111e 10.2.1.

hoo(x) :::; Ilf\l(a3
"3'02)

j(x) E D.h.

#Ar;(H) = L nb(JI).
bE1-{'
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10.3 Estinlations sur le corps des rationnels

On utilise des notations analogl1es a, cellcs de la section 8.3.

Le111111e 10.3.1. Si A.~ = Q! 1:1 existe une constante BI teile fjue

10.4 S0111111ation sur les ideaux

Lelnnle 10.4.1. Avec les nolations usuelles)

Pbo ,"tJO(11) = L Inr?1l:;z1l3,cg1l3,cg1l2(IloN(1l2 113))
llEI(Od:;Z

Leln111e 10.4.2. S1l'1' Q) on a l"equivalence

()

JI 11 log2 H
Pb,d 11 rv C b I b l d fjunnd IJ --t +00

1 )2 3( 2 3

ou

el aeXl:st.e une conslartte B2 teile que

Relnarque. Si le lenlll1e 10.:3.1 se gew§l'alisait a, un corps dc n0l11bl'es ql1elconque,
Oll obtienclrait un lcnl1ne analogue avec
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Denl0nStration. lei a = Z, 110 = Jl(~~, c? = b?~(Ig, cg = b~dg et cg = bg~.

A = L nlc?d2d3,~d3,cgd2(Hod2d3)
(d2 ,d3 )E(N+)2

Al + A2

avcc

b? b~ bg(~ cf],

En outre, A2 = O(Illog 11). La n1ajoration llnifonne s'obtient eOll1111e clans les eas
preeeclants. •

10.5 FOrll1Ule cl 'inversion

C01l1111e clans les eas preCfSdants, on cl6tnontre le lell1111e suivant ;

Lenllne 10.5.1. 11 exisle 'une l.lnique fonetion Il : B -+ Z teile gue:

(a) XH 1 = L IL (b) X(b) •

bEB

Gelte fonct.ion verifie eu oul:re les conditioTlS suivanles :

(b) It(b) = TI fl(b p ) P01tT toul b E BJ

pE/Hf

() "" (n)ß( n) dp
( V)

c Li It P P = l (1 P' V)}
nENF ..Ip , le

(cl) LIIl(b)ß(b)I<+oo.
bEL~

10.6 Enonce du resultat

Theorell1e 10.6.1. Soit V la smjacc de Del Pezzo obt.enue en eclatant. deux POl~Tlls

distJnds sur Pb. Sod U le co.,nplen~enlaü>e dans \I des dl:viseurs exceptionnels.
Alors

nu(JI) '" Ch(V)Hlogt
-

1 11 quandH -+ +00
O'llt = rgPie V = :3.

La. Rn cle 1a den10nstl'ation est iclentiqlle a. eelle du theorelne 8.6.1.

75



11 Cas de l'eclatement en deux points conjugues

11.1 Construction de la hauteur

On note \I la surfaee de DeI Pczzo obtenue en eclatant un zero-cyc1e D de Pi
tel queD s'ecrive eOlTIlne SOl1lllle de deux points StH k une clotul'e algebrique de k.
Il cxistc clone un elel11el1t a E Ok tel que D = PI + P2 8tH [( = k( ;ä). On suppose
que a f/. A;*2 et on note -:- le gelH~rateur de Gal( J( / k) et Q' une racine earn~e de Cl dans
J(. On peut se ralncner a,

PI = (0 : 1 : Q') cL P2 = (0 : 1 : -0).

Dans la suite~ on fera les hypothc8CS suivantcs:

- \lp E kIf, pl2a * a f/. k~,

- si pI2 aJors kp /Q2 est non ralnifiee.

On note S I 'enselnble des places raITIifit~es par I 'extension ]{/ k et SK = {~ E
NIl{ /2)lp}. Soit L le diviseur de \I au-dessus de D, L' le diviseur au-dessus de
la droite ])' definie par ~-\o = 0 ct U leur complementaire que Pan identific avec son
in1age dans P~. Un diviseul' eanonique est def-ini par

-/(=3A-L.

Sur le corps ](, on note

Une base de r'( \11-;-, wv~) est clone donnec par les 111011011188 en Zo, Zt, Z2 distlIlets de
Zr et de Zf. La fanlilIe (sih$i$12 definie par les polynolnes

est done une fa.tnille generatriee de r'(V/\·, wv:)' Par ailleurs une base cIc r(lI, wv1
)

est donnee par les polynolnes

\/" X 2X'I3 = I 0,

}/" \r (V2 V2)
7 = A 2 ~'\ 2 - (L,\ 1 ,
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Pour taut v E l\lk , on definit une Inetrique II.llv sur WV",l de la Inanicre suivante: pour
taut x E \I(h~v) eL t.out.5 E r(\lv,wv",l) t.el que 8(X) i= 0,

lls(x)llv =

( I
Si(X) I )-1TI sup --

""EMg 1:5i:5 12 8( X) v'

""I'"

rr (L ISi(X)I~)-~
",' E Mg 1 :5 i :51 2 S ( x) v'

""I'"

TI L 1.s~(.'C) I
1:5 i :5 12 S ( x) v'

si kv -4 C.

Cela. definit bien une Inetrique adelique. En effet, C0111111e {p 12a} eS', pour tau t
(xo : Xl : X2) E U, on a I'egalite

En eIehors eIe S la, Inetrique 11.llv est done 1a. 111etrique assoeiee a. 1a base d6finie par
les polynon1cs l'i. La hauteu .. corrcspondantc est alors donnee par

VP E \I(k), h(P) = II Ils(x)ll;l
vEMk

Oll S est une section de W V1 non nulle en x.

11.2 Reecriture de la hauteur

.J usqu'a la section 11.5, on fixe un ideal a E I( Od. On se ralnEme a estilner le

cardinal de l'ensenlble Ar~(H) des x E O~ tels quc:

(11.1)

(11.2)

(11.3)

(11.4)

h(x) :s 11,

Xi i= 0 pour 0 ::; i ::; 2,

j(x) E ßh.

Pour tout (xo : Xl : X2) EU, on a la, relation

avce
hoo (XO,Xt,X2) = TI hv (xO,Xt,X2)

vEM=
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{
j(x5 +xi + x~)(x5 + ]X2 +O'xI1 2)(X6 + IX2 - o:x112) si kv -=-t R
(IXQ 1

2+ IX 112+ IX 21 2)( IXQ 1
2+ IX2+ O';C 11

2)(IXQ 1
2+ IX2 - o:xll2

) si A:v -=-t C.

De plus

NOllS allons done [ai re jOlle!' a I'ideal i) = (xo, ;C2 - o:x d Ic role tenu par i) 1 da,ns la
partie 10. On eonsidere l'ensen1ble

et H' I'ensClllble des triplets (00, b1, i)) E I( 0 k) X I(01( )2 verifian t pour taut I.P dans
1\11,1\" - SA" la eondition suivante

inf (11f~J i) ), Vi" ( i) )) = 0
inf(v't!(bd,vll (boO/\)) = 0
inf(vw(bl)' V'ij"(boO/\)) = 0
in[(V~(bl),V~(D)) = 0
inf( lli"( bd, lli"( D)) = 0

et pour taut ~ E 81\,

On note B le Illono'ide I(Ok) X I(01()2 et (b, D) un elClllent (bOl b1: D) de B. Pour
tout (b, D) E B, on note 1l(b,t1)(H) le eardinal de l'ensen1ble des

tels que

(11.1')

(11.2')

(11.3)

(11.4 )

Len11ne 11.2.1.

{

(X Q) = a0Q1VK / k ( i) )

(X2 + axt} = 001\ 01"5
hoc>(xo,;Ct,X2)::; Hf'.l(a?N(i))

Xi =1= 0 pour 0 ::; i ~ 2

j(x) E ~h'

w#Ar:(IJ) = 2::= 1l(b,lJ)(H)

{b,t1)E'H'
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Den1onstration. On eonsidere l'applieation

definie par p(x) = (ba, b], D) avec

{

D = (xo, ;C2 - axd(aOK)-l
bo = (XO)JVKjk(D)-l a-}

b1 = (X2 + O'xd'5-1 (aOrd-t.

Soit x E Ha. Comnle dans les eas pl'ecedents on tnontre quc 8i ~ E Iv)J,J{ - SK

alol'8 ji(x) veri Re (C lll ). Soit ~ E SK et .p la place indui te StIl' k. C01l1lne par
hypothese 0/( = Ok[a] et a est prelllier a 2, cIeux cas sont possi bIes: 80it .p la et
alo1'8 Vp(a) = 1 ou bien pl2 et alo1's une unifornlisante pour J(~ e8t donlH~e par

1r = 0: +u avcc 1.l E 0k,.
Sllpposons qlle 1113 (D) ~ 2. Alors 1113 (xo) ~ v!Jl (a) + 1. En olltre,

VlJJ(X2 + n:cl) = vlll(X2 - o:xd ~ v~(aOK) + 2.

Si ';plo: alor8 on obtient que lIlJJ(X2) ~ IllJJ( aOK) + 2, clone

1113(:cd = lI13(crxd -1 ~ lIlJJ(aOK) + 1

Ccci implique que inf(vp(xt}, Vp(X2), Vp(X3)) 2:: vp(a) + 1 ce qui est en eontradiction
avec x E Ha. Si p12, nous posons x~ = Xo, x~ = Xl et X~ = X2 - 1.lx] Oll U E Ok, est
defini COnl1l1e ci-dessus. A101's

et

I/~ (x~ +1rx;)
V13(X2 - axt}

V~(X~ - 1rX~),

V~(X~ - 1rX~)

vp(a) = inf(lIp(x~),lJp(X~), Vp(x;)).

Un raisonnenlent analog11e fOllrnit done la contradiction l'cchel'chee. Le fait que
inf(v'P(bd, 1113 (boOJ...)) = 0 est inl111ediat. Si inf(v~(bd, v13 (i))) ~ 1 alo1's

et

Ceei contredit ega.lenlent x E Ha. On note p : Ha ----? H' I'application induite.
Par definition de p, si (ba, bl , i)) = p(x) alors x verifie (11.1'). 11 reste a, verifier

qlle si (ba, b}l i)) E Hf et si x verifie (11.1') alo1's x E Ha et (ba, bll -0) = p(x). Les

conditions (C~) ilnpIiqllent quc

,+l';p J bol\'Kjdi))Ol\' + bt'5 si pest sinde dans J(/ k,
';p 1 bol\'Kjk(i))O/\· + bl15 si [J(~ : kp] = 2 et p tt SK,

';p2 J baNK j k ( -0 ) CJ /.( + b}15 si ';p E SK
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Par eonsequent ponI' tout p E 111j,k, l1~~3 lJ p( xd ::; vp (a). L'ega.lite se 1110ntre eOll1111e

dans les eas preeedents lorsqllc p tf. S. -Soit l11aintenant pES et ~Ip. Si pkl a alors
pkjxo ct ~2klx2 + Q'Xl' Done, dans le eas Oll pla

Done pklx2 et pkj.1:L' On I'aisonllc de [a~on sitnilairc avce xo, xl ct ~t:1 + UX2 si p12.

Enfin les eonditions (Cl}}) ilnpliquent direeten1ent 1'egalite (ba, b1, D) = p(x).
On a done delll0ntre n(b,D)(Jl) = #p-l( {(b, D)}). •

11.3 Estinlations dans un cas particulier

Etant donne C = (co, cd E I(0d x I( 01\ ) l on veut estilner le nOlnbre 1n,(1J) des
points (xo, X2 + aXt) E Co X Cl tels que

(11.2')

(11.3)

(11.4)

On note

hoo{x) ::; JI

Xi f:. 0 pOllr 0 :::; i ::; 2

j(x) E b,.h.

Lel11111e 11.3.1. Si k = Q cl a = -1 alors pour taut Co E N+ et taut Cl E Z[i] -{O})
on a

et 111 co ,Cl (11) es!' nut si Co> .f1 1
/
3

OU N(ct} > 112
/
3

•

Reillarque. Dans le cas geIH~ral, il falldrait pouvoir 111ajorer

JJVol'Dl
1H(C{),q)(H) - Det(M)

oll 1\1 est Pinlage de Co X Cl dans 11 k~ et
vE/Hoo
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Dell1onstration. Dans ce cas particulier, notre choix de la nonne pour la place
reelle donne

hoo ( ;1.:0, Xl, .7:2) = (x~ + X7 + X~?12

ce qui illlplique la deuxien1e assertion.
On note hoo ( Xo, X2 + i.1':d = hoo { ;1;0, Xl, X2)' On a alors les 111ajorations :

La fi1inoration se 11lOlÜre C0111111e dans les cas precedants. •

11.4 Sonlnlation sur les ideaux

C0111111e preCedellllllent, on definit (b) et P:{lJ).

Lel11111e 11.4.1. Sm:!. (bg, b?, Da) E BJ Boienf. eg = abgNl\"Id1)°) cf. e~ = ab~OO.

p( bO,00) (11) = L 'In( cg N K /d o),c?"D) (H lV (a
3 )lV(1)0 1))).

OET(OJ';)

Len1111e 11.4.2 . .Si h~ = Q cf. a = -1 alors on a l'equivalerl,ce

01l

et.J po'ur H > 1J la rnajoration

o·!i, B3 ef, B4 Bont des constantes independanf,es de H J de bO ef. de JJ.

Remarque. Si le lell1me 11.:3.1 sc gencralisait au cas general, on obtiendrait un

len1111c analoguc avec
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Denlonstration. C0l111lle da.ns Ia partie 10.4, on decOInpose la S01l11l1e en dellx

facteurs Pb(H) = Al + A2 •

• Nous COllllnenc;ons par estinler Al

L
OET(OQ(i»

N( '),!:H 1/ 3 N( .)1/3

Par Ie theOI'Clne d'Hardy-Littlewood-Karalllata (cL [Te], theorenle 11.7.8),

IJ (log I! )Al ,...., Vol(Dd bO ([0) (dO) -.-liln(s - l)(Q(i)(s) .
olV )1 N 2 3-1

• Nous allons 111a.intenant Inajorer A2 •

01'
I J 1L N( )1/3 < 1 + 1,2/3 r dr dO

N (n)5:.111 / 'J. 1) T </11/4

< 1 +17r [J1/3
2

• ~1ajorons lnaintcllant P(bO,rJO) dc rnanierc uniforme.

Pa.r conseqllent,
1 1

p(bo,rJO)(H) ::; BsH ° (0) L -V()'
c01V cl N( 0 )$.H1/2 1 1)

01' il existe des constantesB6 eL 137 tellcs que

•
Lenll11e 11.4.3.

Denlonstration. Si pest scind6 par J(, alol's

1
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Sinon

II 1 1 -( 1)1 __1_ = ( 1) = Lp(.s, Pie V) 1 - ]\'( ).9 . •
'Plp N('P)# 1 - N(pP~ p

Lel11111e 11.4.4.

1
Q' (V) - -

c - 6'

Del110nstration. Pic V a. ponI' base [A], [L]. Le d01l1aine

{
. p' \/v R/ { VC effectif x([C]) > 0 }

x E 1C 0 ( -1) - 1x Wv -

a done pou r equation

Par eonsequent

On obtient donc le lenl1ne suivant

Lel11111e 11.4.5.

11.5 FOrll1ule cl 'inversion

Oll utilisc des notations bl b', V p(b), bp et ß( b) analogues a, ce1les de Ia partie 8.5.
Si p E Mj, on note

Lel1llne 11.5.1. Il eXl:ste une unique Jortction fl : ß -+ Z teile gue

CeUc Jonction 'V(§rifie cn outrc

. dp(V)
(c) Sl. P ~ ,), I: It ( b)ß(b) = L (] p' V)'

bEB(p) p , lC
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(d) Si p E 8) on note '1l E 81,,: I 'üleal a1t-dessus de pJ

L ,tL(b)ß(b)(K,13(l)(k,p(l) = wp(\ip),
bEB(p)

(e) L Ip(b )ß(b)1 < +00.
bEB

D eHl0 n8t rat ion .

• Les assertions (a) et (b) sc clclnontrent COllll11e clans la partie 8.5.

• DCll1ontrons (c) en distinguant les cas Olt pest seindc et le cas Olt il ne l'est
pas. Si pest scinde, soient '1l1 et '1l2 les ideaux au-cIessus cIe p. Si 11. E N5, on note

la fonetion 11. 1---+ It( pn) est la Il1clne que celle qui apparait dans le cas scinde. Dans
ce cas (c) resulte done de I'assertion (e) du lell1111e 10..5.1.

Dans le cas contraÜ"e, on notel::}J l'iclea.l au-dessus de p et POUI' tout n E N 3

L'entier Il(pn) est nul si un des ni est superieur 0"1 egal a,2. 8n outrc

Jl (0, 0, 0) = ], It (0, 0, 1) = -1,
p(l, 1,0) = -1, p(l, 1, 1) = 1

et It est nul pour les autre valeurs de n. En definitive,

111
= 1------+--

lV(p) 2 JV (p )3 A' (p) 5

(1- N~P)) (1- Ntp)2) (1+ N~P) + N(lp)2)

f\1 ais

et

(1 - N~P)) (1 - NtPF) = Lp (1, PiC(V)t'

( 1 + N~P) + Ntp )2) = dp(V) .

• Den10IÜrons j'assertion (d).Dans ce cas pest ranlifie dans l'cxtension J< /k.
Soit '+}l'ideal au-desslls de p. On note It l'applieation N 3

---4 Z d6finie par
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On aalars
Il (0, 0, 0) = 1, P (0, 0, 2) = -1, IL (0, 1, 1) = - 1
Il(l, 1,0) = -1, Il(l, 1,1) = 1, p(O, 1,2) = 1.

et les au tres valcurs de p- sont nulles. Done

L ß(pn)p(pn)
nEN3

3 2
= 1---+--

JV(p)2 N(p)3

( 1 )2( 2)1--- 1+--
JV(p) JV(p)

Wp(\lp) = J JVk, ((1, XI, X2))l\'Kll ((1,x2 + 7rxl))d:cj dX2.
k, x k,

et 1e tenne de gauche de I'assertion (cl) vaut 1+ N~P)' Le ternle de droite est obteHu
de la maniere suivante

Wp(\lp) = J JVk,((1,Xl,X2))i\\'~((1,:c2 + axd)dxI d:r2.
k, xk,

01' une unifonnisante POUI' ]{rp s'ecrit 7r = O'+ll avec'll E 0k U{O}. On se ralnene
p

donc a

Soit P E P2(Fp) et (xa : XI : X2) des coordonnecs hOITIogencs pour le point P.
L'cntier lVI":~ (xo, X2 + JI"X I) est ind6pendallt des rclcves ehoisis dans kp • On lc note
<j>(P). On obtient

1
= 1\'( )2 L 1J( P)

P PEP2(F,)
1 1

= lV (p) 2 L 1 + IV (p )2 lV (P)
pep2(F,)

P;i(O; I ;0)
.)

= 1 + lV(P)'

• L'assertion (e) sc denlolÜrc eOlTIIllC dans les eas prccedants. •

11.6 Enonce du resultat

C0l111l1e dans les eas pn~eedants, 011 obtient:

Theorenle 11.6.1. S'oit. \I la s'luJace de Dei Pezzo obten'lle en eclatartl les poi'nts
conJllg"UeS (0 : 1 : ncf (0 : 1 : -i) sur P Q. S'oit U le comptenwntaire dans V des
diviseurs exccptionncls. Alors

O'll t = rg Pie \I = 2.
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