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Résumé. Nous définissons la notion de hauteur d’une suite discréte de points dans 1’espace
C: et donnons une caractérisation des suites d’interpolation d'une fonction holomorphe en

termes de hauteur

Heights for sequences of points in Cg and Interpolation

of holomorphic functions of several variables.

' Abstract. We define the notion of heights of discrete sequences of points in Cg and give a

characterization of interpolating sequences of holomorphic functions in terms of heights.

0. Introduction. Dans cette note nous définissons la notion de hauteur d’une suite discréte
de points dans l'espace Cg et utilisons cette notion pour I’étude de D'interpolation des
fonctions holomorphes p—adiques de plusieurs variables. Le probléme de I’interpolation des
fonctions p—adiques de plusieurs variables a été considéré pour la premiére fois par

Y. Amice dans [1]. Les resultats de cette note sont differents de ceux de [1] dans deux
aspects. Premiérement, dans {1] I'interpolation est faite sur des suites appelées "trés bien
répartie". Ce sont en effet des produits de suites des points dans ZIp (elles sont denses
dans H; ).’ Ici nous travaillons avec des suites discrétes de points dans Cg trés généra.les.

Deuxiémement, les fonctions dans [1] sont continuées et bornées, ici nous considérons des
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fonctions holomorphes non—necessérement bornées.

§ 1. La hauteur.

Soient p un nombre premier, Qp le corps des nombres p—adiques et Cp la complétion de

la cléture algébrique de Q P La valeur absolue de Cp est normalisée par |p| = p_l .

Nous utilisons la notation v(z) pour la valuation additive de Cp . Soit D, le disque
unité dans Cp :

D1={zE€p,|z|<1} ,

etsoit D=D  x.. x D1 le polydisque unité dans Cg . Considérons une suite de points
dans D :

u= {u’} = {(u},mp)}, 8=0,1,2,.. u? €D, ,.j= 1.k }.
On notera v(u®) = (v(ui),...,v(ui)) € [R_]':_ . Pour chaque t > 0 nous posons:
Ny(t) = #{uv® € v, v(uj) >t,j=1,..k}
Dans ce qui suit on considére seulement les suites u telles que pour tout t > 0 ona

Nj(t) <o .

Alors la suite u est discréte et on peut supposer que pour chaque s,
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v(u§+1) $v(ud), j= 1k .

k

nous posons:
+ mousp

Pour chaque (tl,...,tk) ER

n‘l!'(tl,...,tk) = #{v° € u, v(u®) = (), Tppoonty), T, > £}

n(tyseensty) = #{0° € u, v(u®) = (), Tipennty), T; 2 1}
h t.)=n> )t
i(tl"“’ k) = ni(tlr"x k) i
1 _wt
By(tennty) = Bty esty) = BT (g50m00ty)
u -
61 (tl,-,tk) = hi(tl,...,ti__l, Ti,...,Tk) -

+
- hi (tl,...,ti' Ti+1’--.,Tk) +

+y By(tyseeti 1 Ty Ty)
Iz’.i>ti

ou (Tl""’Tk) € IR_I:_ est choisi de telle sorte que pour tous j=1,..k ona Nj(Tj) =0.

Remarque. 1) La somme dans 1a formule définissant b'lil est une somme finie, car

hi(tl,...,ﬂi,...,Tk) # 0 si et seulement 8'il existe u® € u tel que v(us) = (tl,...,ﬂi,...,Tk) .

2) &;(t;,-t)) ne dépend pas du choix de point (Ty,..,T}) .
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Définition 1.1. La hauteur de la suite u est définie par

k
u
HJHWJQ=2 8t pty) -

1=1

Proposition 1.2. 1) Le graphe de la hauteur H estle bord d’un polyédre convexe dans
RE xR .

2) Si 'on notera par H le polyédre (tl,...,tk,Hu(t1,...,tk)) , alors I’ensemble
{v(u®), u® € u} est contenu dans les cotés A(H) du polyédre H .

La proposition 1.2 est démontrée en utilisant les propriétés géométrique de la hauteur des

fonctions holomorphes p—adiques (voir [5] ). Notons que Hu(tl,...,tk) est la hauteur

n n
d’une fonction holomorphe dans D dont le développement en séries des z 11 zkk ne

contient que les termes avec n, = n?(tl,...,tk) pour certain (tl,...,tk) .
§ 2. Interpolation.

Dans ce qui suit nous ne considérons que les suite u telles que

|t1i.t_r:0 Hu(tl,..,tk) =-o ,

ou [t| = rga:(c b c’est—a—dire que les fonctions holomorphes correspondantes sont
1<i<k

nonbornées.

Définition 2.1. On dit que la fonction f(zl,...,zk) est de classe o(u) si la condition



suivante est réalisée:

|tiirjo{nf(t1""'tk) ~Hy(tptdt =o

o He(t;,..,t;) estla hauteur dela fonction f(z},...,z}) (voir [4]).

Théoréme 2.2. Soient fl(zl,...,zk) et f2(z1,..,zk) deux fonctions holomorphes de classe

o(u) . Alors on a f,(z,...,2,) = fp(2;,...,2) si {; =1, aux points dela suite u.

En effet, on pose = fl-—f2 . Si la fonction 1 n’est pas nulle identiquement, alors on a
f|, =0 et les points de la suite u sont dans A(Hf) . Mais on a donc u C A(Hf) n A(Hu) ,

ceci est contraire & la condition f € o(u) .

Définition 2.3. Les polynémes {Pn(zl""‘zk)} sont appelés les polyndmes d’interpolation

de la fonction f(zl,...,zk) sur la suite u si les conditions suivantes sont réalisées:

1)deg P <n
2) P_(v*) = 1f(u°), 8=0,1,....kn.

Notons que la suite u est supposée injective, dans le cas de suites non—injectives il faut

des modifications mineures.

Définitions 2.4. Une suite u est appelée la suite d’interpolation de la fonction f(zl,...,zk)

8i

lim {P (z,..,2)(z,....2 )} = 0

n-—m



uniformement pour {(zl,...,zk),v(zj) 2 t.i >0,j=1,.,k}.

Théoréme 2.5. La suite u est une suite d’interpolation de la fonction f(zl,...,zk) si et

seulement si f € o(u) .

La démonstrafién du Théoréme 2.5 suit un plan similaire 3 celle du cas des-fonctions
holomorphes p—adiques d’une variable (voir [2], [3]). Les constructions de la hauteur des
fonctions holomorphes de plusieurs variables et des suites et la formule de Poisson—Jensen
dans le cas de dimension haute (voir [4], [5]) jouent ici le rdle clé.
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