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UBER GERADE UNIMODULARE GITTER
DER DIMENSION 32, IlT

von

Helmut Koch und Boris B. Venkov

In den Arbeiten [6], [7] hat der zweite Verfasser eine Untersuchung der geraden
unimodularen Gitter in euklidischen Riumen der Dimension 32 begonnen, die in der vor-
liegenden Arbeit fortgesetzt wird. Dabei kniipfen wir auch an Gedankenginge aus [3]
und [4] an.

Wir betrachten hauptsichlich gerade unimodulare Gitter A in [R32 , die keine
Wurzeln, d.h. keine Vektoren der Quadratlidnge 2, enthalten. Zu jedem Vektor v aus A
der Quadratlinge 8 betrachten wir die Modifikation A_ des Gitters A.Sei &(A ) die
Dimension des Wurzelsystems von A_ und f,(i) fir i=1,...,32 die Anzahl der v
mit i= a’(Av) . Fir eine beliebige Wurzel w in Av gilt A=A, . Daher ist
g (i) ==, (i)/2 eine ganze Zahl. Nach [4], 2., ist (i) =0 fiir
i =19,21,22,23,25, ... 31 .

Die Funktion g, ist eine sehr feine Invariante von A . Wir bezeichnen den Trager
von g, als Spekirum Sp(A) des Gitters A . Als weitere Vergroberung von g, ist das
Maximum N(A) von Sp(A) von Bedeutung, das im folgenden als Nachbareffekt
bezeichnet wird.

Mit Hilfe der in [6] eingefihrten Grundgieichungen eines Gitters beweisen wir in
§ 1 die folgenden drei Gleichungen fiir die Funktion g, :
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32

Y igy(i)=2°-3°- 5% 17 733,
i=1

32 |

i=1

32

Y %) =237 5217,
i=1

Es schlieflen sich einige allgemeine Betrachtungen fiber die Automorphismen der Gitter
A an.

Zum weiteren Studium der Funktiénen BA werden in § 2 und § 3 die finf Gitter
A(C) mit Nachbareffekt 32 betrachtet. Sie entstehen aus den finf selbst—dualen dop-
pelt—geraden extremalen Codes C in der gleichen Weise wie das Leechsche Gitter aus
dem Golay—Code.

In § 2 bestimmen wir die Automorphismengruppen dieser Gitter. Fiir den Reed—
Muller—Code RM = RM(5,2) wurde dies bereits von Broué und Enguehard in [1]
durchgefﬁhrt*. Wir geben hier fiir diesen Code eine unabhidngige Darstellung soweit sie
sich in das allgemeine Schema fiir alle fiinf Codes einordnet.

Die Verfasser danken Herrn A.J. Hahn, University of Notre Dame, fiir den Hinweis, daB
die Ergebnisse von Broué und Enguehard schon frither in den folgenden beiden Arbeiten
bewiesen wurden:

E.S. Barnes, G.E. Wall, Some extreme forms defined in terms of Abelian groups. J. Austr.
Math. Soc. 1, 4763 S}QSQ).

G.E. Wall, On the Clifford collineations, transform and similarity groups (IV), an applica-
tion to quadratic forms. Nagoya Math. J. 22, 199222 (1963).



Conway und Pless, [2], haben drei der fiinf genannten Codes, die wir hier mit
F,U,G bezeichnen, entdeckt. Die beiden anderen, der Reed—Muller—Code RM und der
erweiterte Quadratische—Rest—Code QR zur Primzahl 31, und deren Automorphismen-
gruppen sind seit lingerer Zeit bekannt (sieﬁe 2.2 fir die genaue Definition der fiinf
Codes). |

Beziiglich der Automorphismengruppen der Gitter A(C) erhdlt man folgendes. Sei
2(C) die Menge der Wurzelsysteme benachbarter Gitter A(C), mit & (A(C),) =32.
Dann ist [A(C)| = gA(C)(32) . Es - gilt |A(RM) | = 2295, |A(F)| =135
|(U)| =3, |AQR)| =1, |AG)| =1. Aut(A(C)) operiert transitiv auf 2(C) .
Sei A(C) der Normalteiler von Aut(A(C)), der aus den Automorphism von A(C) be-
steht, die alle Wurzelsysteme von ®(C) in sich iberfihren. Dann ist nach [1]
Aut(A(RM))/A(RM) die einfache Gruppe vom Chevalley—Typ Dy(F,) . In &hnlicher
Weise findet man, daf Aut(A(F))/A(F) zu Dy(F,) isomorph ist. Die Gruppen
A(RM) und A(F) sind aufldsbar. Die Gruppe Aut(A(U))/A(U) ist isomorph zu S, .
Die Gruppen A(U), A(QR) bzw. A(G) sind isomorph zum halbdirekten Produkt ei-
ner elementarabelschen Gruppe mit Aut(U), Aut(QR) bzw. Aut(G).

In § 3 berechnen wir die Funktionen g, fir A = A(C) . Das Ergebnis ist in der
folgenden Tabelle 1 dargestellt. Fiir die fehlenden Zahlen
i =79,11,13,14,15,17,18,19,21,22,23,25, ... 31 gilt g,(i)=0.



i RM F U QR G

1 0 | 2!%.2025 29,1329 [ 21°.21855 | 2%9.10755
o | o!%.71145 | 2'%.10665 | 2°°.-61125 | 212114979 | 2!1.230123
3 0 0 20,9 215. 465 218,595
4 0 | 20115425 | 2'%.99657 | 2*-5208675 | 2°-1178985
5 0 0 0 218,31 ol7.43
6 0 0 214 189 213,155 212,855
8 | 2°.355725 2°. 77625 2*. 84909 2%.87575 | 23.166155
10 0 0 0 0 91l.15
12 0 0 29.91 2°. 155 2'.45
16 0 2°.2025 2°.1029 2%. 465 2°.1335
20 0 0 0 2%.31 285
24 0 0 2%.7 0 23.15
32 2295 135 3 1 1

Frau C. Golisch hat Anzahlberechnungen fiir die Codes C durchgefiihrt, die zur Auf-

stellung von Tabelle 1 notwendig waren. Die Verfasser danken ihr herzlich.

Die vorliegende Arbeit entstand zu einem groBen Teil wahrend eines gemeinsamen
~ Gastaufenthaltes der Verfasser am Max—Planck—Institut fir Mathematik in Bonn im
Friithjahr 1989. Sie bedanken sich herzlich fir die genossene Gastfreundschaft. Weiter

danken wir Frau Wolf~Gazo fiir ikre exzellente Arbeit bei der Maschinenschrift unseres

Manuskripts.
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§ 1. Die Funktionen g A fir Gitter A ohne Wurzeln

Im folgenden verwenden wir die Bezeichnungen von [4]. A bezeichnet immer ein
gerades unimodulares Gitter in R32 , das keine Wurgeln enthilt. Die Menge der Vek-
toren von A mit Quadratlinge s wird mit A beseichnet.

Fir ve A mit (v,v) = 0(mod 8) beseichnet A_ das Nachbargitter

A, = AV U (; +AY), AV := {x € A|(x,v) = 0(mod 2)} .
1.1. Sei v ein Vektor von A der Qua.dratliﬁge 8. Nach [4], Satz 7, ist das Wurzel-
system von A_ vom Typ (1+ h(v)/2)A, , wobei h(v) die Anzahl der Vektoren

xe A, mit (x,v) =4 ist. Wir setzen
8(A,) =1+ h(v)/2

und definieren f, (i) als die Anzahl der Vektoren ve Ag mit i= & (Av) . Entspre-
chend dieser Definition ist f A als Funktion mit dem Argumentbereich {1,2, ... ,32} zu
betrachten. Nach [4], Satz 4, gilt f,(i)=0 fir i=19,21,22,23,25, .. ,31 . In [4]
haben wir den Defekt 6(A ) definiert. Es gilt 8(A )= 32— 8(A ).

. /
Satz 1.1. Seien v und v’ zwei Vektoren aus A mit ;ﬁ A, ;—f A und
(v,v)=(v',v') = 0(mod 8) . Dannist A_ = A_, &quivalent zu v =v’(mod 2A).
Fir veAg ist |(v+2A)NAg| =2&(A,) gleich der Anzahl der Wurzeln im
Gitter Av .

Beweis. Sei v=v’(mod2A) und dem entsprechend v’ =v + 2y . Dann ist
(y,v)+ (y,y) =0 also ye A’ und daher’ A, = A,/ . Die Umkehrung ist offensicht-
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4
lich. Die Zuordnung v’ ——»%— liefert eine Bijektion von (v + 2A)N Ag auf das

Wurzelsystem von Av . Daraus folgt die zweite Behauptung.

Nach Satz 1.1 ist die Nachbarbildung eine Angelegenheit der Klassen von A/2A .
Dementsprechend definieren wir g, (i) als die Anzahl der Klassen in A/2A , die einen
Vertreter ve Ag mit &(A ) =i enthalten. Dannist g, (i) =1f,(i)/2i .

1.2. Die Thetareihe

9y (z) = 2 q(x,x)/2 L q= o2z ,
xeA

ist eine Modulform vom Gewicht 16 zur vollen Modulgruppe und hat mit den Bezeich-
nungen von [5], Chap. 4, daher die Form

wobei die Konstante ¢ dadurch gegeben ist, daB d,(z) fir ein Gitter ohne Wurzeln

den Koeffizienten 0 bei q hat. Hieraus findet man

6.3 13 6.5, 2
|A | =2°-3%-5:17, |Ag| =2°-3-5-17-31, |Ag| =2°-3°-5%-17-733, ... .

Insbesondere ist



g

32
Y 1,0) = |Ag| =20-3%-5%-17.733,
i=1
(1.1)
32
Y igy() = 2°+3°-5%-17-733.
i=1
32
Durch Heranziehung gewichteter Thetareihen kann man auch 2 i’g Ali)  fir
i=1

v = 2,3 berechnen. Dabei benutzen wir die Ergebnisse von [6]:

Sei fir x,z € A4
n,(x) := |{y € Ay|(xy) =i}]
und
nij(xaz) = I {y € A4 | (x)}') = i,(z,y) = J} I '

Dann gilt

n,(x) = n_o(x) = 2°:5-31

2 =2 !
10
n,(x)=n_;(x)=2"-31,
2
ng(x) =2-3°:5-29-31.

Fir (x,z) =k #0 ist nij(x,z) nur von i,j,k abhingig. Z.B. ist
ngo(X,2) = ny4(x,z) = 32-19 fir (x,2) = 2. Dagegen hingt nij(x,z) fir (x,z) =0 von



der Wahl von x,z ab. Es gilt

Dyo(x,2) =h(x +2)-2.

32
Wir kommen nun zu der Berechnung von E ify (i) : es gilt
i=1

Y b(v)=[{vx|veAgxe Ay(vx) =4} =
veA8

= |{x1,x2|x1 € A4a12 € A4,(x1,x2) =0}| = [A4|n0(x1) =

7

—97.3%.52.17.29.31

mit x; =x, Xy =v—x.Wegen (A )=1+h(v)/2 wird weiter

32
Vify()= Y  8(A) = |Ag| + 2037 5% 170031 = 2113052072
i=1 veA8
(1.2)
32
Y i%g, () = 210-28.5%.172.
i=1
32
Zur Berechnung von E i2f A(1) bemerken wir zunéchst, da8
i=1

h2(v) = | {xyxg] %y %g € Agy(x;,9) = (xg,7) = 4}



ist. Wir setzen Xg=V-—X. Dann wird

EA b3(v) = [ {xxpxg € A (x),35) = O,(xpxg) + (xpxy) = 4} | =
Ve 8

4
3 . .
= Y Hlxpxgmg € Ayl (xyxg) = 0,(x,%5) = i (xpx5) = 4 =i} .
i=0
Der Summand ist fir i = 1,3 gleich 0 und fir i =0,4 gleich 2 h(v) . Fir
veAS
i=2 gilt

| {xg g € A | (xy%5) = 0,(x),%5) = 2,(xp,%5) = 2} | =
= [ A4l ng(xq)nge(xy.%5) -
Daher wird

Y b¥(v)=28.3%-5%.17.31-67,
veA8

32

2 . 2 _ .15 .7 .2
Y iy G)= ) #(A)=27-3"5%17
i=1 veA8

und
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32
Y %, () = 2375217, (1.3)

i=1

Wir fassen unsere Ergebnisse in dem folgenden Satz zusammen.

Satz 1.2. Sei A ein gerades, unimodulares Gitter der Dimension 32 ohne Wurzeln und
sei &(A,) firein ve Ag gleich der halben Anzahl der Wurzeln von A_ . Dann gilt

Y s(a,)=2"1-3552.172,
veA8

Y g(A)?=21%3"5%0r.
veAs

Hieraus ergibt sich als mittlerer Wert von & (Av) und & (Av)2 :

1Y sa)=222..,

A
| 8| veA8

<Y s(a)=628...
A1 veag

Demnach wire es denkbar, dafl es Gitter A mit &(A ) <3 firalle ve Ag gibt.
Das ist jedoch nicht mdglich, da in diesem Falle die Gleichungen (1.1) —(1.3) einen

negativen Wert fiir g,(2) liefern. Es gilt daher das folgende Korollar zu Satz 1.2.

Korollar. max{ &(A )|v e AS} >4.
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Unter der Annahme g, (i) =0 fir i> 4 erhdlt man g,(1}, g,(2), g,(3) als
lineare Funktion von g, (4) :

gy(1) = 2°-37 521747 — 2%, (4)
gy(2) = —2%-37-5%.17-31 + 235, (1),
g(3) = 2°-3%.5%.1710-31 - 2%, (4) ,

gy(1) = 283483172 4 ¢, (3) .

Insbesondere ist g, (1) # 0 .

1.3. Wir wollen einige Aussagen iiber Automorphismen von A machen.

Sei ve A8 und 3, ... By, 8= & (Av) , eéin maximales System orthogonaler

Wurzelnin A . Dannist A_ ein Code C_C F; zugeordnet:

o
Cv={ceﬂ:g|§2 acA},
iec

wobei ¢ als Menge der Stellen zu verstehen ist, in denen der Vektor ¢ = (cl, ,cs) die

Komponente 1 hat. Weiter setzen wir fiir h € [Fg

_ —1 fir ieh
ep(i) :=

+1 firigh .

Dann ist durch
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W (a) =g (ay, i=1,..8,
1/Jh(x) =x fiir (x,arl) =0,i=1,..,8,
ein Automorphismus g = ¢h,v von Av' gegében.
Satz 1.3. "bh ist genau dann ein Automorphismus von A, wenn h zu Cv gehort.
Beweig. Sei we Av mit A = (Av)w . Dann hat w die Form
1
W=7 (ﬁla1 + .+ ﬁsas) +w,

wobei ﬁl, ,ﬁs ganze Zahlen sind und w’ aus dem orthogonalen Komplement V
von aj, .. ,a  ist. Nach Voraussetzung ist (w,a,) = 1(mod 2) und daher B, ungerade
firi=1,..,.

Unter der Voraussetzung, dafBl ¢h Automorphismus von A ist, gilt

sw-pGw =7 ) Ba e(A,)¥ unddaber heC,
ieh
Ein y € A 1aft sich in der Form

L]
Il
R
%
+
B —

13 +y , ae{01}, 1,el, y eV,
1

| N o

schreiben. Es folgt



—13 -

Unter der Voraussetzung, dafl h e C, ist, gilt

8
(33 1w+y,528)el,
i=1 ieh
d.h.
z 7i50(m0d2).

ieh

Folglich liegt 2 73; in A . Weiter ist
ieh

1 1
(33 Baw)=5) B
ieh ieh

5 |1 = 0(mod 2) .

Folglich liegt 5 y fia. in A, qed.
ieh

Im allgemeinen konnen fir v,v’ € Ag, A, # A,/ ,ud heC_, h' e C, , die
Automorphismen ‘bh,v , th,,vf gleich sein. Z.B. sei das zu v gehdrige maximale
System orthogonaler Wurzeln in A_  gleich {al, ,a8} und hec,  habe das Ge-
wicht 8. Dann ist fir v=— a; +ay+ag+a, en zugehdriges maximales System
orthogonaler Wurzeln in Av’ gleich

11 r_1 . .
{a.i--z(al+a.2+a3+:=1.4)—a,i , a’j_ﬁ(3‘5+aﬁ+a7+38)_&j i=1,2,3,4, j=5,6,7,8}

und es gilt
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1 1
E(ai + ...+ aé) =n(a; +... +35).
Esfolgt ¢ . =% ./ -
Jedoch gilt der folgende Satz.

Satz 1.4. Sei v,v/ € Ag, A, # Av’ ,und sei h e C_ ein Wort vom Gewicht 12. Dann
gilt ¢h,v¢ ‘(l)h/’v/ firalle h' e Cv/ .

Beweis. Sei 'ﬁ],v= "bh',v’ fir ein b’ € C,r - Weiter sei {2, .. .3} bzw.

{aj, . ,ag} daszu h bzw. h’ gehdrige System orthogonaler Wurzeln. Dann ist
dim{x e R32|¢h,’v, x=x}=32—|h’|
und daher |hf = |h’| =12. Der Vektor 2a; hat die Form
2a7

] = @3+ +ag93yy mit aieQ, i=1,..,12.

Wegen 231 eA gilt do,el, 2ai:l=2aje I . Wenn es ein a; mit 4a; = 1(mod 2)
gibt, ist 4aj = 4a; = 1(mod 2) firalle j=1,...,12. Es folgt

2 2
(@a) + o + Q19210002 + .+ ayg81) = 2a] + .. + o) £ T .

Daher gilt 20; € 7 fir i=1,...,12. Daes kein ce C_ mit c¥o, cfh gibt, folgt
aus 2a; = 1(mod 2) fiirein i wieder 2aj =1(mod 2) fir j=1,..,12 und

(@3 + ... + aj93;0,003) + ... + @ 5819) = 2(mod 4) .
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Daher gilt o, el fir i=1,..,12 . Aus a.i = 3 fir ein j=1,..,12 folgt

A, = A, . Esbleibt daher fiir 2a] nur noch die Moglichkeit

22/ =+3, +a. +*a, *a. .
1 i i i 1y

In diesem Fall miifite es jedoch ein ag mit

r N .
geben. Das ist jedoch unmdoglich, weil {il, ,i8} nicht in h’ liegen kann, q.e.d.

Eine genauere Untersuchung der Gitter Ai‘ N A, , wobei A“',' das orthogonale
Komplement von Av in IR32 bezeichnet, liefert Existenzsitze fiir Automorphismen von

A . Wir fithren hier entsprechend [4], Satz 4, nur die einfachsten Fille an.
Satz 1.5. Sei &(A )217.Dannist dimC = &(A )-16.
Bemerkung. Nach [4], Satz 4, sind nur die Fille & (Av) = 17,18,20,24,32 moglich.

Beweis von Satz 1.5. Sei {al, ,a.s} ein maximales System orthogonaler Wurzeln in
Av , und sei

U:=(a), .., a)p NA,, Vi=(a;,...,a)g NA

v’ v’

Dann gilt
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* L c - V*
U /U—Cv/ v = /v,
wobei * das duale Gitter bezeichnet. In den Féllen J(Av) = 17,18,20,24,32 st

V = 2W , wobei W das bis auf Aquivalenz eindeutige ganzzahlige unimodulare Gitter

mit dem Wurzelsystem A,., 2E,, D ES’ ¢ ist. Es folgt

127

*
dim CJ/C_ = 8(A )-2dim C_ =dimV /V=32- §(A )

und daher dim C_ = #(A )—-16, qed.
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§ 2. Die Automorphismengruppen der Gitter mit maximalem Nachbareffekt
In der Einleitung haben wir den Nachbareffekt N(A) durch
N(A) := max{ &(A ) |v € Ag}

definiert. In diesem Paragraphen wollen wir die Automorphismengruppen der Gitter mit
Nachbareffekt 32 bestimmen.

2.1. Sei C ein bindrer linearer selbst—dualer doppelt—gerader Code der Linge 32 mit
Minimalgewicht 8. Nach Conway und Pless [2] gibt es bis auf Aquivalenz genau fiinf
solche Codes. Wir bezeichnen sie, [3] folgend, im weiteren mit RM, F, U, QR und

G . Wir erinnern zuniachst an die Konstruktion dieser Codes.

a) Die Stellenmenge von RM ist IFg . Der Code RM besteht aus den Abbildungen
@ von [Fg in [, , die als Polynome vom Grad hochstens 2 geschrieben werden

konnen.

b) Die Stellenmenge von F ist die disjunkte Vereinigung V, UV, von zwei Exem-
plaren Vi, 'Vz von IF% . Der Code F besteht aus Paaren (gpl,tpz) von Abbil-
dungen von EF'; in [, . Als linearer Code wird F durch die folgende Basis er-

zeugt:
(xixj)xkxa) ] l < Jlk < ﬂ' ) {l)J:kxn} = {132)3)4} ]

(x,0), (0x), I=1234, (10), (0,).
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Die Stellenmenge von U besteht aus acht Exemplaren Vm,VO,Vl, ’VG der
Menge {1,2,3,4} . Wir schreiben eine Stelle von U als Paar (a,d) mit
ae IPl([FT) , Be {1,2,3,4} . Der Grundraum von U hat daher die Form

® Fj.Dic Elemente von = ® [ werden in der Form h_h ... hg
ieP!(F,) ieP!(F,)
mit h, C {1,2,3,4} geschrieben. Weiter bezeichnet (hghy ... hg) die Menge der
zyklischen Vertauschungen von hO’hl' ’h6 . Wir setzen

x:={1,2}, x:= {34}, y:={1,3}, y:= {24}, z:= {1,4},
z:= {23}, 0:=¢, 1:= {1,2,3,4}.
Mit diesen Bezeichnungen wird U von den Wortern

x(00yxy00) , y0z0y020 , 1(1000000) , {1} {1} {1} {1} {1} {1} {1} {1}
erzeugt.

Die Stellenmenge von QR ist {w} UF,, . Der Code QR wird als linearer Code
von den Funktionen @ i=0,1,..,156 , erzeugt, deren Triger die Form

{w,i + x? |x € [Fgl} haben.

Die Stellenmenge von G besteht aus 32 Punkten der Ebene, die in zwei Quadraten
zu jeweils 4 x 4 Punkten angeordnet sind. Wir sprechen im folgenden vom linken
und rechten Quadrat. Der Code G wird erzeugt durch die Teilmengen, die aus
dem linken Quadrat einen Punkt enthalten und im rechten Quadrat die 7 Punkte

enthalten, die auf der waagerechten oder senkrechten Geraden durch den Punkt,
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der dem Punkt im linken Quadrat entspricht, liegen.Z.B.

2.2. Wir ordnen jetzt den in 2.1 betrachteten Codes C gerade unimodulare Gitter
A(C) in R%2 zu, die keine Wurzeln haben.

Sei a,,...,339 eine orthogonale Basis von R3? mit (a,i,ai) =2,
i=1,...,32 .Dann bezeichnet ¢(C) das gerade unimodulare Gitter, das von a,, ... g0
und den Vektoren % 2 a, fiir ce C erzeugt wird. Die Gitter A mit N(A) =32 ha-

iec
. . 1
ben die Form A = A(C) = ¢(C),, mit w=13(a; + .. +a5,) ([4]).
Wir bestimmen zunéchst die Nachbarn A_ von A mit & (Av) = 32 . Dies wurde
im wesentlichen in {4], 2.3, durchgefiihrt. Danach gibt es drei Arten von solchen Nach-

barn:
a) v=2a, A2a.1 = ¢(C) .

b) Es gibt eine Zerlegung £ = {c, ... ,c8} mit ¢ € IFg2 y Gt teg=1,
|| =4, ¢+ ¢ € C fiir alle i,j e {1, ... ,8} . Eine solche Zerlegung nennen wir

im folgenden eine Viererzerlegungin C.

b,) v=2 a, by) v=(z ai)—2aj mit jec, .
iec, iec,

¢) In C gibtesein Wort ¢ mit |c| =16 und |C,| = 2°. Dabei ist



—920—

C.i={xeC|xCc}.

_ a0l . . —_
v= ¢g(2' 2 3;) , wobei g€ C und 1,08 wie in 1.3 definiert ist.
iec

Die Wurzelsysteme der Gitter Av bestehen aus den folgenden Vektoren:

1 .
bl 22 ¢u(a’i)’J=1!°")87ugcj, |u|50(mod2).

iec,
J

1 .
by) 73 %), =18, uCe;, [u] =1(mod?2).

iec.
J

) Y@ ) ) beC @) ), heCyp.

iec iel4c :

Nach Tabelle 1 in [3] und [3], 2., tritt der Fall b) nur fir die Codes RM, F
und U und der Fall ¢) nur fir die Codes RM und F auf.

2.3. In diesem Abschnitt bestimmen wir gewisse Automorphismen von A , von denen

wir in den folgenden Abschnitten zeigen, daB sie Aut(A) erzeugen.
A) Sei o€ Aut(C). Dann ist ein Automorphismus 7 durch

(3;) = 35(i) i=1,..,32,
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gegeben.
B) Sei ce C. Nach 1.3ist ¢c ein Automorphismus von A .

C) Sei £ eine Viererzerlegung in C . Wir definieren einen Automorphismus g von

A durch

ﬂ,g(ai) = %( 2 a'k)—ai , 1=1,...,32,
kec,

J
wobei j durch ie c‘j bestimmt ist.

Es gelten folgende Vertauschungsregeln:
1) TU ﬂ£ T -1 = SV (2.1)
o

2) Sei heC und £ eine Viererzerlegung in C mit |hﬂcj| = 0(mod 2) fiir

c; € £ . Dann definieren wir einen Automorphismus ¢(£,h) von C durch

o(S,h)Ic_ =id falls |h N cj| = 0(mod 4)
J
o(£,h) | Cj = (1112)(.]3]4) falls |h N cJ| =2,

wobei ¢; = {i},Jpipjs} und bNc;= {ijp} -

Weiter sei ¢(£,h) das Wort in C mit
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4)
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¢(Lh):=h+3Z¢,

wobei die Summe 1iiber alle c € £ mit |h n ci| = 2 zu erstrecken ist.

Mit diesen Bezeichnungen gilt

e Y g = Ye(eh) To(Sh) - (22)

Sei he C und £ eine Viererzerlegung in C mit |h 0 cj| = 1(mod 2) fiir
cjei‘. . Sei u(£h)=h+ X ¢, , wobei die Summe iiber alle i mit |c, Nh| =1

zu erstrecken ist. Dann gilt

We¥ e = Te¥u(en) - (2.3)

Seien £ und £’ zwei Viererzerlegungen in C mit |c; Nc]| =2 . Dann gibt es

eindeutig bestimmte ¢, e £ und ¢y € £/ mit

c2#c1, |c2ﬂci| =2, cé#ci, |céﬂc1| =2
und daher ¢, + ¢, =c] + ¢, . Weiterist |c,Ncy| =2 und ¢y Ncy definiert
eine Viererzerlegung £ . Die Viererzerlegungen £, £’ bewirken eine Zerlegung

von 1 in 16 Paare {iy,j;}, ... ,{i;gjig} - Sei o(€£,£") der Automorphismus
(il’jl) (i16’j16) von C . Dann gilt

Tellg’ =g T(g,8) " (2.4)
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5) Seien £ und £’ zwei Viererzerlegungen in C mit |c; N¢{| = 1. Dann gibt es
gu 14 g
eindeutig bestimmte Tripel c,,cq,c4 € £ und cé,cé,ca e £/ mit le; N 03 |=1.

Sei
— —_at ’ ’ ’
c._c1+c2+c3+c4—c1+c2+c3+c4.

Fiir i e c gibt es genau ein Paar C(i) e £, ¢(i)’ € £ mit c(i) Nc(i)’ = {i} .
Es gilt

Mg (a) = 9,7 ) (3)) mit u:=c(i) + cfi)’ . (2.5)
jec

Entsprechendes gilt fir iec+ 1.

2.4. Die Automorphismen von ¢(C) fiihren das Wurzelsystem {%a,,.. *as,} in
sich iiber und sind daher von der Form 7 ¢ mit o e Aut(C), ue Ilfg2 . T, st
Automorphismus von A genau dann, wenn u in C liegt.

Da die zu den Codes G und QR gehorigen Gitter A nur ¢(C) als benachbartes
Gitter A_ mit &(A )= 32 haben, gilt der folgende Satz.

Satz 2.1. Die Automorphismengruppe von A(C) ist fir C=G und C = QR gleich
dem halbdirektem Produkt von Aut(C) mit dem Normalteiler {{3 |c e C} . Dabei
operiert Aut(C) entsprechend 2.3. A) auf A(C).

Nach [2] hat Aut(G) folgende Struktur. Sei B die Untergruppe der Automor-
phismen, die das linke Quadrat (in der Bezeichnung von 2.1.e)) in sich {iberfihren, und
sei ¢ der Automorphismus, der entsprechende Punkte des linken und rechten Quadrate

miteinander vertauscht. Dann ist Aut(G) das direkte Produkt von B und {1,0} . Die
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Gruppe B ist das halbdirekte Produkt von SG mit einem 2—elementaren Normalteiler

der Ordnung 24 .
Aut(QR) ist isomorph zu PSL,(F,;) .

Sei jetzt C gleich einem der Codes RM , F, U . Dann gibt es Viererzerlegungen

£in C.
Hilfsgatz. Zu jedem £ gibt esein h e C mit |h () cjl = 1(mod 2) fiir ¢j€ £.
Beweis. Wir benutzen das Balanceprinzip ([3], S. 66):

Sei cC[Fy ein selbst—dualer linearer Code und b, ein beliebiges Wort in Fy .

Wir setzen b,:=1+b, und C, :={ceC|cCb,}.Danngilt
2 1 b1 1
|b,|/2—dim Cy = |by|/2—dim Cp . (2.6)
1 2

Die Projektion von C auf b, ist gleich C’t .
1

Danach gibt es zu zwei beliebig vorgegebenen Stellen i, , i, in ¢; + ¢y ein Wort
heC mit (c;+¢)Nh= {ijip} . Das Wort h leistet das verlangte, wenn wir
i1 €cy, i2 € Cy wahlen, q.e.d.

Der Automorphismus ¢, fiihrt das zu £ gehérige Wurzelsystem vom Typ bl) in
das zu £ gehdrige Wurzelsystem vom Typ b,) iber. Weiter fiihrt Mg daszu £ gehd-
rige Wurzelsystem vom Typ b2) in das Wurzelsystem {:I=a1, ,:hasz} iiber.

In den folgenden Abschnitten betrachten wir die drei Codes RM, F, U im ein-

zelnen.
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2.5. Wir beginnen mit dem Reed—Muller—Code RM . Ein Wort ¢ in RM hat genau
dann das Gewicht 8, wenn es Produkt von zwei linearen Polynomen ist, d.h. wenn der
Triger von ¢ eine affine Menge der Dimension 3 ist. Zu drei beliebigen Stellen A, B,
C gibt es genau eine Stelle D:= A+ B+ C,s0dal A, B, C, D eine affine Menge
der Dimension 2 ist. Es gibt genau 7 affine Mengen der Dimension 3,die A, B, C, D
enthalten. Hieraus ist ersichtlich, daB es zu jeder affinen Menge A, B, C, D eine
Viererzerlegung in RM gibt. Umgekehrt ist jede Viererzerlegung in dieser Weise durch
eine affine Menge der Dimension 2 gegeben.

Nach Definition von RM ist klar, daBl die affine Gruppe Aff5(lf2) von I]:g zu
Aut(RM) gehort. Sei andererseits o ein beliebiger Automorphismus von RM .
O.B.d.A. kdnnen wir annehmen, dafi ¢ drei vorgegebene Stellen A, B, C fest 1ait.
Da o Viererzerlegungen in Viererzerlegungen iiberfihrt, folgt
o(A+B+C)=A+B+C,dh o gehdrt zu Aff(F,) . Damit ist der wohlbekannte
Satz, daB Aut(RM) gleich Aff(F,) ist, bewiesen.

Unsere Diskussion zeigt weiter, dafl zwei Viererzerlegungen durch einen Automor-
phismus von RM in einander fibergefiihrt werden. Die Anzahl der Wurzelsysteme vom
Typ b) ist das Doppelte der Anzahl der Viererzerlegungen, d.h. gleich 310.

Wir betrachten jetzt die Worter ¢ in RM , die zu einem Wurzelsystem vom Typ
c) fihren, d.h. |c| =16, |RM_| =32 . Wie man leicht sieht, zerfallen die Worter
vom Gewicht 16 beziglich Aut(RM) in drei Bahnen, die durch die Polynome x, ,
X X9 + X3, X Xg + XgX, + X reprasentiert werden. Nur die Worter ¢ der ersten
Bahn haben die gewiinschte Eigenschaft |RM, | =32, d.h. die Wurzelsysteme vom
Typ c) sind durch lineare Polynome gegeben. Thre Anzahl ist daher gleich 31 - 64 . Fir

die Anzahl aller Wurzelsysteme erhilt man 2295 = 33

+5 - 17.
Aus der Formel (2.5) siecht man nun, daB die von den in 2.3 definierten Automor-
phismen erzeugte Gruppe G die Wurzelsysteme transitiv permutiert. G enthilt aufer-

dem alle Automorphismen von A , die {% 3, o a32} in sich iberfihren, d. h. es
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gilt G = Aut(A) . Die Ordnung von Aut(A) ergibt sich zu
|Aut(A)| = |C| - |Aut(C)| -3 -5.17=2%0 .35 . 52.7.17.31.

Der in der Einleitung definierte Normalteiler A = A(A) wird von den Automor-
phismen ¢¢p mit deg ¢ <1 und den Translationen von ng erzeugt. Fir die genauere
Strukturbestimmung von G/A verweisen wir auf [1]. G/A ist eine einfache Gruppe
vom Chevalley-Typ D(F,) .

2.6. Wir kommen zur Betrachtung des Codes F und bestimmen zunédchst die Automor-
phismengruppe von F . Wir haben folgende Typen von Automorphismen:
a) Seien 7;, 7, Translationen von IF; . Dann ist (7;,75) ein Automorphismus von

F.

b) Sei ae GL(F,) und a = (aT)_1 die kontragrediente Matrix. Dann ist (a,a*)

ein Automorphismus von F .

¢) Sei x(PP,)=(PyP,) fir P,,P,cFy.Dannist x ein Automorphismus von
F.

Sei G die Gruppe, die von den Automorphismen a), b), c) erzeugt wird. Dann
operiert G auf der Menge der Tripel {P,P,,P,} von Stellen von F in zwei Bahnen
H, und H, . Ein Tripel liegt in H1 , Wenn Pl,P2,P3 zur gleichen Komponente von
V, UV, gehdren und zu H, , wenn dies nicht der Fall ist. Sei andererseits o ein belie-
biger Automorphismus von F . Nach Tabelle 1in [3] fihrt o die Bahnen H, und
H2 in sich @iber. Nach eventueller Multiplikation mit y fiihrt ¢ daher die beiden
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Komponenten V1 und V2 in sich iiber. Wie in 2.5 sicht man, da o auf V, und V2
als affine Transformationen operiert. Nach Multiplikation mit einem Automorphismus

‘von G konnen wir annehmen, da8 alvléid und a|v2eGL4(F2) ist- Da. 7|y

auf dem Faktorraum der Polynome vom Grad < 2 nach den Polynomen vom Grad <1

trivial operiert, folgt leicht, dafl a|v und damit o die Identitit ist, d.h. wir haben
2

G = Aut(F) gezeigt.

Die Viererzerlegungen von F sind durch affine Teilmengen der Dimension 2 in V,
gegeben. Thre Anzahl ist gleich 35. Weiter sieht man leicht, da die einzigen Worter
ceF mit |c¢| =16, |F | =32 die Form c=(1,0) oder ¢=(0,1) haben. Hieraus

ergibt sich die Anzahl der Wurzelsysteme der Dimension 32 zu 135 = 33

- 5. Die Auto-
morphismen in 2.3 permutieren diese Wurzelsysteme transitiv und erzeugen daher die

Automorphismengruppe von A . Die Ordnung von Aut(A) ist
|Aut(A)] =216 - |Aw(F)) - 33 5=231. 3% . 52 .7,

Die Automorphismen von A , die den von {ai|i € Vl} erzeugten Vektorraum
E; in sich iiberfithren, bilden einen Normalteiler N, vom Index2 in Aut(A) . Die
Beschrankung von N, auf E, liefert eine Faktorgruppe Ny von N; nach dem
Normalteiler, der von den Translationen auf V2 und von den Automorphismen gbc mit

ceF, cC V, erzeugt wird, d.h.

21 .5, .2

INy| =2°" - 3% 5% .7,

Sei F1 die Projektion von F auf V1 . Dann ist N2 die Automorphismengruppe

. _1 . : . .
des Gitters qb(Fl)w , W=1g E a, ,in E; . Die von den Automorphismen ¢90 mit
ieV
dim ¢ <1 und den Translationen von V1 erzeugte Gruppe ist ein Normalteiler von
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N, . Die Faktorgruppe von N, nach diesem Normalteiler ist nach [1] eine einfache
Gruppe vom Chevalley—Typ D,(F,) .

2.7. Wir betrachten jetzt den Code U . Zunichst wollen wir uns einen Uberblick iiber
die Worter von U verschaffen.

Nach dem in 2.2, c) gesagten haben wir eine Untergruppe S in U der Ordnung

o8 , die von der Menge

1(1000000) U {{1} {1} {1} {1} {1} {1} {1} {1}}

erzeugt wird. In jeder Klasse von U/S gibt es genau ein Wort, dessen Komponenten die
Form 0, x, y oder z haben. Die folgende Tabelle enthalt die 98 Worter dieser

Form
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00000000

0(0yx0xy0) 0($y000yz) 0(z0x0x0z)
x(00yxy00) 7(020y020) z(x00z00x)
0(yyzxz0x) 0(yyx0Uzxz) 0(xzy0yzx)
0(y22z02zy) 0(yxyOyxy) 0(xx2z0zxx)
x(z0zx20z) y(0xxyxx0) z(yy0z0yy)
x(yx0x0xy) y(x0yyy0x) z(0zyzyz0)
x(xz0x0zx) y(y0zyz0y) z(0xz2zx0)
x(0yzxzy0) y(zx0y0xz) z(yOxzx0y)
x(zzy0yx0) y(00xzxyz) z(xx0y0zy)
x(zz0xy0y) y(00zyxzx) z(xxyz0y0)
x(zyyxyyz) y(xyzyzyx) z(xyxzxyx)
x(yzxxxzy) y(zzxyxzz) z(zxyzyxz)
XHXXXXKX YYYYYYYY 22227222

Tabelle 2

An Hand von Tabelle 2 kénnen wir uns leicht einen Uberblick {iber die Worter vom
Gewicht 8 in U verschaffen: In jeder Klasse von U/S liegt genau ein Wort, das aus
jedem Vi , i€ IPl([FT) , eine Ziffer enthilt. In der Klasse von 00000000 liegen 28 Wor-
ter vom Gewicht 8, die der durch 1(1000000) gegebenen Viererzerlegung entsprechen.
Jedes der 42 Wérter h ... hy in Tabelle 2 vom Gewicht 8 fiihrt zu 8 Wortern vom Ge-

wicht 8 durch Ubergang von h, zu h, falls h, # 0. Insgesamt haben wir 620, d.h. alle,

Worter vom Gewicht 8 gefunden.
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Wir bestimmen jetzt die Automorphismengruppe von U .
Jedem der 256 Worter h=h h, .. hg mit Komponenten in {0,x,y,2z} ordnen
wir einen Automorphismus oy 2U, der alle Vi in sich iiberfihrt: oy | V. ist die Identi-
i

tdt, wenn h, =0 ist, o} |y, vertauscht die Ziffern von h, und h,, wenn h, #0 ist .
1

Wir bezeichnen die Gruppe der Automorphismen von U , welche Voo ’VG in
gich diberfiihren mit G, - Aus Tabelle 2 liest man ab, dal jedes o € G2 die Komponen-
ten x,y,z in sich oder in die dualen x,y,z iberfiihrt. Das wird nur von den Permutati-
onen (1), (12) (34), (13) (24), (14) (23) geleistet. Weiter liegt
w:={1} ... {1} + o{1} ... {1} in U und ist gleich einem der Wérter in Tabelle 2. Es
folgt o = L

Weiter untersuchen wir, welche Permutationen von Vm’VO’ ’VG zu Automor-
phismen von U fithren. Die Gruppe dieser Automorphismen bezeichnen wir mit G und
setzen G, := G/G2 . Die Stellen von U bezeichnen wir im folgenden durch Paare
(@) mit aeP'(F,), Be{1,2,34} . Nach Konstruktion von U ist klar, daB die
zyklische Vertauschung von Vi - Vg einen Automorphismus liefert, der in Zyklendar-
stellung wie folgt zu schreiben ist:

{((0.8)(1.8)(2,8)(3,0)(4,6)(5.0)(6.8)) | B e {1,2,3,4}} .

Wie man leicht nachrechnet, ist auch

((w,1)(0,1)(6,1)(3,1)(4,1)(5,1)(2,1)(1,1))
((w,2)(0,2)(8,2)(3,3)(4,4)(5,3)(2,2)(1,2))
((0,3)(0,4)(6,4)(3,2)(4,3)(5,2)(2,4)(1,4))
((,4)(0,3)(6,3)(3,4)(4,2)(5,4)(2,3)(1,3))
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ein Automorphismus von U . Wir bezeichnen die Elemente von G1 als Permutationen

der Menge IPl(IF7) und haben
7:=(01...8), §:= (o 0634521) € G, .
Es gilt
) =t +1, 6(t) = gy fir te {0, 6}

v und 6 erzeugen daher die Gruppe Gi aller gebrochen linearen Transformationen
U4D on PLF,) mit det[g 3] —+1,dh. G] =PGLy(F,).Sei jetat o ein be-
liebiges Element von G, . Da Gi dreifach transitiv ist, kOnnen wir 0.B.d.A. anneh-
men, da o drei Stellen fest 1a8t. Ein Blick auf Tabelle 2 zeigt, da8 dies nur fiir die
Identitat moglich ist, d.h. wir haben G, = Gi : ‘

G operiert auf den Tripeln von Stellen in drei Bahnen je nach dem, ob die drei
Stellen in einer, zwei oder drei der Mengen Vm, ’VB liegen. Diese drei Bahnen geho-
ren zu drei verschiedenen Konfigurationen in Tabelle 1 von [3]. Der erste Fall fiihrt zu
Viererzerlegungen, d.h. es gibt nur die eine durch V ... ’VB gegebene Viererzerlegung
in U . Sei jetzt o ein beliebiger Automorphismus von U . Dann ist an, ,aVs €ine

Viererzerlegung, d.h. eine Permutation von Vm, ,V6 und o gehdrt zu G . Es folgt
|Aut(U)| =256 -8 -7 6=21%2.3.7. (2.7)

(2.7) findet sich ebenso wie Berechnung der Ordnungen der Automorphismengruppen der
iibrigen Codes C aus 2.1in [2].
Wir gehen jetzt zur Betrachtung von Aut(A) iber. Es gibt drei Wurzelsysteme

der Dimension 32. Daher ist
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| Aut(A)] =216 - |Aut(U)| - 3=2%8 . 52

- 7.

Der Normalteiler A(A) von Aut(A), der alle drei Wurzelsysteme in sich transfor-
miert, hat den Index 6. Daher ist Aut(A)/A(A) die symmetrische Gruppe vom Grad 3.
A(A) ist das halbdirekte Produkt von der Untergruppe von U , die aus den Wortern
besteht, die in jedem V. eine gerade Anzahl von Stellen hat, mit der Gruppe Aut(U).
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§ 3. Die Funktion g A fir Gitter mit maximalem Nachbardefekt

In diesem Paragraphen wollen wir die Funktion g, fir die Gitter A = ¢(C)w ,
W= % (3 + ... + a4,) berechnen.

3.1. Wir verschaffen uns zunichst einen Uberblick iiber die Vektoren der Quadratlingen
4 und 8in A . Es gibt drei Typen von Vektoren der Quadratlange 4:

a) # ail + ai2 , {ipdg} CA{1, ... 32},

b) %E e (i)a; fir he Cg, uCh, |u| =0(mod?2),
ieh
32

c) :]t 2 e(i)a; fir ce C.
i=1

Es gibt acht Typen von Vektoren der Quadratlinge 8:
a) +2a,,i=1,..,32,

b) < ai1 * ai2 + a.33 + ai4 . {il,i2,i3,i4} C{12,..,32},

1 . .
¢) 22 Eu(l)ai fiir heCpe, uCh, |u| =0(mod 2),
ieh

d) iaj+z g (i)e; fir he Cp, uCh, |u| =1(mod2), jel+h,
ieh
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. 1 . .. .
e) su(J)aj+22 e ()3 fir he Cg, uCh, Juj=1(mod2), jeh,
ieh

1 . o -
f) tajl:l:a. +22 e (i)a; fir he Cg, uCh, |u] =0(mod2), j.jpel+h,

ieh
32
g) Ec(-il)a'jl_Ec(-b)a'j2 +é E Ec(i)ai fir ce C ’ {11112} C {1:2) ’32};
i=1
32
h)  —egipa; = —eiga; +1 Y eliay
g Can 4755, I.1c1
1=

fir ce C ) {111J2|J3)J4} C {172’ 132} .

3.2. Wir berechnen nun h(v) fir ve Ag und stellen die Anzahl der v mit festem
h(v) fest. Durch Anwendung eines Automorphismus vom Typ Y, fir ce C transfor-
mieren wir v auf eine Normalform. Dabei benutzen wir das Balanceprinzip (2.6). Da-
nach lassen sich in den Fillen a), b), d) — h) die auftretenden Vorzeichen fixieren. Wir
zeigen das im Falle d): Sei g:= {j} Uh. Dann ist nach dem Balanceprinzip die Projek-
tion von C in C; surjektiv. Wegen Cg= {1,h} gibt es zu jedlem u’ Cg ,
|u’ Nh| =0(mod 2) ein ceC mit cNg=u’ . Dann leistet 3 , das verlangte.

Wir erhalten folgende Normalformen:

b) a +a

Lt + 3, + %, Aipigigi,} C{1,2, ... 32},
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h)
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a. —a. +%2 a, fir he C

€el+h, j,eh,
' % ieh 2

120 &

a. —a. +%E 3, fiir heCS,{jl,jz}Ch,
o2 NG

a, +a8; +3 ) a fir he g, {ijjp} C1+1,

J
1 K ieh
32
1 o ..
ajl —aj2 +3 2 a, fiir {_]1,,]2} C {12, ... ,32},
i=1
32
1 i . .
—a.jl —-... —aj4 +3 Z 8 fir {11, ,14} C {12, ..,32}.
i=1

Im Falle c) ist jedoch im allgemeinen dim Cy #1, und es gibt uCh mit

|u| = 0(mod 2) und uECfl'.

n=

a)

b)

Wir berechnen jetzt die Anzahl A(n) der ve AB mit gegebenem Wert von

h(v) in den Féllen a) —h). Sei M_ die Mengeder x € A, mit (x,v)=4.

M, = {3 *a|i#i}, h(v) =62, A, (62) = 64

Sei H(iigigiy) = {xe Cql {il,i2,i3,i4} Cx},

H( )= | #G

i igrig,l Pgrigig) | -

Dann ist
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M, = {s_+3 [{sA}C{12,34}} U {3 Y ei)a|xe #ipipigi,),
k iex

ulx-— {ilrizri3yi4} , [u] =2}
und daher
h(v) = |MV| =6+ 8H(i1j2,i3,i4) .

Sei B,(H) die Anzahl der (ungeordneten) Quadrupel {il,iz,i3,i4} mit

H(iyigsis,is) = H . Dann ist

4

AL (6 +8H) = 2* - B (H) .

Sei H(c)=dim C; und B,(H) die Anzahl der he C;c mit H(c)=H . Wir

betrachten zunichst den Fall ue Cy . Sei 0.Bd.A. v=g ) a . Dann besteht
ich
MV aus den Vektoren
32
% 2 3 xe‘.Ch,S, und % z sy(i)ai, yeCl+h.
iex i=1

Daher wird nach dem Balanceprinzip

h(v) = 2H(c) +1_,

und
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H+1 . ol6—H
A (2" —2) =21 Fp ().

Sei jetzt u ¢ C; . Dann gibt es ein ieChs mit [ufix|=1(mod2). M_ be
steht aus den Vektoren

3 ) €, (a mit xeCpq, |ufx| =0(mod?2).

1€X
Daher gilt
n(v) = 281 _
und
AP —9) = oty ().

Sei H(h,j):={xe CS| |hNx| =6, jex}, H(h,j):= | H(h,j)| und B3(H)

die Anzahl der Paare he C;,, je 1+h mit H(hj)=H . Wir schreiben v in
1 . . .

der Form v =35 [_ail + ..+ %12] + 3 mit {i;, ... ,i;5} =h . Dann besteht

M_ aus den Vektoren

% 2 eyi)yy, xe H#(bj), y={i;} U(x-h-{j}).

iex

Dabher gilt
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h(v) = H(h,j)
und
A4(H) = 2'%By(H) .

1 . .
e) v= 2(3a,il —ai2 +a, +..+ &18) » {ipp.idgl=h. M_  besteht aus den

3
1
Vektoren a, —a. , a. +a. , 5(a +..+a ),
(P P PR 2 i 18)
1 _ . —
7 (ai1 + ...+ aiS) - ai2 —a.ik , k=3, ..,8. Dahergilt h(v) =14,

A(14) = 2'0 - 620.
f) Sei %(h1j11j2) = {x € CSI lh n Xl = 4:j1: J2 € x} . H(hrjlsjz) = I tg(h,jl,jz)l

und B4(H) die Anzahl der Tripel h,j,,j, mit H(h,jl,jz) = H . Dann besteht Mv

aus den Vektoren

3j1+3j2)% 2 a'i’% 2 Ey(i)ai,xe ”(h:jlsjz) ,ch—h—{jl,jz}, Iyl 6{0»2} .

ieh lex
Daher gilt
h(v) = 2H(h,j; ,js)
und

Ag (2H +2) = 2°B,(H) .
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A(2)=221.31.
g
h)  Wir verwenden die Bezeichnungen von b). M_ besteht aus den Vektoren

1 . . e e
) 2 Ey(l)a'i Y= {11:12113s14} )
iex

32

1 . .. . s
I 2 Ex(l)a.i , X€ 3(11,12,13,14) .
i=1

Dabher gilt

h(v) = 2H(iy ig,isi,)
und

Ay(2H) = 2'%B (1) .

3.3. Es bleibt die Berechnung der Funktionen B,(H) durchzufiihren. Dies wurde von
Frau C. Golisch mit Hilfe eines Personal-Computers geleistet. Das Ergebnis lautet wie

folgt:
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H\C RM F U QR G
0 0 99.15 | 929-21 | 25-1395 9% . 345
1 2°.1085 | 2°-665 | 2%.861 ofrrs | 251515
2 0 0 2% .91 2%.465 29.135
3 0o | 28105 | 2%.357 | 23.465 93 . 375
4 0 0 0 29155 29 .95
5 0 0 2% .91 0 2% .45
6 0 0 0 0 0
7 .15 | 23.35 2 0 0
Tabelle 3
Werte von B1
H\C RM F U QR G
1 ofoo17 | oltr | %017 | 98.a17 | 27.1n
2 0 | 2°-645 | 2°-391 | 2%.s115 | 2%.9505
3 99.1085 | 2°-35 | 2511 | 2-1085 2%.35
4 0 | 2%.105 2-21 0 2-15
5 9.31 2 0 0 0
Tabelle 4

Werte von B2
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H\f) RM F U QR G
0 0o | 2°.105 | 2'%.21 | 20.1395 | 20.1365
2 28.1085 | 27-385 | 210.119 | 25-3565 | 2°-1805
4 0 o | 2%-105 27 .465 2! . 495
6 o | 28.105 2% .63 2° .465 2%.165
8 0 0 0 0 2%.15
Tabelle 5
Werte von B3
fﬁ\c RM F U QR G
0 28.465 | 2l%.15 | 2%.117 20.465 | 2%.3915
2 0o | 2%.1365 | 2%.4641 | 2°.2325 2l 505
4 0 0o | 27-231 98,465 | 25-1125
1 1 1 1 7
6 od.3055 | 2%.1365 | 2%.441 2% . 465 2%.255
8 0 0 0 0 2%.75
10 0 0 2%.91 0 0
12 0 0 0 0 0
14 0| 2515 0 0 0
Tabelle 6

Hieraus ergeben sich die Funktionen g A entsprechend Tabelle 1.

Werte von B 4
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