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Invariants polaires des courbes planes reduites.

Le vln Thä.nh

Le... but de cet article etait le calcul, en termes de topologie, pour le cas general d'un
e.

germe de couxbe plane reduite, des invariants d'equisingularite {m:} introduits par

e . 1
Teissier [T] et dont les [m ~ + 1]- ,dites les quotients polaires dans [L]. Le resultat

1

contient un connu de Merle dans le caB particulier de courbe plane irIeduetible [M].

Ce travail ete fait en durant mon sejour au Bonn invite par le Max-Planck-Institut

für Mathematik. Je lui remercie beaucoup pour sa hospitalite. Mes remerciements vont aussi

an E. Brieskom et J. Steenbrink pour les fructueuses discussioDB, a. L.D. Trang pOUI son

enCOtUagement.

§ 1. Rappels et 1'enonce de resultat principal.

1.1. Soit f: (2,0 ~ (,0 un germe de fonction holomorphe sans facteurs earres. Alors

la eourbe polaire' deo f relative a. une direction l du plan (de coordonnees homogenes (a,ß)

1 {2 8f 8f }
dana (p ) est definie par r~f) =: (x,y) E G: ~ a 8X - ßay =0 . (Dans le cas general de

8f red 8f red. .

f , elle esi definie par a 8x - ß 8y =0 ou fred eet la partie reduite de f). Si

l assez general alors rJf) est reduite et elle a.. un type topologique bien d~ni en 0 qui ne

depend que de la. classe d'isomorphisms analyiique de l'anneau G:{x,y} /(f) et on l'appelle!a­

courbe polaire (general) de f. De plus, dans notre caB· ou f reduite r f..f) coincide au lieu

critique C(~) du germe d'a.pplication

~ =(l,f) : (2,0 ~ (2,0 , ~(x,y) = (u,v) =(l(x,y),f(x,y)) , et done, A =: ~(r~f)) , dite le

discriminant polaire de f, coincide an discriminant ß (4») =: cfJ(C(4l )) de l'application ~

(cf. [L]).
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1.2. Dans taus les cas, le discriminant polaire Ll de r nJa que une seule tangente

{v = O} et done, ehaque leur composante Ll i (i = 1J... ,g) a un deve!oppement de Puiseux

en 0 de la meme forme:

I iu =aiv + ..... (1-2-1)

va (Ll j ).

ou a· =/= 0 et r. = (Li _ _ 0) < 1 , i =1,... ,g . ( vO(ß.) la multiplicite de ß
1
, ; (* -*)0

1 1 i v- 0 1

le nombre d'intersection en 0 j d. [L]).

On appelle guotients polaires de f en 0 les rationnels distincts dans l'ensemble

{rl'... ,rg} , Par la Itformule de projeetion" (cf. [F] on a :

vo(r j )

done Ii = (r j _ f = 0 ) 0 . D'autre par~, paUI chaque r i ' le rapport ei/mj qui lui est

(rj-f=O)O
associe dans [Tl est egal. ä. v 0 ( r i ) - 1 = ri1 -1 . C'est a dire que les inverse des

. . e i
quotients polaires de f sont shirt par un des invariants polaires {m i} delinits par [Tl

(cf. aussi [M]):

1 e i
-=-+1r. m.

1 1
(1-2-2)

On note P l'ensemble des inverses de quotients polaires.

Les invariants polaires· ont le röle important dans la. theorie d'equisingularite en

general (cf. [T]). En partieulü~rement, avec les quotients polaires, on peut caleuler la forme

d'interseetian de r en terme de ceIle des intersections planes generales (cf. [G]) et

construire une "decomposition polaire de la monodramiell qui est une clee de retrouver la.
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lIdecomposition de Waldhausentl et la tlStructure de Seifert" de la courbe donnre (cf. [L],

[LMW] ). Da sont auasi utilisCs POllt determiner 130 structure de Hodge mixte (cf. [SZ]) et

done le Speere de la singularite donnee (cf. [LS]). Alors il est tres interessant d'avoir une

formule des quotients polaires en termes de topologie classique. Ce problemea ete resolu par

Merle [M] dans le ca.s irreduetible et sera resolu ici dans le eas general. Pour enoncer le

resultat principal nous appellons les suivants:

1.3. Soient j E {1,2,... ,p} , Cj la j-eme branche de la courbe donnee

. C =: {f = O} • a.vec ses cara.cteristiques de Puiseux {~. ßf.....ßiJ (v~ est la. multiplicite
J

de. Cj ). On note ((m~n~» (l = 1.2•...•gj ) les pairs de Puiseux de Cj definits par:

et mi/ni···ni = (Pi - Pi-l)/~ .

Soit {(~JlIi,...,v~)}~ 1~ m~e!!1!: des sllites de mu1tipli!:U~ ge C (un systeme des
J=l -

multiplicites des points voisins infinitesimals des Cj dans-le quel on a regroupe les nombres

correspondants au meme point voisin infinitesimal). Par example, le systeme des suites de

multiplicite de C = {(xS_ y8)(x8_yll) = O} est le suivant:

Remarquons que (cf. [BK]) la. donnee du systeme des auites de multiplicite est

equivalante 3" ceile de topologie de C et definie par UD pIOceSSUS des algorithsmes d'Euclide

sur les caracteristiques de Puiseux et par un theoreme de Noether dit que si (O'ij + 1) est le

nombre des points voisins infinitesimals communs des C. et C. alors
1 J
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.Soit (~,11{ ,... ,II~) =: (lIcl;~,···,II~(j,l),II~(j+1)+1,...

···II~(j,2)'...'~(j,g/l,... ,l,*) ,ou (1I{,···,II~(j,l» (resp. (V~(j,t-l)+1,... ,II~(j,l)) se produit

de l'algorithsme d'Euclide du P{ (resp. (11- P}-l» par vä (resp. 1I~(j,t-l» et *

representant 130 transfonnee stricte de Cj par sa. resolution canonique. POUI taut j on peut

ajouter ala.,fin de la. j-eme suite de multiplicite un nombre convenable des multiplicites 1

tellement les auites ayants le meme lang (cf. [BK]). On note:

k.. = max{O U(i: k(i,l) = k(j,l) <p.. + I)} ;
IJ - IJ

l . i ~Ai/11)
POUl -. 1 , Rk(i,l) =. LlW1 Li ;

(1-3-2)

(1-3-3)

i i . . i (1) j Jl)
Mk(i,l) = 0, mk(i,l) =j~ VÖ m.m{Pl/4 ;Pl/~ };

(1-3-4)

Pour l> 1 :

i-I
i' i 10) " . Js) JI:)

Rk(i,l} = [PI -lj + l (~+I - ~)li ]/Li ;
s=1

(1-3-5)

i
mk(i,ll =

l-2

l {~{ ~O) + l (P~+1 - P~)~s)] /4l) +
j4:i 8=1

k(i ,i-1 )$O'ij+1

(1~)
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l
j:fi

k(i,l-l»uij+1

(1-3-7)

1a) ... 10) .
ou q = p.g.C.d(v5,ßi,···tß~) J ~ = v5 .

1.4. Theoreme:

Si {f = O} n'a pas exactement deux tangentes distinctes en 0 alors le nombre des'

p

quotients polaires de fest plus petit ou egal a. l: gj - ~l: kij , et ils sont les rationnels

j=l i:f:j

distincts de I 'ensemble

{ i i i/ [ i i i] }
rk(i,l) = nI,·,nt Rk(i,l) + IDk(i,l) + Mk(i,t) .-1~p 1~1~

1- . , c= . ~

Si {f'= O} Cl justement deux tangents distinctes en 0 alors il convient de rajouter

l/m ,ou m est la,multiplicite de f en 0, pour obtenir les quotients polaires de f en O.

1.5. Remargue

Si l = f, k(i,l) = k(j,l') et le' k(i,l)~m point voisin infinitesimal de Ci coincide a.

celui de Cj alors r~(i,L) = rt(j,l') . Mais inversement il n'est pas mkessairement, par

exemple C = {(x2_y3)(x3_y2) = O} .

§ 2. Demonstration du Theoreme principal

2.1. Soient ~: Z ~·U la resolution canonique du germe f et E = ~-l(O) le

diviseur exceptionnel de 7r. Il a pour les composants irreductibles des droites projectives

complexes Ei (i = 1,2,... ,N) qui se coupent normalement. La transformee stricte de f ,
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(l'adherence dans Z de (fO 'if)-l(O) - E) consiste de p courbes disjointes Öj qui sont

lisses et intersectent E en des points reguliers. On assoie a. (fO'if)-l(O) un graphe, dit le

glaphe de resolution de f, comme suivant: pour ehaque Ei on associe un point et on lie

deux points par an segment s'ils sont vQisin, c'est a. dire que les Ei correspondantes se

coupent; et a. ehaque Öj on associe un star (*) et le relle au point representant le Ei que

Cj coupe transversalement. On appelle point de rupture du graphe un point representant un

Ei d'ou part 3 segments au moins.

E~ chaque point general de chaque composante Ei de 'K-1(0) la fonction fo'if egale

d.
localement e1 si e est une eoordennee leeale convenable de Z teIle que e= 0 seit une

equation loeale de Ei . On appelle di la multiplicite de f le leng de Ei . De meme on peut

d<Hinir la multiplicite mi le long de Ei d'une forme lineaire assez general l. Alors on a:

2.2. Lemme ([L], Theoreme 4-2-2)

Si {f = O} n'a pas exactement deux tangents distinctes en 0, les quotients {mi/di}

calcules aux points de ruptures du graphe de resolution sont les quotients polaires de f en O.

Si {f = O} a justement deux tangents distinctes en 0, il convient de rajouter l/m, ou m

esi la multiplicite de' f en 0, pour' obtenir les quotients polaires de f en O.

2.3. Lemme.

Seit 1r = 1r1 0 'K2 0 ... 0 'Kn la composition des eclatements de la resolution

canonique 'K de C. Alors la. courbe exceptionnelle Ei de 1ri (i f 1) est une rupture du

graphe de resolution de' C si et seulement s'il existe une branche Cj telle que

1f'1 0 ~2 0 ••. 0 1f'. est' UD facteur de la resolution canonique de C. et E. est une rupture du
1 . J 1

graphe de resolution de C..
J

Preuye.

La.preuve du (2-3) utilise la construction canonique du graphe de resolution que nous

appellons ici une sa forme convenable.
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Pour chaque composante E de 7I"~l(O) on note i(E) le minimal des indexes

i E (1,2, ... ,n) tel que l'image 7I"i+1 0 ... 0 rn(E) n'est pas un point.

Soit G' (resp. GII
) le graphe de resolution de C' = Cl U C2 U ... UC~l (resp.

C" = Cp ); lj' j E (1,2, ... ,p-l) (resp. lp ) le nombre minimal des eclatements dans la

resolution ca.nonique de C' (resp. C ) tel que aprcs lui la transformee stricte de Cj (resp.

Cp ) est lisse, transverse par une seule courbe exceptionelle et disjointe de tOUB les autres de

C' jet enfin, ~ le nombre des eclatements de la resolution canonique de Cp . On note Ö'

(resp. ~11 ) une modification de G' (resp. GI! ) en ajoutant kj ponts entre le j-em star et

son point voisin. ou kj satis{ait kj + lj = ujp + 1, j E (1•... ,p-1) et kp + ~ = lp . Alors

le graphe de resolution G de C est determine par Ö' et ~II comme suivant (cf. [BK]

prop. 16 § 8.4):

TI Les points du G· sont les points de ~, et les points d'un sous--ensemble ~1 C ~II

qui representent les composantes exceptionnelles des eclatements des points voisins

infinitesimals propres de Cp (ne sont pas cemmuns aux autres de C') ou le star de ~Il:

01 ={E E ~II : i(E) ~ I + max (rI. + 1) = I + l } U {*}
j JP . P

II/ Les points voisins dans 01 sent voisins aussi dans G.

ill/ Si EI E01et. E2E 0" - 01 sont voisins. dans ~" ) alors' Ei est voisin dans

G de tout E' E~' tel que i(E') = i(E2).(Donc E' est identifie a E2 dans On parce

que i(E~P ~ lp) .

IVI Les points voisins Ei, E2E0' sont voisins aussi dans G sauf le cas DU

i(Ei) < lp' i(E2)= lp mais (Ei,E2) ne sont pas veisins dans eil.
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En supposant i flet utilisa.nt la cOßstruetion canonique preeedantc, on peut

supposer que p = 2 . Tout d'abord, nous remarquons que si E s'apparait comme la

composante exeeptionnelle de 1I"i et elle tra.nsverse par d eomposantes autres; alors aprCs

l'eclateß?ent 'Ki+1 le nombre des composantes interseetes E est plus grand ou egal a. d.

Done tous les ruptures de G' et de G" sont ausei les ruptUIes de G.

Inversement, il nous reste encore de demontrer que la construction eanonique ne

donne pas les ruptures nouvelles.

Parce que les modifications G' -+ ~" G" -+ ~11 ne donnent pas les ruptures nouvelles,

il ne faut que' regarder la situation unique IIT/ quJil peut sJapparaitre la rupture nouvelle.

Soit E' E· 0, une rupture du G qui a les vosins dans la situation m/.

, //
....

E./ '\ /
... _-.( ': i

~ I I -lIF= / •. .....,,__---1_ ... \=. - • - •

/ I \

'. ··-·'-1 I \
t::. I

.z. I \ ,
C;> /' "

E' E' E' E OJ, l' 2

TI Y nfa que deux cas possibles:

Eil E O" i(E") >l + 1, - p

(a) ou bien i(Ei) < i(E') < i(E:P ~ lp

(b) ou bien i(Ei) < i(E') 5lp; i(E2) ~ lp + 1

Par definition de lp' dans le eas (a) on peut regarder EiJ E', E2 comme les points de eil I

~a veut dire que EI est une rupture de G" .
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Dans le cas (b), E2 n'est pas an point de 0" . Si E' n'cst pas une rupture de 0' ou

de 0" alors il exists E3E0', i(E3)~ lp tel que les eclatements de leur points voisins

infinitesimals donnent Eil et E2 respectivement. Parce que Eil ~ Cjl! - G" et

E2~ 0, - G' , Us sont les points "canoniques" de G" et G' respectivement, done il existe

deux chaines des voisins (dans G" et G' respectivement) qui jointent Eil et E2 au E3.

eI/- - - - - - - -
1. /_/

---- .--. c

~, a. . _

Alors on a un eyde des voisins d~s G, c'est imposible. Le lemme (2-3) est demontre.

2.4. Lemme.

Soit E~(ill) une rupture de G, quiest la.rupture correspondante al-em pair de

Puiseux ((m~n~)) de la i-eme branche Ci' (E~(i,l) E Gi) • alorsla multiplicite d~(i,l) de

f le long de E~(i,l) est calculee par:

i i i i
dk(i,L) = Rk(i,l) + mk(i,l) + Mk(i,l)

i i i
ou Rk(i,l)' IDk(i,l) et Mk(i,l) donnees par les formules de (1-3-2) a. (1-3-7) en termes de

topologie de f.

Preuve'

Soient {fi =O} l'equation de i-eme branche Ci et R~(i,l) la.multiplicite de fi le

long de E~(i,l) dans la resolution canonique de Ci ' alors, d'apres [Li] (prop. 1.33) on a:
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(2-4-1)

i i .. J i-I) JE)
Rk(i,E) = [Rk(i,i-l) + (J1rßl-l)] li /'1

(2-4-2)

(l ~ 2) .

En regardant l'action de la resolution canonique de Ci pour la branche Cj (j :f i) on a: La

multiplicite de fj le long de E~(i.l} egale a

done,

. .
1 1

= Rk(i,1) + mk(i,1) (2-4-3)

Soi t l ~ 2 il Y a deux ca8. possibles sur 1'action de la. resolution de Ci poll,I la

branche' Cj : ou bien k(i,l-l) 5 O'ij + 1 ou bien' k(i,l-l) > O'ij + 1 .

Dans le cas k(i,l-l) ~ O"ij + 1 ,les k(i,l-l)-ems points voisins infinitesimals de Ci

et de Cj se coincident, alors pour obtenir la multiplicite de (fi · fj) le longE~(i,l) il faut

rajouter a R~(i.l) les deux parties: la premiere donnee par la composante canonique

E~(j.l-l) de Cj et la. deuxieme donnee par la. transformee stricte de Cj dans la resolution

de i-em. pair de Puiseux ((m~ n~)) de Ci' Analogement a. (2-4-2), on peut montrer que,

dans ee cas, la. partie premiere est le nombre
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Rj Ji-I, Jl) j
k(j,l-l)li Li:= Rk(i,l) .

Et la deuxieme est le

(2--4-4)

Done

(2--4--5)

(Remarque dans ee caB, k(i,t -1) ~ O"ij + 1 on a k(i,t -1) = k(j,t -1) mais

k(i,t) 4: k(j,t) en generaL Si k(i,t) =k(j,t) ~ O"ij + 1 on a .

~(i,t) + min{(~ - ßt_l)ef t - 1
)/eft) i (ßI- ßl_l)e~t-l)/e~t)} egale exactement

R~(j,t) • la.droite de (2 - 4 -4) n'est que une notation de convention).

Dans le eas· k(i,t -1) > O"ij + lies k(i,t -1) - ems points voisins infinitesimals de­

C. et de C. sont distinets, alors la resolution canonique de t-em pair de Puiseux de C.
1 J 1

nJa pas de l'action sur les transformees strictes de Cj , Done pour obtenir la multiplicite de

(fi · 9 le long de E~(i,t) , il ne faut que rajouted. R{(i,t) le nombre

mult(f.1 Ek
i (' tJ_l))e{R..-l) /e{t)

J 1,'" 1 1.

D'autre part, seit Ö }-l la transfarmee striete de Ci par
N

H al C ~-l . ul ():= 11"1 0 ••• 0 1I"k(i,t-l) I ars 1 n'lnterseete que une se e camposante rupture

i -1( )Ek(i.R..-l) de HO. On a:
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(c. · c.) = (Ö~-1. \ muH(f.1 E)E) + (Ö~-l . Ö~-l)
1 J 1 LI J 1 J

EEH- (0)

( I i )(~t-l i )(~t-l ~t-l)=mult fj Ek(i,t-l) vi· Ek(i,t-l) \.i i · v j

Mais k(i,R.. - 1) > u.
J
. + 1 , d'apres l'hypothese, alors (Ö~-1 · Ö~-1) = 0 et done

1 1 J

Et done

ul (fr l i i (C C) (R..-I)/ (t) i
m t i j Ek(i,t) = Rk(i,t) + i· j ei eivk(i,t-l)-l .

(2--4-6)

(si k(i,t -1) >. u.. + 1) .
IJ

Finalement, en regardant (2-4-5) et (2--4-6) on a:

di Ri \' [ j . {(ßi ßi ) (i-l)/ (t)
k(i,t) = k(i,t) + j ~ i Rk(i,t) + IIl1n t - t-l ei ei ;

k(i,i-l) 5uij+l

(2--4-7)
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DU R~(i.t) et R~(i,t) donn~es par (2-4-2) et (2-4-4) respectivement:

l-2
~(i,t) = [e(~)ßi + L (~+1 - ~)e~S)] /eft)

8=1

La formule (2-i-7) demontre le lemme (2-4).

(2--4-2) ,

(2-4-4),

2.5. Fin de lademoßstration du (1-4).

Soient K =r 1
(0) n S~ l'entrelacs (link) de f, et M = j61 Vj la d~compositionen

la reunion des varitHes de Seifert du complementaire dans S3 d'un petit voisinage tubulairee .

ouvert de K (cf [EN] et [LMW]. Une fibre reguliere Pj de la fibIation Seifert de Vj est

un noeud dans S~. Soient b(Pj) et L(Pj,K) son "braid index" et son "coefficient

dJenlacement avec K 11 respectivement. On note ( [LMW] )

D'apres [LMW] (Theoreme C), si le cöne tangent de f est constitue de deux droites

distinctes alors Ptop U im} =P , dans tous les autres cas 'top =, .
D'autre part, POllt chaque rupture Ej , soit {gj = O} une germe de courbe a.

l'origine de (2 telle que sa transformee stricte par 11" est une courbe lisse 1j dans Z

transverse a. Ej en un seul point regulier de 11"-1(0) , alors par H. Schubert [S] (cf.

[LMW] pIOp. 1.3.18) Ptop est egale ä.l'ensemble des quotients {Cf = O· gj =O)/vo(gj)}'

Plus preclsement, L(pJ.,K) = (f = O· g. = 0), b{p.) = vo{gJ') .
_ J J

Remarque que (7'· E.) = 1, (;.. E) = 0 VE E 1r-
1(O)\E. on a:

J J J . J
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mult(fi E.) = ({' · E.)lnuH(II E.)
J J J J

= (7j· L mult(f IE)E)
EE1r-1(O)

= (g. = 0, f = 0) .
J

D'apres le lemme (2-3) il existe une branche Cj teile que la rupture donnee de fest

une rupture (canonique) de Cj I soit Ej = E~(j,t) .

Soit ct une genne de courbe irreductible al'origine de (2 donnee topologement

par les nombres suivants comme ses exposantes de Puiseux:

t t···· . ...
ßt (C j) = vO(C j )(mi/ni + m~/nin~, + ... + mi/ni '" ni)

On peut choisir ct teIle que son cl)ne tangent coincide acelui de Cj I donc sa. transformee

stricte par 71' est. une courbe lisse dane Z I transverse a E~(jJt) en un seul point regulier

de 11"-1(0) . Qa veut dire que ct satisfait tous les proprietes de {gj = O} precedante.

Alors on a:

t t . . .
Ptop = {(C· Cj )/vo(C j)} = {d~(jJf..)/ni ... ni}

Le theoreme (1-4) est demontre.

(2-5)
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§ 3. Corrolaire et exemples.

3.1. Corrolaire.

La reunion de (2-5) et des formules de (1-3-2) ä. (1-3-7) nous donne une

representation des caracteristiques d'une entrelacs en termes des caracteristiques de Puiseux

et des nombres d'intersection des branches. 0

3.2. Exemple.

8 11 7 15C = {(x - y )(y - x ) = O} ; (Cl - C2) = 56

,,1 _ 8 u
2 - 7 ..J. - 11 ~ - 15 e( 1) - e( 1) - 1 ."0 - J"0 - , Pi - ,Pi - J 1 - 2 - ,

.11=1-8+3

8=2-3+2

3=1-2+1

2 = 2-1

Le systeme des auites de multiplicite:

~3 3 2. 1 1 *
7 7 1 1 1 1 1 11*

<=* ~ 3 3 2. 1 1 1 1 1 *

7 7 1 1 111 1 1 *

Les quotients palaires sont:

15 =2 - 7 + 1

7 = 7-1
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r1 = l/m = 1/15

3.3. Exemple.

1I~ = lI~· =' 100; ßi = tif.- = 250; ~ = ~ = 375; ßi = 410, ~ = 417

e(l) - e(l) - 50' e(2) - ei2) - 25' e(3) - e(3)-5
1 - 2 - '1 - ';& - , 1 - 2 -

e(4)-e(4)-1
1 - 2 -
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k(1,1} = k(2,1} = 4, k(1,2) = k(2,2) = 8; k(1,3} = 13

k(2,3) = 12, k(1,4) = 18, k(2,4) = 17 .

~e systeme des auites de multiplicite de Cl U C2 est le suivant.

~~(io)I~~F1~RA 10 10 5 5 5 2 2 1 1 •

~~~~~~~eJ~lO 5 5 1 11111 •

8

[l +/~ = 31625 = (Cl ·C2) =t 0"1,2 = 8 .)
o

Les quotient polaires sont

*
* *
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