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Invariants polaires des courbes planes réduites.

Lé vin Thanh

Le .but de cet article était le calcul, en termes de topologie, pour le cas général d’un
e, .
germe de courbe plane réduite, des invariants d’équisingularité {m—-} introduits par
1

e .
i -1
Teissier [T] et dont les [m— + 1] , dites les quotients polaires dans [L]. Le résultat
i

contient un connu de Merle dans le cas particulier de courbe plane irréductible {M].

Ce travail été fait en durant mon séjour au Bonn invité par le Max—Planck—Institut
fiir Mathematik. Je lui remercie beaucoup pour sa hospitalité. Mes remerciements vont aussi
au E. Brieskorn et J. Steenbrink pour les fructueuses discussions, 3 L.D. Trang pour son

encouragement.

§ 1. Rappels et 1'énoncé de résyltat principal.

1.1. Soit f: d:2,0 -+ C,0 un germe de fonction holomorphe sans facteurs carrés. Alors

la courbe polaire de f relativ irection ¢ du plan (de coordonnées homogénes (a,f)
af af
1 : . 2 _ -
dans P~ ) est définie par I‘e(f) = {(x,y) €0, agy “ﬂ-a? -0} . (Dans le cas général de

afred afredA
f, elle est définie par « % -f EF, =0 ou fred est la partie réduite de f). Si

{ assez général alors T’ t(f) est réduite et elle a-un type topologique bien défini en 0 qui ne
depend que de la classe d’isomorphisms analytique de ’annean C{x,y}/(f) et on l’appelle la_
courbe polaire (général) de f. De plus, dans notre cas oa f réduite T t(f) coincide au lieu
critique C(®) du germe d’application

@ = (40): €400, 8(xy) = (,7) = (Uxy)f(xy)) , et donc, A =: B(T /1) , dite le
discriminant polaire de f, coincide au digcriminant A(®) =: ®(C(®)) de l’a.ppiication i3
(k. [L]).



1.2. Dans tous les cas, le discriminant polaire A de f n’a que une seule tangente
{v =0} et donc, chaque leur composante 4, (i = 1,...,g) a un dévéloppement de Puiseux

en 0 de la méme {forme:

u=av + .. ' (1—2-1)

vol(A,)
0 i
ou a; #0 et I, = mi "v=0) 0 <l,i=1,.,8.( VO(Ai) la multiplicité de Ai ; (*,*)0

le nombre d’intersection en 0 ; cf. [L]).
On appelle quotients polaires de f en 0 les rationnels distincts dans 1’ensemble
{rl,...,rg} . Par la "formule de projection" (¢f. [F] ona:

. -1
(B;rv=0)y=(T;-f=0); ou I; =& 7(4))

va(l.)
0 i
donc r; = Tri T=0) . D’autre par.t, pour chaque T\, le rapport ei/mi qui lui est
associé dans [T] est égal & — Ty 1= ri'1 —1. Cest a dire que les inverse des
0 i

e .
' : i
quotients polaires de { sont shift par un des invariants polaires {r_ﬁ_} définits par [T]
i

(cf. aussi [M]):

[+

1 i

T .

+1 (1-2-2)

3

i

On note P l'ensemble des inverses de quotients polaires.

Les invariants polaires ont le rdle important dans la theorie d’équisingularité en
général (cf. [T]). En particuliérement, avec les quotients polaires, on peut calculer la forme
d’intersection de f en terme de celle des intersections planes générales (cf. [G]) et

construire une "décomposition polaire de la monodromie" qui est une clée de retrouver la.



"décomposition de Waldhausen" et la "Structure de Seifert" de la courbe donnée (cf. [L],
[LMW]). Ds sont aussi utilisés pour déterminer la structure de Hodge mixte (cf. [SZ]) et
donc le Specre de la singularité donnée (cf. [LS]). Alors il est trés interessant d’avoir une
formule des quotients polaires en termes de topologie classique. Ce probléme a été résolu par
Merle [M] dans le cas irréductible et sera résolu ici dans le cas général. Pour énoncer le
résultat principal nous appellons les suivants:

1.3. Soient j€ {1,2,...,p}, Cj la j~eme branche de la courbe donnée

~C=: {f=0}, avec ses caracteristiques de Puiseux {Vg, ﬂ{,...,ﬂé.} (V(J) est la multiplicité
J

de Cj). On note ((m-},nﬁ)) (¢= 1,2,...,gj) les pairs de Puiseux de Cj définits par:

et m%/n{...n-} = (ﬁi —ﬂi_l)/ué .

s 1P
Soit {( 0 1, f*ll)} - le gystéme des suites de multiplicité de C (un systéme des
j=1 -
multiplicités des points voisins infinitesimals des C i dans-le quel on a regroupé les nombres

correspondants au méme point voisin infinitesimal). Par example, le systéme des suites de

multiplicité de C = {(xs—ys)(xs—yll) =0} est le suivant:

(4688

Remarquons que (cf. [BK]) la donnée du systéme des suites de multiplicité est
équivalante 3 celle de topologie de C et définie par un processus des algorithsmes d’Euclide
sur les caracteristiques de Puiseux et par un théoréme de Noether dit que si (ai j + 1) estle

nombre des points voisins infinitesimals communs des Ci et C j alors



O"i .

2 =G Cp.
(=0
Soit (u'l ul, ,VN) =: (v ,V'{, ,uk(J 1) Vk(J+1)+1’

Vk(_],2)’ "y k(J g ): ’” )1 ) ou (le t”k(l 1)) (reSp (Vk(_l = 1)+11 ,Vﬂ(J [))) s€ pl’Odll.lt
de I’algorithsme d’Euclide du ﬁ-ll resp. (ﬁ-} ﬁ-}_l par "i]) (resp. Vk(j’ t—l)) et *
représentant la transformée stricte de C j parsa résolution canonique. Pour tout j on peut
ajouter & la fin de la j—eme suite de multiplicité un nombre convenable des multiplicités 1

tellement les suites ayants le méme long (cf. [BK]). On note:

ks = max{0 U (¢: k(10 = k() <y + D} 5 (1-3-2)
Pour {=1,RI, ,=uigi/Al), 1-3-3
=1, Ry =wf/4 (1-3-3)

Mlic(i,l) =0, mi(i,l) =_§i "3 min{ﬂi/él);ﬂ{/tgl)} ;
j
(1-34)

Pour {>1:

. . l—l . .
Rig o= 0040+ 3 (dh,, - a4 /49,
s=1
(1-3-5)

(=2
miig= % {[A4V+Y @, -adY) 40
iFi s=1

v) min [([’it.‘ £, 41149 5 (8- ﬂ%_l)lgl—l) / lgl)] } ;

(1-3-6)



k(:, L) (C;-Cy/ 49 "i(i,z-1)-1 3
: # ‘
k(i,l—1)>aij+1 _
(1-3-7)
ou lgs) = p.g.c.d(ug,ﬁ{,...,ﬁg) , l.(lo) = Vé .
1.4. Théoréme:

Si {f=0} na’a pas exactement deux tangentes distinctes en 0 alors le nombre des

quotients polaires de f est plus petit ou égal & E 85— 72 k;, et ils sont les rationnels

=1 i]
distincts de ’ensemble

= R M} }
(i = 2120 (i + a0+ Migal L g,
Si {{=0} a justement deux tangents distinctes en 0 alors il convient de rajouter

1/m, ot m est la multiplicité de { en 0, pour obtenir les quotients polaires de f en 0.

1.5. Rem
Si L= 0, k(i, l) = k( _1,£') et le' k(i,)—em point voisin infinitesimal de C, coincide &
celui de C alors rk(l’ H= rk(‘]' £ Mais inversement il n’est pas nécessairement, par

exemple C = {(*)=PyD) =0} .
§ 2. Démonstrati Théoréme principal
2.1. Soient 7:Z - U la résolution canonique du germe { et E = 1"1(0) le

diviseur exceptionnel de = . Il a pour les composants irréductibles des droites projectives

complexes Ei (i=1,2,...,N) qui se coupent normalement. La transformée stricte de f,




(I’adherence dans Z de (f01r)_1(0) —E) consiste de p courbes disjointes C 3 qui sont
lisses et intersectent E en des points réguliers. On assoie & (fow)-l(o) un graphe, dit le
graphe de résolution de f, comme suivant: pour chaque E. on associe un point et on lie
deux points par un segment 8’ils gont voisin, c’est & dire que les Ei correspondantes se
coupent; et & chaque & 5 on associe un star (*) et le relie au point représentant le Ei que

C i coupe transversalement. On appelle point de rupture du graphe un point représentant un
E; d’ou part 3 segments au moins.

En chaque point général de chaque composante E; de 1_1(0) la fonction for égale

d.
localement ¢ ' ¢ est une coordonnée locale convenable de Z telle que ¢ = 0 soit une

équation locale de Ei . On appelle di la multiplicité de f le long de Ei . De méme on peut
définir ]la multiplicité m, le long de E, d'une forme linéaire assez général £. Alors on a:

2.2. Lemme ([L], Théoréme 4—~2—2)

Si {f=0} n’apasexactement deux tangents distinctes en 0, les quotients {m./d.}
calculés aux points de ruptures du graphe de résolution sont les quotients polaires de f en 0.
Si {f=0} a justement deux tangents distinctes en 0, il convient de rajouter 1/m , ol m
est la multiplicité de' f en 0, pour obtenir les quotients polaires de f en 0.

2.3. Lemme.

Soit T= T 07007 la composition des éclatements de la résolution
canonique r de C . Alors la courbe exceptionnelle E. de T (i#1) est une rupture du
graphe de résolution de C si et seulement s’il existe une branche C f telle que
T O 7y 0...0m estun facteur de la résolu_tion canonique de C j et Ei est une rupture du

graphe de résolution de C i

Preuve.
La. preuve du (2-3) utilise la construction canonique du graphe de résolution que nous

appellons ici une sa forme convenable.



et

Pour chaque composante E de xfl(o) on note i(E) le minimal des indexes

i €(1,2,...,n) tel quel’image L

Soit G’ (resp. G" ) le graphe de résolution de C' = Cy U C, U..u ('Jp'_1 (resp.

190 7, (E) n’est pas un point.

C"'=C p ) lj, j € (1,2,...,p~1) (resp. ¢ . ) le nombre minimal des éclatements dans la
résolution canonique de C’ (resp. C ) tel que aprés lui la transformée stricte de C j (resp.

C_ ) est lisse, transverse par une seule courbe exceptionelle et disjointe de tous les autres de

p)
C’; et enfin, lg le nombre des éclatements de la résolution canonique de Cp . On note &
(resp. G" ) une modification de G’ (resp. G" ) en ajoutant kj ponts entre le j~em star et
son point voisin, ol kj satisfait kj + lj =5, +1,j€(,..,p-1) et kp + tg = lp . Alors
le graphe de résolution G de C est déterminé par &' et 8" comme suivant (cf. [BK]
prop. 16 § 8.4):

I/ Les points du G sont les points de & et les points d’un sous—ensemble @; c g»
qui représentent les composantes exceptionnelles des éclatements des points voising

infinitesimals propres de Cp (ne sont pas communs aux autres de C’ ) ou le star de G :

G'={E€8":i(E)>1+m +1)=1+¢}U{*
= (BB E2 4 max (o + ) =144} U ()

I/ Les points voising dans &Y sont voising aussi dans G .
I/ Si E € @; et E5 € G - ﬁ; sont voisins dans ", alors EJ est voisin dans
G detout E’ €& tel que i(E') =i(E}).(Donc E' estidentifié 3 EY dans 8" parce
] 1 < . !
que i(Eg) < lp)
IV/ Les points voisins EJ, E) € & sont voisins aussi dans G sauf le cas ol

i(E{) < lp, i(E)) = lp mais (Ei,Eé) ne sont pas voisins dans G" .



En supposant i # 1 et utilisant la construction canonique précédante, on peut
supposer que p = 2. Tout d’abord, nous remarquons que si E s’apparait comme la
composante exceptionnelle de ™, et elle transverse par d composantes autres, alors aprés
I’éclatement Tl le nombre des composantes intersectés E est plus grand ou égal 3 d .
Donc tous les ruptures de G’ et de G" sont aussi les ruptures de G .

Inversement, il nous reste encore de démontrer que la construction canonique ne
donne pas les ruptures nouvelles.

Parce que les modifications G’ = G’, G" - 8" ne donnent pas les ruptures nouvelles,

il ne faut que regarder la situation unique III/ qu’il peut s’apparaitre la rupture nouvelle,

Soit E' € &' une rupture du G qui a les vosins dans la situation III/.

1:& ,/ \\ "

G e
’ ’ y ) " " o n >
E,E},E3 €8 E ed,l(E)_tpH

Il y n’a que deux cas possibles:
(a)  oubien i(E}) <i(E') <i(E)) < tp
(b)  ou bien i(Ei) <i(E) £ lp; i(Eé) 2 lp +1

Par définition de lp , dans le cas (a) on peut regarder E{, E’, E5 comme les points de Gn,

ga veut dire que E' est une rupture de G" .



Dans le cas (b), E; n’cst pas un point de 8" .Si E’ n’est pas une rupture de &' ou
de G" alors il exists Eé e &, i(Eé) < lp tel que les éclatements de leur points voisins
infinitesimals donnent E" et Eé respectivement. Parce que E" ¢ Gn—G" et
Eé g &' — G, ils sont les points "canoniques" de G" et G’ respectivement, donc il existe

deux chaines des voisins (dans G" et G’ respectivement) qui jointent E" et E) au Ej.

,[:-//
' 44— - — - = = m ———p
/
-___E"' // \\
- - . = —/.--_—-
=
N e e = - - - —_— 5
=/
L?_

Alors on a un cycle des voising dans G, c’est imposible. Le lemme (2-3) est démontré.

2.4. Lemme.

Soit. Ek( i0) une rupture de G, qui est la rupture correspondante 3 {~em pair de
Puiseux ((ml, t)) de la i—eme branche C;, (Ek(1 0 €G;),alors la multiplicité dk( ) de
f le long de E]::(i, 0 est calculée par:

dli:(i,l) = Rli:(i,l) + miit(i,l) * Mlif(i,l)

ou Rli:(i, & mi(i’ 9 et Mi(i, 0 données par les formules de (1-3—2) & (1~3—7) en termes de
topologie de f.

Preuve
Soient {f; = 0} equation de i~eme branche C; et Ri(i ) la multiplicité de £ le
long de E]i:(i 9 dans la résolution canonique de C; , alors, d’aprés [Li] (prop. 1.33) on a:
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qu((m) = v Ay/4Y) (2—4-1)

Rigg = By r) + A1 45H/49
(2—4-2)
(£>2).

En regardant l’action de la résolution canonique de C, pour la branche C (j#1i) ona:La

multiplicité de f le long de Ek(l 1) égale &
i . i,41). qi AL
vy min{gy/&Y); p}/41)y
donc,

1y = o /&Y + 3 vh minga)/A); 674V
1

= Ry 1) + Dyig) (34-3)

Soit {2 2 il y a deux cas.possibles sur I’action de la résolution de Ci pour la
branche Cj : ou bien k(i,&~1) < 7 + 1 ou bien k(i,{~1) > %; +1.

Dans le cas k(i,&~1) < o+ 1,les k(i,i~1)-ems points voising infinitesimals de C;
etde C ; se coincident, alors pour obtenir la multiplicité de (fi -fj) le long E]I;(i, 0 il faut
rajouter 3 Ri(i’ 0 les deux parties: la premiére donnée par la composante canonique
Eﬂ(j’ t-1) de C; et la deuxiéme donnée par la transformée stricte de C; dans la résolution

de /~em pair de Puiseux ((mil, nit)) de C;. Analogement & (2—4-2), on peut montrer que,

dans ce cas, la partie premiére est le nombre



—1] -

SN CC S (244)
Et la deuxiéme est le
min{(g-,_)A1)/£9, (ﬂ%—ﬂ’é_l)!gt_l)/ tgt)}

Donc

(2—4-5)

(Remarque dans ce cas, k(i,& —1)< Ti;
k(i,£) #k(j,2) en général. Si k(i,2)=k(jL) £ %; +1ona
Rk(l gt 111111{(16'l 32'_ (E'_l)/ei( ), ﬁ‘] ﬂi_ Je] j?'ml)/e(ﬂ)} égale exactement

(J g) la.droite de (2 — 4 —4) n’est que une notation de convention).

+1 ona k(i,& —1)=k(j,L —1) mais

Dans le cas k(i,£ -1) > o;; + 1 les k(i,& — 1) —ems points voisins infinitesimals de
Ci etde C i sont distincts, alors la résolution canonique de £—em pair de Puiseux de Ci
n’a pas de 1’action sur les transformées strictes de C i Donc pour obtenir la multiplicité de

(f - fj) le long de Eli((i, 2) il ne faut que rajouter 3 R]i((i, 0) le nombre-
i L-1), (2
mult(flek(i,P,—l))eg )/eg ) _

D’autre part, soit o E‘_l la transformée stricte de Ci par

= -1

H.:=.- PO e O s gq) alors C ;" n'intersecte que une seule composante (rupture)

i -1 )



(G- C)=@ - ¥ muglpE)+ (@ )
EE€E (o)
= malt(f By oG - By )@ 57
Mais k(i,£ —1) > % + 1, d’aprés ’hypothése, alors (ﬁ%—l . @?—1) =0 et donc
mult(f; IEk(l.v. ) =(C C)/Vk(lf. -1)-1"

Et donc

mult(fifj|Ei(i,£) =Ry g)+ (C; - Cpe (£-1) ot )uk(l L)1

(2—4-6)
(si (i, 1) > 075+ 1)

Finalement, en regardant (2—4—5) et (2—4—6) on a:

dyi 0y = R]ii(l + g {Rﬂ(i,a) + ‘m'n{(ﬁé -yt et
ie-

ﬁﬂ ﬂﬂ 1)e /e P‘)” + Z (C; - c)e(f' 1)/8(9») i

J i

k(i,e-1)-1

(2—4-7)
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ol Rll((i, L) et R]J‘(i’ £) données par (2—4—2) et (2-—4—4) respectivement;:

-1 ,
Ry(i,g) = [ei(o)ﬁi+ 21 (ﬁ;+1"ﬁ;)ei(s)] /et (2—4-2)’
§=
_ o) -2 ‘ .
Rl = Do+ L CRETSILS (244y
§=

La formule (2—4—7) démontre le lemme (2—4).

2.5. Fin de la démonstration du (1—4).

Soient K =1{ 1(0) n Sz I'entrelacs (link) de f,et M = 5 Vj la décomposition en
j=1

la réunion des variétés de Seifert du complémentaire dans Sg d’un petit voisinage tubulaire

ouvert de K (cf [EN] et [LMW]. Une fibre réguliére P; de la fibration Seifert de Vj est

un noeud dans Sg . Soient b(pj) et L(pj,K) son "braid index" et son "coefficient

d’enlacement avec K " respectivement. On note ([LMW])

PtOP - {L(pj'K)/b(Pj), j=1+g}

D’aprés [LMW] (Théoréme C), si le cdne tangent de f est constitué de deux droites

distinctes alors P

top U {m} = P, dans tous les autres cas Pto = P

P

D’autre part, pour chaque rupture E., soit {g. =0} une germe de courbe a
8; g

J
’origine de dl2 telle que sa transformée stricte par 7 est une courbe lisse 7j dans Z

transverse a Ej en un seul point régulier de 7r-1(0) , alors par H. Schubert [S] (cf.

[LMW] prop. 1.3.18) P‘,'Op

Plus précisement, L(pj,K) =(f=0 8= 0), b(ﬂj) = uo(gj) -

Remarque que (7j-Ej) =1, ('yj-E) =0VE € w_l(o)\Ej on a:

est égale a I’ensemble des quotients {(f =0 "8; = 0)/ Vo(gj)}.



—14 —

mult(fIEj) = (7j . Ej)mult([| Ej)

= (7" Y mult(f|E)E)
EE€x (0)
=(gj=0,f=0).

D’aprés le lemme (2-3) il existe une branche C § telle que la rupture donnée de f est
une rupture (canonique) de Cj , Soit Ej = E]'j:(j,P_) .
Soit Cﬂj' une germe de courbe irréductible & I’origine de €2 donnée topologement

par les nombres suivants comme ses exposantes de Puiseux:
¢ . .
VO(Cj) = n‘ll ni

¢ N - :
ﬁ]_(Cj) = uo(Cj)m{/ni = min% né

On peut choisir Cﬁ.' telle que son céne tangent coincide & celui de C i donc sa.transformée

stricte par « est.une courbe lisse dane Z , transverse a Eﬂ( i) en un seul point régulier
¥

de w_l(o) . Ga veut dire que Cﬁ-‘ satisfait tous les proprietés de- {g i = 0} précédante.

| Alors on a:
Piop = {(c-cﬁr)/uo(c’;r)} = {d}-';( i l)/n{ ) (2-5)

Le théoréme (1—4) est démontré.
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§ 3. Corrolaire et exemples.

3.1. Corrolaire.
La réunion de (2—5) et des formules de (1-3—2) & (1—-3—7) nous donne une
répresentation des caracteristiques d'une entrelacs en termes des caracteristiques de Puiseux

et des nombres d'intersection des branches. o

3.2. Exemple.

C={*-y"My" =% =0} (c - Cy) =56
ué:S,uﬁ:?,ﬁi‘:11,ﬁ§=15,e£1)=e£1)=1;
11=1-8+3 15=2-T+1
- 8=2:3+2 T=71
3=12+1
2=2-1

Le systeme des suites de multiplicité:

Qo
(X}
W
o
p—
[

*

T[7 1111111 *

& (8§33 211111 ¢*
7TI71 111111*

Les quotients polaires sont:
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1y =1/m=1/15

ty = 0}/ [3B} /el V) + VZmin(al/el1) 2 /e{t)] = 8/165

ty = 02/ [BA/e{)) + vhmin(g! fe{1) g /el )] = 7/103

vy = V3 =100; B = B2 = 250; L =b§ = 375; f = 410, §} = 417
B2 =390, f2 = 391; (C; - Cy) = 31625-

(m,n)) = (m3,n}) = (mgyng) = (m2: 2 =(52)

(mgn3) = (mpny) = (7.5)

(m202) = (3,8) (m2.n2) = (35)

el ) = et = 50, eV = ) = 25, el =el®) =5

2

e£4) = e£4) =1
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k(1,1) = k(2,1) = 4, k(1,2) = k(2,2) = 8; k(1,3) = 13
k(2,3) = 12, k(1,4) = 18, k(2,4) = 17 .

Le systéme des suites de multiplicité de C; U C, est le suivant.

100{ {100 50 25(10 10 5552211 *
100( (100 50 15/10 55111111*

8
12
[zujuj = 31625 = (C;Cy) 30, , =8 .)
0

1,2

Lés quotient polaires sont
r, = ny/dj = n3/d5 = 1/10
ry = nyng/dg = nin2/dZ = 1/625
ry = ninzns/d3, = 2/1265
,=n néné/dis = 2/1275

2n2n2n2/d3, = 20/12651

L
e

I

B

1111,.1 _
Ig = njnonan, /dig = 20/12757
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