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Abstract: Let e an irrational quadratic > 0, and P,Q E IR[X1 , X2].

Set s t-r Zo(P,Qjs) = E~~=lE~~t~n:~AQ(ml,m2)P-S(ml,m2)' In 1930, K.Mahler
proved, under strong assuillptions Oll P (P elliptic), the existence of a lllerolllorphic
continuation to the complex plan of such series . The goal of this paper is:

• To generalize this result under ßlOre general assumptions on P which are prob
ably optilnal and obtain, as an application, a new prove to a theorClll of Hecke
Hardy&Littlewoodj

• To give a weak version of Mahler's result when e is irrational algebraic (not
necessary quadratic) and P very general.

Resurne: Soient e un irrationnel quadratique positif et P, Q E R{Xl, x2]'
On pose 8 t-r Zo(P, Qj S) = E~~=l E~t~n~Jl Q(7nl,m2) P-S(ml,7n2)
En 1930, K.Mahler a delllOntre sous des hypotheses assez fortes sur P (ellipticite) un
thcorClue d'existence de prolongement lneromorphe au plan complexe cle teIles series.Le
but de ce travail est:

• Generaliser ce resultat a une classe de polynomes tres generale (et dans un sens
optiulale) et obtellir, COlume applicatioll, une nouvelle preuve d'un theoreme de
Hecke-Hardy&Littlewoodj

• Prouver une version faible du theoreme de Mahler dans le cas ou eest irrationnel
algebrique (non necessairement quadratique) et P tres general.

ll'auteur remercie le Max-Planck-Institut für Mathematik de Bonn ou il a comp16t6 ce travail
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1 Introduction, Notations et Enonces des
resultats:

1.1 Introuduction:

Suite aux travaux de E.Hecke{[6],1922), de G.H. Hardy et J.E. Littlewood([5],1924 ) sur

le prolongelllent meromorphe de s l---+ E~~ BIl~n) Oll 8 est un irrationel quadratique
et BI (t) = t - [tl - ~ la premiere fonction de Bernouilli, K.Malher a demontre le resultat
suivant:

Theoreme (K.Mahler [7],1928)
Soit () un irrationel quad1ntique > O.
Et soient Pet QE [([Xl, X 2] de degres respectifs m et n. On note Pm la pa1'iie hmnogene
de plus grand degre de P et r = P - Pm et Boit d = 2 si r == 0 et d = 1 sinon.Et on
suppose que P e!~t elliptiqHe c 'est a dire:

1. P{x) > 0 Vx E [1, +00[2 ;

2. Pm{x) > °Vx E [0, +00[2 \ {(O, On.

Alors la serie de Dirichlet:

+00 [Omd

8 l---+ ZO(P, Qi 8) = L L Q{ml' m2)p-S{7n l, 7n2)
ml:::::l m2:::::l

possede un prolongement meromorphe cl C avec des poles sirnples et contenus dans un

ensemble de la forme: r = {n+~-k Ik E N} U {n~dk + ;::;n7r~ Ik E N, k* E Z}

oU. 7] est une uniti positive de Z [8].
En outre Verl, er2 E R. verifiant erl < a2, VE > 0 et Vb > 0,
il existe C = C{erl' CT2, E, P, Q, 8) > 0 tel qu 'on ait: IZo(P, Qj s) I :::; Cet:lrJ uniformement
en s = U + ir verifiant Ul :::; U :::; U2 et d{s, r) 2:: 0 .

Si on note Ao = {(Xl, X2) E IR21xl > ~ et ~ < X2 < 8xI}, alors Ao est Ull semi
algebrique ouvert de IR2 et:

+00 [Oml]

Zo{P,QjB) = L L Q(rn l,m2) [P{ml,m2)]-S = L Q(m) P-S(m)
Tnl=l m;l=l mEAonz 2

Dans [4], nous avons etudie de teIles series dans le cas DU A est un semi-algebrique ouvert
quelconque tres general, Q == 1 et P verifiant des hypotheses tres faibles. Il est facile de
se convainere que prendre Q polynome tres general (par exemple non degenere sur DA)
DU lllt:hne quelconque dans eertain cas eomme A = Aooü 8 quadratique, n'introduit pas
de diffieultes serieuses et les resultats enonees dans [4] s'etendent a. ee cadre . Il deeoule
done des resultats de [4] que la serie de Diriehlet associee a un tel semi-algebrique
possede un elemi plan de eonvergence et d'holomorphie {~(s) > uo} , Oll Uo est son
abseisse de convergence et qu'eIle poss8de un prolongement IllerOIllorphe a un elemi
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plan de la forme {~(s) > ao - ß} (ß > 0) avec ao comUle seul pole (d'ailleurs d'orclre

1 ou 2). Pour aller an dcla de ces resultats (i.c obtenir 10 2c1ue pole, 3eme pöle, etc, ... )
cela depend des effets aritluuetiques de la frontiere de A . Nous avons traite dans [4]
le cas d'une classe Olt cet effet est absent et nous avons Inontre alors que les series de
Dirichlet associees a cle tels ensembles possedent des prolongements merOInorphes a
tout C qui verifient les proprietes standardes notallunent le fait que les poles forment
une suite discrete decroissante de reels. Les secteurs Ao etudies par K.Mahler (et eu
dehors des raisons qui out motive san travail) constitue pour nous la premiere classe
de selui-algebriques dont les effets arithmetiques des frontieres sont non negligablcs et
pour laquelle on sait exhiber des prolongement.s lllerolllorphes atout C des scrics cle
Dirichlet associees. Le point essentiel ici est evidement les repartitions non standardes
des poles .
Les hypotheses imposees par Mahler au polynonle P (ellipticite) €tant tres restrictives
et le resultat de Hecke-Hardy&Littlewood (voir corollaire 1 de ce papier) ne dccoule
pas de son theoreme. Lo hut cle ce papier est d'une part de generaliser (en precisant)
ce theoreme, les hypotheses que noUB imposerons a P sont tres generales et le resultat
obtellu contient ceux de Mahler et de Hecke-Hardy&Littlewood . D'un autre cote nous
donnerons une forme faible du theoreme de Mahler qui reste valable dans le cas d'un
nombre algebrique irrationel quelcanque (non necessairement quadratique) chose que
les lllethodes classiques camme celle de Mahler, acIaptees au cas quadratique, ne pou
vaient faire.

1.2 Notations:

Dans taute la suite les SYlllboles:

f(A, y, x) «y g(x) (x E X, A E A)

f (A, YI x) = Oy (g (x) ) (x EX, A E A)

ont le mfhne sens et signific qu'il existe A = A(y) > 0, ne dependant ni de x ni de 0,
Illais pouvant a. priori dependre de tous les alltres panunetres du problclnc cOllsidcrc
en particulier de y, tel qu'on ait:

Vx EX et V).. E A If(A,y,x)1 ~ Ag(x)

Le sylnbole f ::=:: 9 signifie qu'an a a la fois f « 9 et 9 « j. On note en fin, pour sEC,
s = a + iT Oll a = ~(s) et T = SS(s).

1.3 Enonces des resultats:

Theoreme 1 Soient P, Q E IR[X11 X 2 ], e tin irrationel quadratiqtie > O. On pose Ao =
{(Xl, X2) E IR21xl > ~ et ~ < X2 < eXl} •On stippose que P verifie les hypotheses
suivantes:

1. P(x) -T +00 q'Uand llxll -T +00 I X E Ao ,-

2. d(Ao,Z(P)) > 0 DU Z(P) = {z E C2 IP(z) = O} ,.
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3. Pest non degenere sur So = {(Xl, OXI )lXI > ~}(c BAo)
i. e si P(x) = EOESUPP(P) aaxo et si on pose P* (x) = EOESUPP(P) xO', alors
P(x) :=: P* (x).

On a alors:

1. Il existe ß > 0 tel que s f-----7 Zo (P, Q; s) converge absolumen t et est holomorphe
dans le demi plan {~(s) > ß}. Le meilleur ß possible est appele abscisse de
convergence et note ao = ao (0, P, Q) ,-

2. s f-----7 Zo(P, Q; s) possede un prolongement mbvmorphe aC avec des poles con
tenus dans un ensemble de la forme
r o = {ao - ~ + 2~;il(k,k*) E N x z}

011 M = M(O, P, Q) E N* et 77 une unite positive de z(e]
De lJlus si s est un pale de Zo, alors ['ordre de s est ~ 2 si s est reel ct L'ord1'e
de s est ~ 1 sinoni

3. Si en plus le polynome Q verifie \im E N*2 Q(m) ~ 0 alors l'abscisse de

convergence ao = ao(O, P, Q) est eJJectivement un pole de Zo et appartient a Q+.

4. Le prolongement meromorphe Zo de Zo verifie: il existe D = D(O, P , Q) > 0 tel
que \i c, Ö, N > 0, il existe C = C(c1 Ö, 0, P, Q) > 0 tel que
IZo(P, Qj 8)1 ~ C (1 + ITID(uo-U)+E)

unifonnbnent en s = a + iT verifiant a ~ ao - N et d(S, fo) ~ Si

5. Si en plus le polynome Q(x) = L:a boxo verifie la condition:

L _1_boo02+1 i= 0 et \im E N*2 Q(m) ~ 0
0'2 + 1

101=01 +02=deg(Q)

A lors dans le demi-plan {~8 > ao - ir}, ao est le seul pole de s f-----7 Zo (P, Q; s).

Corollaire 1 (theoreme de Hecke -Hardy&Littelwood ) Boit°un i1Tationnel quadm

tique > 0 et posons S f-----7 Lo(s) = E~~ BIJ~n) ou Bdt) = t - [tl - ~, la premiere
fonction de Bernotiilli. Alors 8 f-----7 Lo(s) verifie Les concLusions 1, 2 et 4 du theoreme

1 avec ao = 0 et M = 1.

Theoreme 2 Soit e aLgebrique irrationnel positive (non necessairernent qua,dmtique)
Et soient P, Q E iR(XI, X 2 ] tel gue P verifie les hypotheses du theo1'eme 1 ct Q(x) =
EO:ESUPP(Q) bax

o verifie L'hypothese suivante: L:lal=cq+02=deg(Q) a~~l boeo:~+l i= 0
On a aLors:

1. n existe 0' > 0 tel que S f-----7 Zn (P, Q; s) converge absoltiment et est holomorphe
dans le demi plan {~(s) > a}. On notera 0"0 = 0"0(0, P , Q) son abscisse de
convergence.

2. n existe ß > 0 tel qv.e s f-----7 Zo (P, Q; s) possede v.n proloTLgement mcromorphe
a1L de1ni-plan {~(s) > ao - ß} avec 0"0 cornme seu.l candidai pale dans ce demi

plani
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3. Si en plus Q verifie Vm E N*2 Q(m) ~ 0 alors (TO E Q+ ci il est effeciivement
tin pole d'ordre 1 ou 2;

4. Le prolongement rnerornorphe Zo de Zn verifie: il existe D = D(8, P, Q) > 0 tel
que V c, b > 0, il existe C = C(E, b, 8, P, Q) > 0 tel que
IZo(P,Q;s)1 :::; C (1 + IrID(ao-a)+c)

uniformement en 8= a + ir verifiant a > ao - ß et 18 - aol ~ b .

1.4 Remarques

• Si P verifie les hypotheses de Mahler (i.e. P elliptique), alors il est evident que P
est non degenere sur {I, +00[2 ce qui est plus restrictif que nos hypotheses (voir
[3]);

• Les hypotheses (1) et (2) des theoremes 1 et 2 sont dans un sens optiluales pour
les memes raisons que eelles que nous avons donnees dans [3] (1e eas oi! Ao est
reluplaee par un quadrant de la forme [B, +00[2). Quant a. l'hypothese (3), elle
n'est pas tres restrictive, puisque presque tous les polynomes sont non degeneres
a l'infini sur une denü droite donnce .

• Dans la demonstration du theorelne2 on n'utilise que le faite qu'un algebrique
s'approxime mal par les rationnels plus preeisement on utilise le faite qu'il existe
deux constantes e, d > 0 tel que VE E Q 18 - EI > T:"7d

1
CI . Et le theoreme estq q - q

valable pour tout les irationnels qui verifient cette proprif~te done en plus des
algebriques bien sur le resultat reste valable pour eertains transendants eOillIDe
1T", ln(r) Vr E Qn]I , +00[' etc ...

• Pour obtenir les resultats ei-dessus nous avons utilise essentiellenwnt, en plus des
idees de MallleI' dans [7], une llouvelle formule sOllunatoire (eonstruite a partir
de eeIle de Boehner-Martinelli) et la desingularisatiou des eourbcs planes.

2 Construction d 'une formule sommatoire:

Soient 8 un algebrique irrationnel positif et PE R(XI , X2]qui verifie les hypotheses
(l)et(2)du theoreme 1. On pose A o = {x = (XI1XZ) E lRz I Xl > ~ et ! < X2 < 8XI},

Ao est un semi-algbrique, ouvert et connexe de R2 . Alors d'apres ([4]' lenunes 1 et 4
page 4-5) on a:

et

:Je, ß > 0 tels q'lLe \Ix E Ao P(x) ~ c(1 + Ilxll)ß (1)

aaP(x) ,
Va E N2

, laionetion x f-----T P(x) est bornee S'lL7' Ao (2)

(En fait il n'y a qu'un nombre fini de conditions ear aa p == 0 si lai > degP) , en
particulier, il existe R > 0 tel que Vx E Ao, Va E NZ I aaP(x)1 :::; RP(x). Soient
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D=deg(P), et co = !inl (!' mb) E]O, ![. On aalars Vx E Ae, et Vz E C2 verifiant
Ilzll < 2co :

IP(x + z) - P(x)1 = I L f?P,(x) z"l :c; R2DP(x)lIzll :c; ~P(x)
IQJ~D, 0#0 a.

1
=} !R(P(x + z)) 2:: P(x) -IP(x + z) - P(x)1 2:: 2P(x)

Ce qui pennet de voir facilement d'apres (1) qu'il existe co, C, c' >°ne dependant que
de P et de B tel que sur l'ensemble
{z = x + iy E C2 I d(x, Ao) < co et sinh2(7rY1) + sinh2(7rY2) < C0 2}, on a

!R(P(z)) = !R(P(x + iy)) 2:: c(1 + Ilxll)ß 2:: c'(1 + Ijzll)ß

Ceci etant, nous poserons Vc E]O, co [ et VN E N* :

(3)

Alors, Ue,N est un domaine de C2, borne et a frontiere Cl par lllorceaux. En plus,
aUe N = Fe N

1 UFe N
2 UFe N3

, OU:, J , ,

Fe
2
,N = {z = x+iy E c2 x E Ae, IX11+lx21 = I2Nct sinh2(7rY1)+sinh2 (7rY2) =::; c2

}

Fe
1
,N = {z = x+iy E C2 x E Ao, IX11+IX21 ~ I2Net sinh2(7rY1) +sinh2(nY2) = c2

}

On fixe sEC et nous poserons pour z = (Zll Z2) E C2 et j E {I, 2}:

On a evidement d'apres (3) h est continue Bur Ue,N ct holomorphe Bur Ue,N. Eu plus,
I = (11, 12) est holOlllorphe au voisinage dc Ue,N et s = (S 1, S2) est de classe Cl a.u
voisinage de aUc,N.
Mais conune aUe N n z 2 = 0 alors Vz = x + iy E aUe N on a:, ,

2 2 2

(/(z), s(z)) = L Isin(nzj)12
= L sin2 (nxj) + L sinh2 (nYj) > 0

j=l j=l j=l

Ce qui permet de justifier l'utilisation du corollaire de la formule de representation
integrale de Leray ([2],p.56, 1.10.1, 1.10.2 et 1.10.3) (elle aussi consequense de celle de
Bochner-Martinelli) Buivant:

Theoreme( [1] ,p.34)
Soit U un domaine borru! de cn cl frontiere Cl par morceaux. Soient 11, ... ,In n fonc
tions holomorphes dans 'un voisinage de U et Sl ... Sn n fonetions de classe Cl sur un
voisinage de au. On pose 1 = (/1, ... 1 In) et s = (Si, ... ,Sn)
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On suppose que Vz E DU (f(z), s(z)) = Li~1 h(Z)Si(Z) :f. O. Alors:
Z(U, f) = {z E Ulfdz) ... fn(z) = O} est discret dans U (donc fini) et V h : U ---+ C
continue sur U et holomorphe sur U, on a:

(_l)n(n-I)(n - I)!
L h(z) = (27ri)'1

oEZ(U,J)
i. () Lk=1 (_l)k-l Sk(Z) dS[k] 1\ df

hz (( ( nDU f z), S z))

ou pour chaque k E {1 , ... ,n}, dS[k] = dS 1 /\ ... 1\ dSk- l /\ dSk+l /\ ... /\ dSn

Nous obtenons done que: Vs E C, 'VE E]O, EO[ et VN E N*

L Q(m)p-S(m)

mEAonz ~,Im11+\Tn21 <..;2N

_1_
2

( Q(z)P- S (z) S2(Z) dS I /\ df - SI (zl dS2 /\ df
(27ri) J8U~.N (f(z), s(z))

j=3L _1_;; Q(Z)P-S(z) SI (z)ds 2 /\ df - s2(z)ds1 /\ df (4)
j=147r

2
F;,N (f(Z), s(z))2

3

car 8Ue ,N = UP{N et les P{N sont ades cusClnbles de nlesurcs nulles pres, deux
j=1

a. deux disjoints.
De plus il est faeHe de verifier que:

VE E]O, C:o[, 3d = d(O, c:) > 0 et, = ,({}) > 0 tel que Vz E 8Uc,N (f(z), s(z))

Eu effet: Vz = x + iy E DUe,N

(f(z), s(z))2 = sin2 (7rxd + sin2(1Tx2) + sinh2 (1Tyd + sinh2(1TY2)

et:

d
>-----=-=-
- (1 + Ilzll)'

(5)

(i) sur F;,N (f(z), s(z)) >

(ii) SurFe
1
,N (f(z), s(z))

1

»e 1 + Ilzll
d(x, Z2)

Mais si z = x + iy E Fe1,N alors x = (Xl, X2) E 8Aod'oü Xl = ~ ou X2 = ~ ou X2 = (}Xl.

Si Xl = ~ Oll X2 = ~ alors d(x, Z) ;::: ~. Sinon alors X2 = OXI nous poserons alors
Vj = 1,2 11j = l'entier le plus proehe de Xj et 1lj = Xj - nj E [-~, ~] on a alors:
o= X2 - {}XI = (11.2 + 1t2) - {}(nl + ud = (11.2 - {}nd + (U2 - OUt)
=> IUll+lu21 »0 IU2-{}utl = In2-8n ll »0 T1~'" pOUT une constallte, = ,(8) > 0
La derniere inegalite deeoule du theoreme de Liouville sur l'approxinlation diaphanti
enne des nOIubres algebriques.
On obtient done:

1
»0
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(iii)SurF;'N {f(z), S(Z))2 2:: sin(1rxd2 + sin(1rX2)2 » d(x, Z2)

Or z = x + iy E F;'N ===} lXII + IX21 = V2N. Nous posons alors eomme dans le eas

pn~eedent Vj = 1,2 nj = l'entier le plus proehe de Xj et 'lLj = Xj - nj E [-~,!l on
pose aussi Cj =~ E {-1, +1} on a alors

1

N
La derniere inegalite deeoule toujours du theoreme de Liouville eite preeedernent. D'oü:

» » 1

1+ 11 xii
1

1 + Ilzll

En eonclusioll la relation (5) est dcrllontree.C.Q.F.D.
De plus Vs = a + ir E C verifiant a > 0 on a d'apres (4):

3c' = c'((), P) > 0 et ß = ß((), P) > Otel que:Vz E UE,N ~P(z) ~ c'(1+ 11 z II)ß

===} Vz E UE,N IP(z)1 ~ c'(1+ 11 z II)ß. D'oit

IP- s (z) I = le-s In P(z) I = le-(er+ir)(ln(IP(z)l)+i arg(P(z))) I:::; e1l" lrI IP(z) I-er

et par suite:

(6)

()
.51 (z)ds2 /\ df - s2(z)ds 1 1\ df

K z = 2
(!(z), s(z))

Nous en deduisalls que: 31]0 = 1]0(8, P, Q) > 0 tel que: s~ Zo(s; P, Q) eonverge ab
solument et holomorphe sur le demi-plan {ffi(s) > 7Jo}.
Nous rappeions les notations:

Ao= {x = (XI,X2) E}R2 I Xl> ! et ! < X2 < 8xIl et So = {(Xl,()XI) I Xl > !}.
Et nous posous:

Vo = {x= (XI,X2) E Ao I Xl =!} et Wo = {x= (Xl,X2) E Ao I X2 =!}
Nous posons allssi Ve: E]O, e:o[

• U; = {z = x + iy E C2 I xE Ao et sinh2(1ryd + sinh2(1rY2) = c;2};

• U; = {z = x + iy E ~ I x E So et sinh2(1rYI) + sinh2(1rY2) < e:2 };

• U: = {z = x + iy E ([2 I X E Vo et sinh2(1ryd + sinh2(1rY2) < t:
2

};

• U: = {z = x + iy E ([2 I X E Wo et sinh2 (1ryd + sinh2(1rY2) < e:2 };

• Et
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Alors avec ces notations et en utilisant ce qui precede nOllS d6duisOIlS que:
VE: E]O, co[ 1 Vs = a + ir E C verifiant a > 170:

Zo(P, Q; s) = L Q(m)P-'(m) = ZJ(P, Q; s)+Z~(P, Q; s)+z3(p, Qj s)+z3(p, Q; s)
mEAenZ2

(7)
ou

. 1 1Vi = 1,2,3,4 ZO(P, Q; 8) = -42 . Q(z)P-S(z)K(z)
7f u;

Pour obtetür (7) nous avons fait tendre N --+ +00 par valeurs entieres (ie N E N*
dans (4) en tenant campte de (5) et (6) pour justifier cette operation.
D'ou, vu les definitions des Sj et des fj on verifie facilement qu'il existe des polynönles
universels H 1, Hz, Cz, G3 et G4 E iR[X1, ... ,Xs] tels que si pour R E IR[X1 , ..• ,Xs] et
x, y E IRz on pose:

R (x, y) = R(cos(1rxd, cos (7fXz), sin(7fXd, sin(7rXz), cosh(7f1} I), cosh(7rYz), sinh(1rYl), sinh(1rY2))

Alors:

* V z = x + iy E u1 K(z) = K
1
(x, y) = Eh (x, y)dx /\ dyz + Hz(x, y)dx ~ dYI ;

[sinZ
(7fxd + SillZ(7fXZ) + cZ]

*Vz = x+iy E U; K(z) = K
2
(x, y) = G2(x, y)dxI 1\ dy ;

[sin2 (7fxI) + sin2
(7fX2) + sinh2 (7fyd + sinh2 (7rY2)]2

*Vj=3,4 Vz=x+iyEUl K(z)=K.(x,y)= Gj(X,y)dXl/\dy
J [1 + SillZ(7TX{) + sinhz(7Tyd + sinhz(7rY2)]z

ou 1 = 2 si j = 3 et 1 = 1 si j = 4 .

En conclusion et avec ces notations on obtient alors la proposition suivante:

Proposition 1 (Formule sommatoire) n existe co = co((), P, Q) E]O,I[ et TIO

7]0(8, P, Q) > 0 tel que:

1. s --+ Zo(P, Q; s) = LmEAenz2 Q(m)P-S(m) converge absolument et est holo
morphe dans Le demi-plan {~(s) > 1]o};

2. Vs E]O, co[ et Vs E C verifiant ~(s) > 1]0 on a: Zo(P, Q; s) = EJ=t zj,E:(P, Q; s)
ou
Vj = 1,2,3,4 zt e(P, Q; s) = r. Q(z)P-S(z)K(z) = r. Q(z)P- S (z)Kj(x, y)

'Ju~ Ju~

les uj ainsi que Les K j (j = 1,2,3,4) sont definis ci-dessus.

Remarque:
Dans la suite de ce travail, nous n'avons pas besoin des expressions explicites des
polynomes Ht, Hz, Cz,C3 et G4, mais il est evident que l'on peut obtenir ces expressions
par un calcul facile a partir des fOl1nIles eies pages precedentes. 11 va de soi quc ceci
peut s'averer ut.ile si Fon veut rendre effectifs les resultats de ce papier.
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3 Demonstrations des theoremes 1 et 2:

Soient () un algebrique irrationel > °
et P, Q E IR{X1 , X 2] qui verifient les hypotheses du theoreme 1. Alors d'apres la

proposition1 il existe fO = fO{tJ,P,Q) E]O,1( et 770 = 77o{B,P,Q) > °tel que:

1.

s~ Zo{P,Q;s)

eonverge absolument et est holOluorphe dans le demi-plan VR{s) > 7Jo}

2. Vf E]O, fO[ etVs E C verifiant ~(s) > 1Jo, on a:

4

Zo{P, Qj S) = L zt,c{P, Qj S)
j=l

oü les zt,c sont definis dans la proposition 1.

Done il suffit d'etudier ehaelln des termes Z~',c

3.1 Etude de s -----+ ZJt:(P, Q; s):,

(8)

(9)

On remarque d'abord que nous pouvons supposer sans restreindre la generalite du
probleIne que:

1. Vz = x+iy E C2 Q{z) = Q{x)yJl oil QE R(X l ,X2 ] et I-J. E ~

2.
\..I • Ul K{) K () R{x)G{y)dx 1\ dYl
vZ = X + ~y E c z = 1 X, Y = 2

[sin2{nXl) + sin2{nX2) + t 2 ]

OU R{x) est un mOllolllc eu (eos{nxd, eos{nx2), sin{nxd, sin{nx2)) et G{y) est
un monome en (eosh (ny1) , eosh (nY2), sinh(nYI), sinh(nY2) )

Nous supposerons desormais quo dost 10 eas. Soit D le degre total de P,nous definissons
al, ... ,aq E N2 par ao = °et {al, ... ,aq } = {a E ~ Ilal ~ D} les aj sont deux a.
deux distincts.On a alors:'v'z = x + iy E ui

(")0 q '10-1
P{x + iy) = L f)OP{x)~ = L ~(y:tjP{x) yOj

lal:5D a. j=1 aJ .

Or d'apres (2) on a:

q 'Iajl
I '""" -~-(pi P{x)yOj I « P{x) IIYll « tP{x)

L...J a'!
j=2 J'

Done quitte a dirninuer co = co{O, P, Q) E]O, l[ nous pouvons supposcr que

Vz = x + iy E ul

10
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Et eomme:

En developpant on obtient: V8 E C, Vz = x + iy E ui
(10)

uENq, tJt=O

ou
f.r2P(X) anq P(x) il 02 1 i10ql

H() (1 ) - (1 02 Cl' )
X = , P (x) l"" P (x) ,y = 'Q2! Y , ... , Ct'q! Y q

Et

r.:l = -s(-s -1) . .~~-s -Iul + 1) = (_1)lu1
8(8 + 1) ... (s + lul - 1)

u!

et avee eonvergenee uniforme sur tout eompact en s.
On en deduit que \:je e]O, eo[ et Vs E C vcrifiant a = !R(s) > 770:

ou
Cu(e) = ;; G(y)yJlyU dYl

{sinh(nYt )2 +sinh(7fY2 )2=t2}

Eu particulier on a: Cu (e) << e1ul unifonnelnent en u e N1 et e E]O, to[ Mais par
definition de R(x) ct cn utilisant la theorie des series de Fourier a. phlsieures variables,
on a:

R(x) = L Ch(t) e2ni<h,x>
[sin2(1fxI) + sin2

(1fx2) + e2f hEZ 2

avee eonvergenee unifornle Bur lR2 (done sur Ao ) et ou

Nous obtenons done quc Ve e]O, to[ et V8 = a + ir E C verifiant a > rIo

zJ,t(P, Qj s) = L L (-;) Cu(e)Ch(c) J Q(x)P-S(x)H(x) u e1l"i<h,x> dx
hEz2uENq, tJl=O A6

Et si on pose Vh E Z2 et \tu e Nfl

Y - (h, u; 8) =J Q(x)P-S(x)H(x)U e1l"i<h,x> dx
P,Q,O A6

11



IL en decoule quc:

zJ,e(P, Q; s) = L L (-~) Gu(E)Ch(E)Yp,Q,o(h, u; s) (11)
hEZ 2 uENq, Ul=O

Mais d'apres un theoreme que nous avons donne dans ([4],th.6,p.6) dans le cas Oll Q== 1
et qui se generalise sans aucune difficulte au cas Oll Q E R.[X1 , X 2] quelconque nous
saVOIlS que:

3a~ = a~((J, P, Q) > 0 tel que Vh E Z2, Vu E Nl s~ Yp,Q,o(h, U; s) (12)

converge absohnnent et est holomorphe dans le demi-plan PR(s) > ab}.

Vb E Z2, Vu E ~ s t-----7 Yp,Q,o(h, u; s) (13)

posede un prolongenlent meromorphe a C avec des poles d'ordres au plus deux et
contenus dans un ensemble de la forme S = aa' - ifN ou ao' = ao'(ß, P, Q) E Q:t- et
M = M(B, P, Q) E N* ne dependent pas de h et u.
11 existe ß = ß(B, P, Q) > 0 et K = K(ß, P, Q) > 1 tel que: Vh E Z2 et \in E NI le
prolongement InerOlllorphe YPQ,8 de Yp,Q,O verifie: VE', 0, N > 0
il existe C = C(e', 0, N, P, Q, B) > 0 (indepenclant de h et u ) tel que: Vs = a + ir E C
verifiant a ~ aa' - N et d(s, S) ~ 0 Oll a:

Soiellt mailltenant N > 0 et 0 > 0 fixes. D'apres ce qui precede on a: Vs = er+ir E C
verifiant ao' + 1 ~ a ~ ero' - N et d(s, S) ~ 0:

R = L L I (-.:) Gu(E)Ch(E)Yp,Q,o(h, u; s)1
hEZ 2 uENq, til=O

«{N.6.P.Q.8} L
Or nous savons que Gu(E) « Elul
Et des integrations par parties faciles montrent que:

c-4-8(ßN+1)

uniformenlellt en h E Z2 et E E]O, ca [. D'Oll:

R «N,6 L 1 (-~) 1 Klul elul-4-8(ßN+l) (1 + Irl-ßu+2ßuO')
uENq, Ut=O

«N,,, ( L 1 (-~) 1 (Ke)lul) E-4- 8(ßN+l) (1 + Irl-ßu+2ßuO')
uENq, Ut=O

Or comme a E [ao' - N, (IO' + 1] ost bornee alors:

< ..:....-18.:....:..:1(I~sl_+_1..;....)_.. ..;.....(...;.,..18.;..,...1+~IU.;.....I-_1)

u!
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171(171 + 1) ... (171 + lul- 1)
u!

D'ou

L I(-;) I (Ke)lu l
uENq, Ul=O

~ 171(171+ 1) ... (171 + lul- 1) ( )U
~ , Ke, ... ,Ke

uENq, Ul=O U.

Done:
R «No,', e-8(ßN+2) (1 - qKe)-lr l (1 + 171-ßo-+2ßo-o'+1)

et quitte a diminuer ca E]O,1[, il est faeHe de voir que IlOUS pouvons supposer que
Ve e]O, fO[ (1 - qKf)-lrl ~ e2qKclri

11 decoule de ceci que:

s f-----t ZJ,c(P, Q; s) = L L (~n Gu(e)Ch(e)Yp,Q,o(h, u; s)
hEZ 2 uENq, Ul=O

existe en tant que fonction meromorphe sur C avee des pöles d'ordres au plus 2 et
eontenus dans S = 00' - -trN definis dans (13). En outre elle verifie: "'IN > 0, 'Va > 0
il existe C = C(N, 8, P, Q, 8) > 0 tel que Vs = a + iT e C verifiant a ~ ao' - N et
d(s, S) ;::: (, on a:

IZJ,c(P, Q; 8)1 < C f-8(ßN+2) (1 + 171-ßo+2ßo-o'+1) e2qKclri

De plus il est evident gue Vs E C verifiant a = !R(s) > uo' on a:

zJ,c(P, Qj s) = ZJ,c(P, Q; s)

En eOllclusion HOUS aVOIlS:

Lemme 1 Avec les notations de La proposition 1 et quitte ci diminue1'
eo = co (e, P, Q) E] 0, 1( on a: s f-----t ZJf; (P, Qj s), qui converge ausolument etest holo
morphe dans le demi-plan {!R(s) > TIO}; possede un prolongement rneromorphe ci C avec
des poles d 'ordre au plus deux et contenus dans un ense1nble de La forme SI = aal - k N

ou aal = aal (0, P, Q) E Q+ et MI = MI (B, P, Q) E ~. En outTe, le prolongement
1neromorphe qu 'on note

s f-----t ZJ,E:(P, Q; s) verifie: il existe ß1 = ßl (f), P, Q) > 0, et ')'1 = ,d8, P, Q) > 0 tels
que VN ;::: 1 et "'10 > 0 on a uniformement en a = !R(s) ;::: uo 1 - N et d(s, Sd ;::: 0

3.2 Etüde de s ~ Z3e(P,Q;s) et de s ~ Z~c(P,Q;s):, ,

3.2.1 Etude de s r----7 Z3,f;(P, Q; s) :

COlnnle dans le paragraphe ( 3.1) nous pouvons aussi supposer sans restreindre la
generalite du probleme que Q est de la forme Q(z) = Q(x)y l.l oi! Q E IR(X1 , X 2 ]
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J-.L E N2 et G4(X, y) = R'(x)G'(y) Oll R(x) est un monome en (COS(?TX1), COS(?TX2), sin(?Txt}, sin(?TX2))
et G(y) est un lnonome en (cosh (?Tyt}, cosh(?TY2) , sinh(?Tyt) 1 sinh(?TY2)) On a done :

K ( )
_ R'(x)G'(y)dx l 1\ dy

4 X, Y - 2
[1 + sin2(?TXl) + sinh2(?TYl) + sinh2(?TY2)]

D'apres la proposition 1 on a: VE E]O, EO[ et Vs E C verifiant !R(s) > 110:

R'(x)G'(y)dxl 1\ dy

D'ou en utilisant (10) et avec les notations de cette relation on obtient :

(1 G'(y) yU yJl dy )
--------.:~....:...----=----..:......---------:::-2 dXl

{sinh2(1ryd+sinh2(7TY2) :::; c2} [1 + sin2(?TXl) + sinh2 (?TVd + sinh2 (?TY2)]

Or quitc <:\ dinlinuer EO on peut supposer que EO < ~ on a alors E < ~ d'otI uniformement
en z = (Xl,~) +iy EU: on a:

1 1

[1 + sin2(1Txd + sinh2(1Tyt} + sinh2(1TY2)f = [1 + sin2(1TX )]2 [1 + sinh2(7TYl)+sinh2(7TY2){
1 1+sJn2(7TXt)

= f' (_1)1 (I + 1) [Sinh
2

(1rYi.): Sinh21~Y2)]1
l=O [1 + Sin (1TXl)]

D'ou VE E]O, EO[ et Vs = a + ir E C verifiant a > 110 on a:

+00
zt,c(P, Q; s) = L L (-uS

) (-l/(l + l)Gu ,I(E) x
uENq,Ut=O 1=0

ou

on a en partieulier Gu,I(E) << El u l+2l uniformement en u, 1et E.

En outre en developpant en series de Fourier la fonetion:

14



on obtient uniformeIuent en Xl E IR:

Oll Vh E Z et VI E N:

R(~, t) e-7I"iht

[1 + sin2(7l"t)]l+2
dt

D'Oll Vc:]O, c:o[ et Vs = CI + ir E C verifiant a > 7]0 on a:

+00
Z3,c(p, Qj s) = L L L (-:) (-I)l(l + l)Gu,I(c:)dh(l) YJ,Q,o(h, u; s)

uENq ,Ut =0 l=O hEZ

'yl (I ) {+oo Q- ( 1) -8 ( 1) (( 1)) u 71"ihxou P,Q,(} ~,u; S = J:J. Xl, 2" P Xl, 2" H Xl, 2" e 1 dXI
2

Et eomme dans 1e paragraphe (3.1), le theoreme ([4],th.6,p.6) implique que les YJ,Q,o(h, u; s)

verifient les memes eonelusions (ie les points (12), (13) et (14)) que 1es Yp,Q ,0

Or nous savons que Gu,l (c:) << [Iul+21 unifofmenlent en u, c: et 1. Et des integrations
par parties faci1es permcttcnt de voir que:

Va E N, Vh E Z et Vl E N dh(l) «0 (1 + Ihl)-O

DOlle le meIDe raisonnClucnt que ce1ui utiliser pour conclure dans 1e paragraphe (3.1)
pennet de conclure ici. Plus precisement on obtient:

Lemme 2 Avec les notations de la proposition 1 ct quitte cl dimintier [ = c:(O, P, Q) E
]O,l[ on a: Vc: E]O, [0[: S l-------7 Z: e(P, Q; s) qui converge abllOlument et est holomorphe
dans le demi-plan {~(8) > 7]o}; posede un prolongement rneromorphe ci C avec des
poles d'ordres au plus 2 et contenus dans till ensemble de Zu forme 54 = CIti - A~4 N OU

CI6 = CI6(O, P, Q) E Q+ et M4 = M4(O, P, Q) E N* .
En outre ce prolongement meromorphe qu 'on notera s l-------7 z3 c(P, Qj s) ver'ifie: il ex
iste ß4 = ß4(O, P, Q) > 0 et ,4 = '4(0, P, Q) > 0 tel que: viv 2: 1 ct Vo > 0 on a
uniformement en CI = ~(8) 2: aa - N et d(s, 54) ~ 0:

Vz = x + iy E U;

3.2.2 Etude de s~ Z2,c(P, Q; s) :

On sait d'apres la proposition 1 que pour ~(s) > 0

Oü U: = {z = x + iy E C2 I x E {~} x ]~' ~[ et sinh2(7l"vt} + sinh2(7l"Y2) < c:2} ct

( )
G3(X, y)dX2 A dy

K 3 x,y = 2
[1 + sin2(7l"X2) + sinh2 (7l"yt} + sinh2 (7l"Y2)]
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Si B < 1 alors U; = 0 il n y'a rien a. demontrer.
Sinon, alors d'apres (2) on a, VE: E)O, EO[ et Vz = x + iy EU;:

ilol
IP(z) - P(x)1 = L aoP(x)_yO « eF(x)a'oEN 2 1::;lol::;dey(P) .

Eu en deduit que:

Ve E]O, eo [ et Vz = x + Y E U; larg (P(z)) I« eF(x)

ou arg est la detennination principale de l'argument (i.e E] - 7r, +7r[).
Et COlnnle U; est compact et P ne s'annule pas dans son voisinage alors il est facile dc
voir qu'il existe trois constantcs M, K et , strictenlent positives ct qui ne depondent
que de P ct B tel que, pour tout z E U: et tout. 8 = er + iT E C on a:

IQ(z)P-S (z) I = IQ(z)llp-(17+iT)(ln(P(z)+i arg(P(z») I
< elT11 arg(P(z»llP(z)I-u

:::; M Klule'YelTI

En en deduire alors facilclnent que:

Lemme 3 A vec les no tations de La proposition 1 et quitte adimin tier c = c(B, P, Q) E

]0, 1[ on a: Ve E] 0, co [: Za fonction s f------7 Z3,e (F, Q j s) est holomorphe dans le plan

compZexe C. En outre cette fonction verifie: iZ existe ,4 = 1'4(B, P, Q) > 0 tel qtie:
VN ~ 1 on a uniforrnernent en a = ~(s) ~ -N:

Z3,e(p, Qj s) «N,P.Q,9 e/4elTI

Ce qui termine l'etude de Z3 e(F, Q; s) et Z8 e(P, Q; s)., ,

3.3 Etude de s~ Z§c(P,Q;s) et fin des demonstrations,
des theoremes 1 et 2:

COllunenc;ons d'abord par cles prölinünaires. Soit D=cleg(P) on pose:

Vz E C P(z) = L ao zO:,
oEsupp(P)

P*(z) = L zO, L = (1 + (2)-D L ao B0
2

oEsuPP(P) oEsupp(P), Inl;;;;D

et V6 E]O, 1[ B6 = {z E c? I d(Z, So) < 6} C c? Oll So = {(Xl, Bxd I Xl > ~}
Ceci etant nous remarquons d'abord facilement que:

Va E trt Vz = x + iy E Blj

ZO = B°'l x~ol + Oo:,lj(x~QI-l) = B0
2 z~ol + Oo,6,o(llzlllnl-l)

Et ceci permet de justifier que:

L = (1 + ()2) -D L an ()Q2 > 0
aEsupp(P), lol;;;;D

16
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En effet sinon, alors L = 0 et eeei plus '(15) iInplique que:

Vx E So P(x) = L ao X O = (1 + fJ2)L Xl D + O(XI D~l) « Xl D-I

C'tE5Upp(P)

Or sur So: P*(x) = LOE5Upp(P) X
O

X Xl D ce qui eontredit le fait que Pest non

degenere sur So- Done L f 0 et par suite P(x) f"V (1 + fJ2)L Xl D qualld IIxll -+
+00,x E So. Et eomme P(x) -+ +00 quand Ilxll -+ +00, x E So, alors L > 0 et (16)
est demontre.
Soit Inaintenant z = x + iy E BJ (0 E]O, 1[ aBsez petit et fixe) on a:

P(z) = L an zn = L an zCt + L an zCt (D = deg(P))
nE5upp(P) lol::::D jnl<D

()Q2
L (()Z2 + zd D + L an [ZO - D (()Z2 + zd D

] + L ao ZO

Inl::::D (1 + ()2) lal<D

= L (8Z2 + zd D + L H(z)

Oli

Mais d 'apres (15) on vcrifie facilement qu'on a unifofluelnent en z = (Zll zz) E RJ:

(17)

D'ou VN E N* et Vz E Bo on a:

L -s [(8zz + zd D+ H(z)]-s = L -8 (()zz + zd- sD [1 + H(z) D]-5
(BZ2 + Zt)

N-I

= L -8 L (-i) (()Z2 + zd -(s+l)D H(z)l + ÜP,o,N,o((lsl + l)N Ilzll-N) (18)
1=0

De la Iuelne fa<;on il est facile de voir que:

K = L an ()02 > 0
oE.suPP(P)

Et que le polynome:

R(z) = ~ L an [zn - 8a2
ZI

D
] + ~ L an zn

laj::::D [al<D

Verifie uniformement en z = (Zll zz) E Bo:
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En particulier on a, VN E N* et Vz E Ba:

K- S [Zt D + R(z)fs = K-s Zt- sD [1 + ~t(~)]-S

N-l

K-s L (-:) Zl-(s+l)D R(z/ + OP,O,N,a((lsl + l)Nllzll-N)
1=0

(19)

Les preliminaires etant terminer maintenant nous allons demontrer le lemIne suiv
ant:

Lemme 4 On s'Uppose que 0 est quadratique > O.
Alors Avec les notations de La proposition 1 et quitte cl diminuer cO = E:o(O, P, Q) E]O, 1(
on a Vc E]O,co(:
8 f-----7 zJ e (P, Q; s) 7 qui C01"werge absoLument et est hoLomorphe dans le dC1ni-]Jlan
{~(s) > ryo}, possede un prolongement meromorphe cl C avec des poles d'ordes au
pltis 2 et contenus dans un ensemble de la forme:

2 k 2k*7ri *
S2={0"0- M

2
+ ln(1]) I (k,k )ENxZ}

OU O"a = O"Ö(O, P, Q) E Q+, M2 = M2 (0, P, Q) E N* et 1] est une unite ]Jositive de Z[O] .
En outre ce prolongement meromorphe qu 'on notera s f-----7 z~ e (P, Q; s) verifie:
il existe ß2 = ß2(0, P, Q) > 0 et 12 = ''12(0, P, Q) > °tel qu~: VN ~ 1, "18 > 0 on a
uniforrnbnent en s = 0" + ir E C verifiant 0" ~ 0"5 - N et d(s, 52) 2:: 8:

zt,e(P, Qj 8) «N,o,P,Q,9 E;-ß2
N e'nclTI

En pLus Les poLes non relles de Z~,e' s = a + iT avec (T =I- 0) sont d'ordres au plus 1.

Demonstration du lemme 4:

On sait que pour a > 1/0: zj c(P, Qj s) = ~2, 41T"
Or d'apres (5) on deduit facilement que:

VE E]O, coL::Jd = d(O, E) > °et 1 = 1(0) > °tel que Vz E aUE (j(z),s(z))

D'ou vu l'expresion de K(z) on a pOUT z EU;:

d>---....,..,.
- (1 + IlzlD'

Et ceci cn plus de la relation (18) perniet de jl1stifier qu'il suffit de delnontrer le Imnme 4
pour P(z) = Po(z) = OZ2 + Zl.

Eu outre Q peut s'eerire Q(z) = Ll::o:oo Q(l)(z) Olt 11, = deg(Q) et VI = 1, ... ,11, Q(l) est
la partie homogene de degre l de Q.
De plus si B' designe le conjugue de B (B irrationnel quadratiqne) il est facile dc voir
que: Vk E N la familIe (OX2 + xd k

-
l

((}'X2 + :cdl (I = 0, ... , k) cngcIldrc l'cspacc des
PolYIlolnes hornogfmes de dcgre k.
EIl conclusion on peut done suppose sans restriendre la generalitc du probleme que:
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• P(z) = Po(z) = OZz + Zl;

• Q(Z) = QO(Z) = (OXZ + Xl)n-l (O'XZ + Xt}l Oll n = deg(Q) et l E N verifiant
I ~ n.

Desonuais on supposera que c'est le cas. Mais la proposition 1 appliquee cette fois ci a
Po et Qo montre que: pour ~(s) » 0, on aVE E]O, EO[:

Z~,e(PO' Qo; s) = Zo(Po, Qo; s) - ZJ,e(PO, Qo; s) - Z2,e(po, Qo; 8) - z3,e(po, Qo; s)

Et couuue d'apres les leuuues 1, 2 et 3: \lj E {1,3,4} s~ zt,e(Po,Qo;s) vcrifie les
conclusions du lelnme 4. Alors pour terminer la demonstration il suffit de deluontrer
que s~ Zo(Po,Qo; s) verifie les conclusions du lemme 4. Pour ceei nous allons utiliser
une idee du a Mahler[7] et qu'on peut trouver aussi sous une forme equivalente dans
les traveaux de Hardy&Littlewood notallllllent dans [5], qui eonsiste a exploiter le fait
que le developpement en fraction continue cl'un quadratique est periodique.
Plus precisement emume 0 est quadratiql1e alors #aussi et on peut ecrire:
#= (ao, al, ...] son d6vcloppeulent en fraction continue. On pose aussi

1
Vn E N On = [

an, an+1, ... ]

En particulier on a: 80 = 0 et pour tout n E N:

1
8n =---

an + On+1
(20)

On definit ensuite les deux suites (Pn)n2:0 ct (qn)n2::0 par:

{
Po = ao, PI = aOal + 1 \In E N (n 2:: 2) 1)71 = anPn-l +Pn-Z (21)

qo = 1, ql = al \In E N (n 2:: 2) qn = anqn-1 + qn-Z

On a alors les quelques relations, classiques en theorie des fractions continues, suivantes:

Po 2:: 0, qo 2:: 1 , \In E ~Pn, qn 2:: 1 et Pnqn-l - qnPn-l = (_1)n-l. (22)

Et
Vn E N 0 = qn-ZOn + qn-l

Pn-zOn + Pn-l

Ensuite il est facile de verifiel' l'identite suivante:

(23)

Z_I_(P,Q;S) = Z(P(axl +XZ,X1),Q(axl +xz,xt};s)-Zo (P(ax l +xz,xt},Q(ax l +X2,Xl);S)
a+o

(24)
Valable pour taut a E N, a E IR~ \ Q P, Q E IR(X1 , X2] P ctant a coefieients positives
et ~(s) » 0:

Oll par convention \Iß E lR~:

+00 [mlßl +00 +00

L L etZ= L L
ml=l m2=1
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(}n = L ef. ceci en plus de la relationan+Ou+l

On definit ensuite pour tout 11. E N Pn, Qn E iR(X1, X 2) par:

Pn(X11 X2) = Po (Pn-1 X! +qn-1 x Z, Pn-2 X 1+qn-2X2) et Qn (Xl, X2) = QO(Pn-1 X I+qn-lXZ, Pn-2X1+qn~2X2)
(25)

avec la convevtion P-l = 1, q-1 = O.
Gr d'apres la relation (20) on a \:/n E N
(24) permet de voir facileluent que:
\:In E N on a ponr ~(8) » 0:

ZOn (Pn, Qn; 8) = Z(Pn+11 Qn+l; s) - ZOn+l (Pn+1, Qn+l; s)

Et une recurence facile implique alors que pour tout 11. E N:

n

Zo(Po, Qo; s) = L (_l)j-l Z(Pjl Qj; s) + (_l)n ZOn (Pn , Qn; s) (26)
j=1

Comme () est quadratique alors baussi et par consequent san developpement en fr'action
contiIHle est periodique. Eu en deduit que:

::I(r,k) E N x ~ tel que \:Im E N 1n;::: r (}m+k = (}m

Mais la relation (26) pennet dc voir qu'il suffit dc traiter le cas Oll r = O. On snpposera
desormais que e'est le eas. On a alors en partieuliers

(}h = B ou h = 2k E 2N*

Ce qui d'apres la relation (26) implique que:

h

Zo(Po,Qo; s) = L (_1)j-1 Z(Pj, Qj; s) + ZO(Ph, Qh; 8)
j=l

De plus eOIllme Bh = () alors d'apres la relation (23) on a:

B= qh-2(} + qh-I
Ph-Z(J + Ph-1

DOlle le coujugue B' de B verifie aussi:

(f = qh-2()' + qh-I

Ph-20' + PI&-1

On en dcduit que: \:Ix = (XI, xz) E iR2 on a:

Ph(Xl, X2) = Po (Ph-l X 1 + qh-I x 2, Ph-2X l + Qh-2 X 2)

= (Ph-IXI + qh-I X2) + (Ph-2 X 1+ Qh-2 X Z) B

(Ph-I +Ph-2 B) XI + (qh-l + Qh-Z B) X2

(
qh-I + Qh-Z(J )

(Ph-l + Ph-Z(}) XI + + (}X2
Ph-I Ph-Z

= r/(Xl + (}X2) Oll 1J = (Ph-l + Ph-20)
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D'ou.
Ph(Xl, X2) = 11Po (Xl , X2) Olt 1J = (Ph-l + Ph-20)

Et par un calcul analogue:

(31)

Et conlIDC cl'apres les relations (29) et (30), 0 et 0' sont les solutions (clistinctes) de
l'equation:

qh-l + Qh-2x
x=-----

Ph-l + Ph-2 X

alors:
0+ (J' = qh-2 - Ph-l et 00' = _ Qh-l

Ph-2 Ph-2

Et par suite il est claie que 1], i.p E Z [0] et

1]i.p (Ph-l +Ph-2B) (Ph-l + Ph-2 lY )
= Ph-l qh-2 - Qh-lPh-2

(_1)h-2 d'apres la relation (22)

1 car h est pair

En particulicr 11 cst une unite positive de Z[O] et

Et ceci plus la relation (28) implique que: pour ~(s) » 0

Et comme pour tout j E {1, ... ,h} Pj E R[X1 , X 2] et est a coefficients positives alors
l'etude de s 1---7 Z(Pj , Qj; s) est classique et le resultat decoule par exelnple cle ({8],th.
1.1, 1.2 et 1.4). Ce qui tennine la demonstration du lemme 4. C.Q.F.D.

3.3.1 Demonstration des points 1, 2 et 3 du theoreme 2:

Demonstrations des points 1 et 2 du theoreme 2:

En utilisant les lemmes 1, 2 et 3 on voie facilenwnt qu'il suffit de demontrer les
points 1 et 2 du theoreme 2 pour In. fonction S J---+ Z'§,t(P, Q; s)
Mais d'apres la relation (1 g) il suffit dc le faire pour P (z) = Po (z) = Zl 0 r la proposition
1 implique que, pour ~(8) » 0 on a:

z~ e(PO, Q; s) = Zo(Po, Q; s) - ZJ t(Po,Q; s) - ZJ e(PO, Q; s) - z3 e(PO, Q; s)
, J')
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Et une fois encore les lemInes 1, 2 et 3 permettent de voir qu'il sufEit de d'etudier
8 t---t Zo(Po, Q; 8).
On pose alors Q(z) = LOEsUPP(Q) bozo et J-L = deg(Q), alors pour ~(8) » 0 on a:

+00 [Omt]

ZO,€ (Po , Q; s) = L L Q(m)rn l-
S

mt=l m2=1

Et conuue par hypothese LOEsuPP(Q),lol=1-t bg:2Ck~71 -=I- 0 alors il est clair que,
s t---t Zo(Po, Q; s) verifie les points 1 et 2 du theoreme 2, ce qui d'apres ce qui pnkede
termine la demonstration des points 1 et 2 du theoreme2. C.Q.F.D.

Demonstrations du point 3 du theoreme 2:
La demonstration est en tout point analogue a celle que nous avons donnc dans ([3],
p.35) dans le cas Oll Ao est fCIuplace par un quadrant de la forme [B l +00[2. Et ceci
termine la denlonstration deH points 1, 2 et 3 du theoreme 2. C.Q.F.D.

3.3.2 Fin des demonstrations des theoremes 1 et 2:

Il est claire que les points 1, 2, 3 et 5 du theoreme 1 decoulent de facon evidente des
lemmes 1, 2) 3 et 4 ainsi que de la partie du theoreme 2 que nous avons deIIlontre dans
le paragraphe precedent (i .e. points 1, 2 et 3 du theoreme 2). Donc il ne reste plus que
le point 4 des theoremes 1 et 2 a demontrer. Mais CQInIne la methode est la meIne dans
les deux ca...~ (lneme plus simple dans le cas du theoreme 2) nous allons nous linliter ici
au cas du theoreme 1.
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Demonstration du point 4 du theoreme 1

Les leuunes 1, 2, 3 et 4 lIlontrent que le prolongement Ineromorphe
8 f-----7 ZO(P, Q; S) de s f-----7 ZO(P, Q; 8) verific:
Il existe ß = ß(B, P, Q) > 0 et , = ,((J, P, Q) > 0 tel quc, VN ~ 1 et Vo > 0 on a.
unifornH~nleut en a = ~(s) > ao - N et d(s, So) ~ 0:

Z- (P Q ) // c-ßN e,elTlu , ; 8 .................... N,P,Q,o Co (34)

Oll ao = ao (B, P, Q) est I'abssice de convergence de s f-----7 Zu (P, Qj 8) (qui est effective
meut un pole d'apre ce qui precede) et Olt So ost l'ensemble des candidats poles definis
dans l'enonce du theoreme l.
Et l'unifonnite de la relation (34) en c E]O, co[, nous permet d'optinüser c en y prenant

c = 2(1 ~ ITI) E]O, co(. Ce qui implique alors qua:

VN ~ 1 et \:10 > °on a uniformement en a = ~(s) 2:: ao - N et d(8, So) ~ 0:

(35)

Maintenant si pour sEC vcrifiant a = R(8) :::; ao + 1 nous prcnons N = ao - a + 2
alors N ~ 1, et a 2:: ao - N. On en deduit alors cl'apres la relation (35) que:

Zo(P, Q; s) «N,P,Q,o (1 + lT I-ßo+ ß(O"o+2»)

De plus il ost facile de voir que pour a = Re(s) ~ ao + 1 on a:

Zo(P, Q; 8) = Zo(P, Q; 8) «P,Q,O 1

Nous en cleduisons que si on pose B = ß(ao + 2) = B(B, P, Q) alors: VN ~ 1 et Vo > °
on a uniforUl€lnent en a = ~(s) ~ ao - N et d(s, So) 2:: 0:

(36)

Nous definissons en suite VN E N*:

(l+N)M k 2

s f-----7 H N(S) = TI (1 - 1]s-O"o+ M )

k=O

On verifie alors facilenlent qua:

•
8 f-----7 H N (S) est une fonction entiere (37)

• k 27rik*
les s = ao - M + In(1]) (k = 0, ... ,(N + 1)M et k* E Z) (38)

sont des zeros doubles de HN(s) d'aillcurs c'est les seuls zeros de HN.
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•
HN(s) «N 1

Uniformement en s = 0" + iT E C verifiant 0"0 - (N + 1) :::; a :::; 0"0 + 1

• Il existe c = c(N) > 0 tel que VsEC \ So on a:

IHN(S)I ;::: c [d(s,So)]-e 2(1+N)M+l)

On pose enfin:
ZO,N(P, Q; s) = HN(s) Zo(P, Q; s)

ou s f-----7 Zo(P, Q; s) est le prolongement meromorphe de S f-----7 Zo(P, Q; s).
Alors le theorenlC 1 et la propriete (38) implique que:
S f-----7 Zo,N(P, Q; s) est holomorphc da.ns le denli-plan {R(s) > 0"0 - (N + In.
Eu outrc lcs propriete (36), (38) ct (39) imlique quc Y0 > 0 on a:

ZO,N(P, Q; s) «N,p,Q,e,6 (1 + ITI-ßa+
B

)

unifonuement en s = 0" + iT E C verifiant 0" > 0"0 - (N + 1)

eu particulier on a uniformement en T E IR:

(39)

(40)

(41)

ZO,N(P, Q; 0"0 - N + iT) «N,p,Q,e,6 (1 + ITIßeN-ao)+B) (42)

Soit mantenant E
f > 0 fixe quclconquc on a, VT E IR:

IZO,N(P, Q; ao + E
f + iT)1 =

=

La derniere relation decoule de (39)

IHN(ao + E' + iT)I IZo(P, Q; ao + E
f + iT)1

IHN(ao + E' + iT)1 IZo(P, Q; ao + E' + iT)1

IHN(ao + c' + iT) I

1 (43)

Les trois dernieres relations (i.e (41), (42) et (43)) implique d'apres le principe de
Phragmen-Lindelöf (voir par excmple [9],§242) que:
VE > 0 on a uniformement en 8 = 0" + iT E C verifiant ao - N :::; 0" :::; ao + E'

ou a f-----7 k (N, E
f

; 0") est la fanctian affine qui verifie:
k(N, E'; ao + E') = 0 et k(N, E'; 0"0 - N) = ß(N - 0"0) + B. D'ou

[ f] ( ') ß(N - ao) + B ( ')Va E aO - N, aO + E k N, E ; 0" = - N ' 0" - 0"0 - E+E
Ce qui permet de vair que, pour a ct E

f fixes on a:

k(N, Ef
; a) I"V ß(ao - a + E') quandN --7 +00
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En partieulier on a: k (N, EI; a) ::; ß(ao - a + 2E') pour N » 0 assez grand.
D'ou conune pour 8 = a + ir E C verifiant: a E [ao - N, ao + E'] et d(s, So) ;?: 8 OB a:

- 1 -
Zo(P, Q; 8) = HN(8) ZO,N(P,Q; s)

Et vu la relation (40) on obtient faeilement le resultat.
Ce qui termine les demolliltrations des theorenles 1 et 2. C.Q.F.D.

4 Demonstration du corollaire 1:

On verific d'abord facilemcnt que Vt E IR on a: B 1(t) = t - [tl -1 E [-1 , +1]. Il en
decoule imediatement que:

L ()
+L:oo BI (mB)

8 t----+ 0 8 =
m S

m=1

converge absalument dans le deIui-plan {3?(8) > 1}. Et que dans ce demi-plan on a:

LO(8) = ~ B 1(m6)
L...J 1nS

m=1

1 +2:00 [1ne]e ((8 - 1) - - ((8) - -
2 rnS

m=l

Oll ((8) = L~~l ~" est la fonction zeta de Riemann. Mais une propriete classique de
cette derniere est Fexistence cl'un prolongeluent Ineromorphe a C avec 8 = 1 comme
seul pole d'ailleurs siInple et de residu 1.11 en decoule done que pour ternüner la
demonstration du corollaire il suffit de prouve le lemme suivant:

Lemme 5 Si I 'on pose pot~r 8 E C verifiant !R(8) > 1:

,( )_ +L:OO
[1ne]L o 8 - --
7nS

m=1

Alors on a:

1. 8 t----+ L~(s) posscde tm prolongement meromorphe ci C (que nous noterons
8 t----+ Lo(s)) avec des poles simples et contentis dans un ensemble de La forme:

{
21rik* }

So' = -k + In(7]) I k E N et k* E Z U {1, 2}

OU 1] est une uniU positive de Z [6];

2. Le residti de s t----+ LO(8) en s = 2 (resp. 8 = 1) est egale a6 (resp. -~);
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3. 3ß = ßo(8) tel que VN ~ I, Vo > 0 et VE f > 0 on a tiniforrnement en
s = a + iT E C verifiant a ~ ao - N et d(s, So') ~ 0:

L~(s) «O,5,N (1 + ITIß(uo-u)+E' ) .

Demonstration du lemme 5:

Les trois points du lelnme 5 decoulent facilement du theorEm1e 1. En effet il est facHe
de voir qUB, Vs E C verifiant ~(s) > 2 on a:

LO(s) =

=

+00 [8md

L L Qo(ml,m2) PO-S( rn l,m2)
mt;;:l m2=1

Zo(Po, Qo; s)

Oll Po, Qo E IR[Xl, X 2] sont definis par:

Vz = (Zl' Z2) E ~ Po(z) = Zl et. Qo(z) = 1

De plus les hypotheses du theoremc 1 sont verifies. En effet:

• Vx E Ao = {x E IR2 I Xl > ~ et ~ < X2 < 8xt} on a:

1
Po(x) = Xl ~ .;0 VX l X 2

D'ou Po(x) ---7 +00 quand Ilxll ---7 +00, x E Ao;

• Z(Po) = {z E C2 I Po(z) = O} = {O} X C. D'OlI d(Ao, Z(Po)) ~ ~

En outre comme Po et Qo sont tres simples nous n'avons pas bcsoin de les desingulariser
(Hs le sont deja) et tous les caleuls qui ont pennis de dcmolltrer le theoreme 1 sont
cette fois-ei effectifs ce qui par eonsequent perulet de verifier sans diffieult6 les trois
points du leulme 5 pour s f------7 Zo (Po, Qo; s) et done pour s f------7 L~ (s ). Et ceei tennine
la delnonstration du lelluue 5 et aUBsi eelle du eorollaire 1. C.Q.F.D.
Remarques:

• Le polynome Po ne verifie pas les hypotheses de K.Mahler (ellipticite) car il est
egale a. sa partie hOIuogene de plus grande degre et Po (x) = Xl peut s'annuler
pour x = (Xl, X2) E IR~ \ {(O, On. Done, eontrairemcnt an theoreule 1, le theoreulC
de K.Mahler ne s'appliqlle pas a la serie de Diriehlet s f------7 Zo(Po, Qo; s) et ne
permet done pas de retrouver directement le resultat de Hecke-Hardy&Littlewood
(i.e. le corollaire 1);
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• Il n'existc pas de quadrant [B, +00[2 sur lequellc polynoulc Po (lnalgrc sa SiUl
plidte) verifie l'hypothese:

P(x) -+ +00 quand Jlxll -+ +00, xE [B, +00[2

Ce qui eonstitue un exemples parmi cl'autres qui lllontrc les limites de la theorie
classique des series de Dirichlet (i.c a support dans un quadrant) et justifie le
point de vue que nous avons adopte dans [4), e'est a elire celui des SeriCR clc
Dirichlet a. support dans un seuli-algebrique quelconque. Point de vue, qui en
plus des nouvelles applieations aritlunetiques qu'il pennet de trouver (problemes
de cOlllptages des points acoordoIlIlCes entieres dans des dOlllaines tres generals),
fourni d'une part un caclre qui contient le cadre classique (un quadrant n'est qU'Ull
senri-algebrique particulier) et induit surtout une souplcsse dans les hypotheses
iInposcs (les hypotheses ne concernent que le comporteulcnt du polynolne P au
dessus du sClni-algebrique et pas ailleurs) et perulct par consequent de prendre
en consicieratioll une classe plus large de polynorues ct donc de problcIlws.

Je tiens a. reIucrcier Daniel Barlet pour ses conseils le long de la realisation de ce travail.
Je remercie egalement Ben Lichtin qui en lue mettant au COUfant des travallX de
K.Mahler a ete a l'origine de ce papier.
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