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0. Einleitung

Die vorliegende Arbeit ist auf Veranlassung der Redaktion des
Journals fiir reine und angewandte Mathematik entstanden und war
urspriinglich gedacht als Appendix zu einer Arbeit des zweiten

Autors {iber Transzendenzeigenschaften von Perioden elliptischer
Integrale. Die urspriingliche Intension, eine Reihe von Eigenschaften
algebraischer Gruppen zusammenzustellen, die in der Transzendenz-
theorie niitzlich und auch wichtig sind, hat sich nun letztlich doch

erheblich ausgedehnt.

Seit einigen Jahren beschdftigt man sich in der Transzendenztheorie
eingehend mit arithmetischen Eigenschaften der Exponentialabbildung
algebraischer Gruppen. Flir diese Untersuchungen ist es wichtig, diese
quasiprojektiven algebraischen Varietdten in geeignete projektive
Rdume einzubetten und dann die Exponentialabbildung explizit
anzugeben. Dies ist im Falle von abelschen Varietdten wohlbekannt
und man erh#lt schbne projektive Einbettungen vermdge der bekannten
Thetafunktionen. Im einfachsten Falle, nidmlich fir elliptische
Kurven, wird man unwillkirlich auf die WeierstraB'sche elliptische
Funktion &)(z) gefuhrt. Analytisch gesehen ist eine elliptische
Kurve E {ber € ein komplexer Torus L[/A mit einem Gitter

AcC . Diesen kann man explizit realisieren als exakte Sequenz

/ exp

0+ H, (E,Z) »Lie (E) =H0(E,Q;)* > no(z,n;)*/n»o

mit A =Ker(exp) .

Algebraisch gesehen kann eine elliptische Kurve E {ber I 1in dem

2

projektiven Raum P mit Koordinaten xo, x1, x2 definiert werden

durch die WeierstraB'sche Gleichung



2 _ 3 _ 2, _ 3
XXy = 4X3 - 9 XX = 93X,
mit komplexen Koeffizienten gz' und gy - Setzt man x=X, /x0

und y=x2/X0 ¢+ SO0 wird durch

eine invariante Differentialform auf der elliptischen Kurve gegeben.
Deren Perioden ergeben ein Gitter A im Tangentialraum T(E) (=LieE)
von E im Punkte (0,0,1) . Zu diesem Gitter existiert in ein-
deutiger Weise die WeierstraB'sche elliptische Funktion

@(z) =@(z;l\) . Dies ist eine zweifach periodische Funktion mit
Periodengitter A und Mittag-Leffler-Entwicklung

1 1 1
@ =l oz [—1 L)
b: 22 O+wel (z--uu)2 mz

Ebenso k¥nnen wir die WeierstraB'sche Sigma-Funktion o¢(z) =o(z;A)
bilden. Sie ist eine spezielle Thetafunktion und besitzt die
WeierstraB'sche Produktdarstellung
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L

olz) =z T (1-%)e? 20

O*weAl

Identifizieren wir den Tangentialraum T(E) =Lie(E) mit L , so wird

die Exponentialabbildung der eingebetteten Lie-Gruppe EcP2

exp: £ -T/A-E

gegeben durch

z+ (a(z)3, a(z)35>(z), o(z)36>'(z)) )



Aus der Differentialgleichung fiilr die WeierstraB'sche elliptische
Funktion folgt sofort, daB das Bild der eben beschriebenen Abbildung
tatsdchlich in E 1liegt.

Diese sehr explizite Konstruktion kann auch fiir beliebige zusammen-
héngende kommutative algebraische Gruppen durchgefilhrt werden. 2iel
dieser Arbeit ist es, diese Konstruktion und einige ihrer Eigen-

schaften zu beschreiben.

Unsere Arbeit ist folgendermaBen organisiert: Zundchst ist bekannt
(Satz von Chevalley), daB jede kommutative algebraische Gruppe G

eine Gruppenerweiterung

0 L->G=A -0

einer abelschen Varietdt A durch eine lineare Gruppe L ist. Im
ersten Kapitel werden wir die Gruppe G kompaktifizieren zu einer
G~Varietdt G . Dies ist eine projektive Varietdt G mit einer
Operation von G . Auf der projektiven Variet#t G werden wir einen
gewissen Divisoren D konstruieren, von dem wir nachweisen werden,
daB er sehr ampel (siehe [ﬁa]) ist. Nach bekannten S#tzen (siehe
ebenfalls [Ha]) folgt dann, daB das zugehdrige lineare System

.'C(D) = I‘(E,OE(D)) eine projektive Einbettung 1:G - P" liefert.Diese
werden wir genauer studieren (Kapitel II). Dies geht auf eine Idee
von Serre zurlick [Se3], die neuerlich auch von H. Lange [L] und

F. Knop und H. Lange [K-L] aufgegriffen wurde.

Im dritten Kapitel werden wir die zu dieser Einbettung 1 geh8rige
Exponentialabbildung

Bxp = ieexp



angeben. Hierbel ist exp die Uibliche Exponentialabbildung.

Dies werden wir im vierten Kapitel an einigen konkreten Beispielen

verdeutlichen.

Im finften Kapitel werden wir die Differentialformen erster,
zweiter und dritter Art definieren. Sie stehen in engem Zusammen-

hang mit Gruppenerweiterungen.

Im sechsten und letzten Kapitel schliefilich wird die verallgemei-~
nerte Albanese-Varietdt eingefilhrt werden. Sie ersetzt die bekannte
verallgemeinerte Jacobifsche Varietlt von Kurven fiir h8her-
dimensionale Varietdten. Wir werden dann zeigen, daB jede geschlos-
sene holomorphe 1-Form auf einer glatten quasiprojektiven Variet#t
iber einem Kdrper der Charakteristik 0 das Pull-back einer
invarianten Differentialform auf einer verallgemeinerten Albanese

Varietdt ist.

Fir geschlossene p-Formen (p22) gilt dies im allgemeinen nicht.

I. Rompaktifizierung kommutativer algebraischer Gruppen

1. Gruppenerweiterungen

Im folgenden sei k ein beliebiger K8rper und A eine abelsche
Varietdt definiert lber k , L. eine glatte zusammenhdngende kom-
mutative lineare Gruppe definiert iber k . Wir setzen voraus, das

11 1

2
L = Ga "Bm



ilber k 4ist. Dies kann immer durch eine endliche Kdrpererweiterung

von k erreicht werden.

Eine Erweiterung der abelschen Varietdt A durch L 1ist eine

algebraische Gruppe G und eine exakte Sequenz
P
0+L-+G=+A=0
von algebraischen Gruppen.

Die Menge der Isomorphieklassen von Erweiterungen von A durch L
bildet eine Gruppe Ext(A,L) , deren Struktur wohlbekannt ist
(siehe [Sed]).

Um nun die Gruppe G aus Ext(A,L) projektiv einzubetten, ist es
zweckmidBig, sie zuerst einmal zu kompaktifizieren. Um dies zu tun
ist es zweckmlBig, die Gruppen Ga und Gm in eine geeignete

projektive Varietdit einzubetten. Dafiir bietet sich der :P1

k
ist mit einer invertierbaren Garbe (9(1) versehen (siehe ([Hal),

an. Er

und die Automorphismen von CP;(, O(1)) sind GL(2,k) . Nun definieren
wir die Einbettungen

cac—a GL(2,k)
1t
t i—b(o 1)

und

BmL-v GL(2,k)

t r—»(;g) .



Auf diese Weise operiert L auf der projektiven Varietit
1.+1

L: =(P;) 172 . Die Projektion von L auf den i-ten Faktoren be-~

zeichnen wir mit Pry (151511+12) . Zu jedem Exemplar von :E; gibt

es einen ausgezeichneten Punkt o« . Dann setzen wir
D, = prI‘(o) (15151,+1,) .
Weiter setzen wir
v, = I, 0)) (15 151,41,) .
Dies ist ein 2-dimensionaier k-Vektorraum

Vi =ke1+keT .,

Auf ihm operiert die algebraische Gruppe L vermdge

1,+1., P¥y

L¢ GL(2,k) | 2 —3 GL(2,k) = End(v,) .

sind Bgresesr 33 44 nicht-negative ganze Zahlen, 80 kbnnen wir

172

den Divisoren

aD +...+a D
171 11+12 1,+1,

auf L bilden.

Lemma 1. Es gibt einen L-linearen Isomorphismus

14+1; a

- ' i
rT,0(a,p, +...+a D )) = @ s “(v,)
T 11+4171,41, i=1 , 4t

wobei Sr(W) flir r20 die r-te symmetrische Potenz des

k-Vektorraums W bezeichne.



Beweis. Nach der Formel von Kinneth gilt
11+12 ;

+12)) & ® I'ClPk,O(aiwo}) .
i=1

I‘(L,O(a1D1 +..o4ay 4D

1772 ™M

Setzt man
verw 0w ,
so gilt flir r20
rel, Q=) = s5v .

Setzt man dies oben ein, so erhdlt man sofort die Behauptung

des Lemmas.

Bemerkung. Man erhdlt hieraus sofort die Dimension von

r(@,O(apy + ... +a; +12131 +12)) . Sie betrigt (a1+1)...(a11+1 +1)

1 2

1

2. Gefaserte Objekte

Wir gehen aus von einer beliebigen algebraischen Grupve L und
einer algebraischen Varietdt A . Ein prinzipales L-Biindel G {iber

A 1ist eine algebraische Varietdt G zusammen mit einem Morphismus
®":G —>»A und einer Operation LxG —>»G wvon L auf G , so da8B

der Morphismus w L-invariant ist, d.h.

LxG —3G

uop;;\\ n

A



kommutiert, und G {ber A lokal trivial ist. Dies bedeutet, daB

es eine offene Uberdeckung {Ui}ieI von A mit L-linearen

Trivialisierungen
nl (U;) = LxU
i i
g1
n Pr,
Uy

gibt. Uber UiﬂUi haben wir zwei Trivialisierungen oy und ®

und erhalten durch

~ -1
gij = wiwj | Lx (UiﬂUj)

einen L-linearen Automorphismus von I.x(UiIIUj) .

Dieser hat die Gestalt

g9y (1ru) = (gy5 () (1),u)

flir einen L-linearen Automorphismus von L . Auf diese Weise wird
jedem prinzipalen L-Biindel G {iber A ein Kozykel (gij) zuge-
ordnet, welcher schlieBlich ein Element aus H1(A,L)

definiert.

Ist M ein'"algebraisches Objekt’, auf dem die Gruppe L operiert,

so kann man den Raum

bilden. Dies ist ein Faserobject {ilber A mit Faser M .



Beispiele:

1. Ist M eine algebraische Varietdt X mit L-Operation, so ist
G x X/L ein Faserbfindel ilber A=G/L mit Faser X . Die Abbildung

®: G —> A induziert eine Projektion
p: G xX)/L—> A ,

so daB
9-1 (uy) = U, xX

ist. Fiir u in Uir1Uj wird (u,x) mit (u,gij(u)-x)
identifiziert.

2. Es sel M eine algebraische Varietdt X mit L-Operation und
TF ein Hquivariantes L-Biindel auf X . Dann erh#dlt man ein Faser-

biindel G x X/L. und darauf ein Biindel
€}=(Gx3’Y/L '

so daB
(" ) GipT" (ug)) s (ugxx,0, <)

ist.

3. Ist M ein k;Vektorraum E , auf dem L operiert, so erhdlt
man eine koh#rente Garbe T. auf A in der folgenden Weise. Man

bildet zundchste die disjunkte Vereinigung

_I{. E ok@uj



und identifiziert fiir uel nt die Elemente

i
eof (u) und 9ij (u)e@® £f(u) .
Dies ergibt eine Garbe 15 auf A nmit

E lay —> E'k@ui .

Bemerkung. 3. ist ein Spezialfall von 2. ( L operiert auf Punkt).

4. Die Beispiele 2. und 3. sind kompatibel, indem ij\!; das
Vektorblindel zur Darstellung von L auf uj(x;$) ist.

3. EKompaktifizierungen

Es ist nun nicht schwierig, eine kommutative algebraische Gruppe G
zu kompaktifizieren. Die Gruppe G ist Erweiterung einer abelschen
Varietdt A durch eine lineare Gruppe L . Dieser haben wir die
projektive Varietit T = uP;)l1+12 zugeordnet, auf dem L operiert.
Die Gruppe G 1ist ein prinzipales L-Bilindel {iber A und daher

kdnnen wir
G=(GxIL)/L

bilden. Dann wird G ein Faserbiindel

.
G—A
filber A mit Faser L . Weiter ist G komplett und G in @

eingebettet, so daB G die Kompaktifizierung von < 1ist. Die
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Divisoren Dy;...,Dy ,; in L sind alle L-invariant und liften
1 72
sich daher zu Divisoren E,,...,E auf G . Es gilt
1 11+12

E =Gx’Di/L (1515114-12) .

i

II. Projektive Einbettungen: algebraische Theorie

1. Vektorbfindel und Gruppenoperationen

Wir hatten gesehen, daB Operationen von Gruppen auf Vektorridumen
AnlaB zu Vektorblindeln auf A geben. Wir betrachten zundchst die
bereits beschriebenen Operationen von :na auf Bm auf zwei-
dimensionalen Vektorr8umen V . Wir setzen V=k¢*19kT . Dann

operiert Ga auf V vermdge der Darstellung

pa H Ga —> GL (V)
die durch

Py (x) (1) =1

Da(x)(T) = T+x-+1

gegeben wird.

Ebenso erhalten wir eine Darstellung

Pp © Gm —> GL(V)
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durch
Pp(x) (1) =1
pm(x) (T) = xT .

W=Xk°+*1cV 1ist Ga—stabil. Dies liefert eine exakte Sequenz von

ma-Moduln (mit trivialer €, -Operation auf W und V/W)

(1) 0O —>W-—>V—>V/W—>0.

Wenden wir die Uberlegungen aus dem vorigen Kapitel an, so er-

halten wir eine exakte Sequenz von Vektorbiindeln

Weil c, auf W und V/W trivial operiert, gilt 'EVB s und

Ey/m0, -

Deswegen ist der Sequenz (1) von Ga-Vektorbﬂndeln die exakte Sequenz

(2) o—-)wA—-»E—»(OA——»o

zugeordnet, wobeli E -Ev gesetzt wurde und E ist in
ext' ©,.0,) = 8'(a,0,) (siehe [Hal).

Wir betrachten nun die Gruppe &, - Hier sind Gn-stabile Unter-

vektorrliume gegeben durch

Wy = k1 Wy = kT,



wie man leicht sieht. Die Operation von I;m auf w1 ist trivial
und die auf wz ist die Identitlit. Man erhdlt damit eine

Zerlegung von Ev als eine direkte Summe

E, 'Ew1 ’sz '

und es ist (), . Man erhdlt somit eine Zerlegung
W1 A

(3) Es (Don.

Hierbei ist £ ein Geradenbiindel auf A . Dieses liegt sogar in
Pich  der Untergruppe der Geradenbiindel £ von A mit C1 &) =0 .
Hier 1ist ¢4 (f) die erste Chern'sche Klasse von £ . zZusammen-

fassend haben wir folgendes erhalten:

Proposition 1. (i) Der Operation von Ga auf V entspricht in

eindeutiger Weise eine Klasse von Erweiterungen (2) von OA durch

OA . Dies ist ein Element aus Ext| (A3 O .OA) =g (A,OA) .

(1i) Der Operation von Bm auf V entspricht in eindeutiger
Weise ein Element aus Pic® (A) -'1'\ = Ext1 (A,Gm) .
Dies entspricht den Isomorphismen

Ext1 (a, Ba) = 81 (A,OA) ’ Ext:1 (a, Gm) & Pic® (A) .

Wie wir bereits gesehen haben, operiert die Gruppe L auf dem

Vektorraum
11+12 .
P(E,(9(51D1+... +a; 43Dy 41 )) s R s i(vi) .
1772 71 "2 1e1

Wir setzen nun

11+12

%4
F:= @ s 7(v) .
1=1
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Hierauf haben wir eine L-Operation und wir erhalten infolgedessen

ein Blindel FJ'_ auf A . Es 1488t sich schreiben als
11-1-].2

? = ® Sai(gi) ’

1=1

wobei ‘Ei das zum i-ten Faktoren gehdrige, soeben beschriebene
Biindel ist. Esgibt also exakte Sequenzen

o-»@A—*"Ei-»@A-—»o (1sis1,)
und weiter gilt

E11+1 =0,0L, . L. ericoa) (1s1s1,) .

a
Jede der Garben S i(E’i) 148t eine Filtrierung zu, deren sukzessive
Quotienten in Pic®A 1liegen. Hieraus erhilt man eine Filtrierung

von
§’='§03?1:... :-5.r=5r+1 =0

mit 3p/§p+1 € Pic®°A fiir O0spsSr .

2. Projektive Einbettungen von G

Um die vollst#ndige Varietdt G projektiv einzubetten, bendtigen
wir einen sehr amplen Divisoren oder &quivalent dazu ein sehr

amples Geradenbiindel. Dies wird uns in dem folgenden Satz geliefert.
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satz 1. (1) Sei &£ ein amples Geradenbindel auf A und
a1,...,a11*12 seien positiv. Dann ist

_ 11+12

) ® (O 5 a,E,)

ampel auf G .

(i1) Ist darilberhinaus :C ein sehr amples Geradenbiindel auf A ,

80 ist
_ 11+12
) o0t £ aE)
i=1

sehr ampel auf G .

Den Beweis dleses Satzes wollen wir noch zuriickstellen und statt-

dessen eine spaterlnﬂizliche Proposition beweisen. Dazu betrachten
+

wir das Blindel O( = a;E,) . Nach den fritheren Uberlegungen
i=1
gilt fir sein direktes Bild unter p die Beziehung
_ 11+12
P.0C £ aE)) =F.
i=1

Proposition 2. Es gilt flir die globalen Schnitte

11+12

T(G,p* ) @ (O( 121 a,E,)) = T'(a,XoT) .

Beweis. Es gilt nach Definition der direkten Bildgarbe

11+12 11+12
rGEp*® o0 £ aE)) =rapE*@ o0 ¢ aE)) .
i=1 ) =1
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Nach der Projektionsformel (siehe [Ha], II, Ex. 5.2(d)) gilt weiter

1,41, 1,+1,
Py @ O £ aE)) sXop, (00 £ apE)) .
i=1 i=1

Hieraus folgt dann sofort die behauptete Beziehung.

Flir den Beweis des Satzes bendtigen wir das folgende
Lemma 2. Es sei J ein Vektorblindel auf A , so daB es eine

Filtrierung
0 =§-r+1 c’}'r c ...c:'3-1 c?’o = F

gibt mit EF§/§;+1 € Pic® (A) flr O0Spsr . Ist dann s ein sehr
amples Bindel auf A , so ist M = q* (£) o0(1) sehr ampel auf
PF) , wobei

q:PF)—>A

die kanonische Projektion ist.

Beweis. Wir k&nnen o.B.d.A. annehmen, da8 k algebraische abge-
schlossen ist. Fir u,v€A sei dann A{u v) das Unterschema von
[ 4

A mit Strukturgarbe @A/'“‘u M, - Hierbei ist 'mu (bzw. “v) die
Idealgarbe des Punktes u (bzw. v). Falls us#v ist, so besteht
A = {u} U {v} aus zwei Punkten. Ist u=v , so ist
{u,v}

_ 2
A{u,v} = Spec (@A,u/“u) . Die Garbe & ist dann sehr ampel
(siehe [Hal, II.7), falls die Abbildung

T(aX) —> I'(ag, v},"‘(o @A( })
Al u,v

surjektiv ist fir alle u,v . Dies wollen wir nun hanutzen.
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Bezeichnen wir mit :Iu'v<:ﬁk die Idealgarbe von Ay, _j , SO

folgt aus der exakten Sequenz von Garben

) 0 —UU:V —@A — mA/;]u,v — 0
nach Tensorieren mit ;C und unter Berilicksichtigung von

(oA/SL,v 8(9

A{u,v}

zundchst die exakte Sequenz

ra®) »raked, ) >E'aled, ) —»u'nax

{u,v}
Da H1(Aﬁ() = 0 ist (siehe [Mul, S. 150) und L sehr ampel, also
r(a,X) - F(A:IOWA ) >0
{u,v}
exakt ist, erhalten wir schlieBlich, das
1
H (A,Ioﬂu'v) =0
fuir alle u,vea .
a
Ist (/VE Pic (A) , 80 existiert ein x €A , so das

fx T;Iol.'1

ist, wobel Tx die Translation mit x €A bedeutet (siehe [Mul,

pP.77) . Daher ist ur.a: ebenfalls sehr ampel. Es folgt, das
1 .
H (A.I OVVO'J“'V) = 0

ist fUr alle u,v aus A und A€ Pic®(aA) .



Benutzt man dies und die Tatsache, daB Has Bindel T eine

Filtrierung
3:-321532::...:EF;:EF;+1 =0
nmit
= : ® 4
N, =T /F,, € Plcc)  (0spsn) ,
so erhlt man durch Induktion

' (a,LoFe Vu,v) =0

fir alle u,v€A . Man bildet hierzu lediglich die exakte Kohomologie-

sequenz zur exakten Sequenz
0 F,, 2F, >4 >0,

beachtet, da8 nach Induktionsvoraussetzungen die Gruppe
H (A,xafp 1 o'ju y) verschwindet ebenso wie die Gruppe
1
1 1
H (A,ch’pafju'v) , und erhdlt dann H'(A,XeF 0T, ) =0 .

Nun tensorieren wir die exakte Sequenz (4) mit der koh#renten Garbe
IO? und bilden die dazugehdrige exakte Kohomologiesequenz. Aus dem

Verschwinden von I-I1 (a, Lo T O'J'u v) folgt nun die Surjektivitit von
’

(5) raLe¥) —>r(aLeFe(), )

{u,v}

fiir alle u,v aus A .
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Wir bilden nun das projektive Raumbiindel

Y =R

und erhalten wie vorher einen kanonischen Morphismus gq:Y—>A .
Dann wird das Unterschema Y{ﬁ,?} von Y fiir Punkte U,V aus Y
wie vorhin erklért. Wir setzen noch u=q(i) und wv=q(¥) . Dann

ist wie eben die Garbe g* () o@ﬁ) mit Q1) =%(’T) (1) sehr

ampel auf Y genau dann, wenn fir alle G,V aus Y die Abbildung
raJey) = riv,q* &) o0(1)) > r(Y{ﬁ,v}.q*ma@mo@Ym o)
[
surjektiv ist.

Nun gibt es aber ein Diagramm von Injektionen

c ;f =P(?°C0A ) c(F) .

Aus der Surjektivitdt von (5) folgt nun wegen
raa,Le¥) = r(y,q*) eO(1)
und

T(Agy, v} LOF GWA{u'v}) = T(¥,q* () ®0(1) a03)

die surjektivitit von
TY,q% (&) ®0(1)) —» I(¥,qa* &) 0 0(1) 003)

fur alle {,¥ aus Y . Es genligt deswegen zu zeigen, dad die
Abbildung
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Pt g ) 0 D1 007 = I(x,, 1,a* @) el <0, )

{u,v}

surjektiv ist fiir alle 4,V aus Y . Dies ist der Fall, wenn die
Garbe q* () @) 0(9; sehr ampel' ist auf Y . Da das Schema A{u v}
14

affin und endlich ist, ist die Garbe ¥} Ay trivial und
a,
q* () @0(1) 00y =051 .

Die Garbe @;(1) ist jedoch trivialerweise sehr ampel, woraus dann

die Behauptung des Lemmas folgt.

Der Bewels des Satzes ist nun sehr einfach zu fllhren. Zun#chst be-

achtet man, daB F eine Filtrierung
?=g:0:-§1 5 ‘“:-_-:rr :§r+1 = 0

dar im Lemma vorausgesetzten Form besitzt. Weiter 148t sich G
schreiben als das Faserprodukt {iber A der projektiven Raumbiindel
P(Ei) P o i=1,...,1,+1, , also

= r(‘f,‘)xA...xAp(glvlz) .

Dieses Produkt betten wir weiter vermtge der Segre-Einbettung
in das projektive Raumbiindel P (¥) ein und erhalten das kommutative

Diagramm

G -P(E1)X seaX P(El +1 );‘_’P(g)

N
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11+12
mit 1*W(1) =0( = a,E,) . Es ist
i=1
1,+1,
repr@ o0 = aE) =r@@,.q* @) o) ,
i=1

und q*(£) 0 (1) ist sehr ampel auf P(F) nach dem Lemma. Damit

ist der Satz bewiesen.

III. Projektive Einbettungen: analytische Theorie

1. Allgemeine Theorie, Thetafunktionen

In diesem Abschnitt werden wir eine explizite Beschreibung mittels
Thetafunktionen der Schnitte der im letzten Abschnitt betrachteten
Garben vornehmen. Dazu sel A eine abelsche Variet#dt iiber

C und A=V/U gesetzt mit vagd ¢ 9g=dim A und U=Zzg .

Dann gilt fiir die Gruppe Pic A der Geradenblindel auf A die

folgende Beschreibung (siehe [Mu], p. 20).

Satz (Appel-Humbert). Jedes Geradenbiindel & auf A ist isomorph

zu einem Bindel L (H,a) £filir ein eindeutig bestimmtes Paar (H,a)
gegeben durch eine Hermite'sche Form H:VxV~-»C , deren

Imagindrteil E=im H
E(UxU) c &

érfiillt, und einer Abbildung a :U -» U(1) = {z;|2z|=1}cC mit

a(u1+u2) = ei“E(u1'“2)a(u1)a(u2) .
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Das Paar (H,a) entspricht den Automorphiefaktoren

ﬂn(z,u)-r%wntu,u)

*

eu(z) = af{u)e

Das Geradenbiindel J:(H,a) ist der Quotient von € xV nach der

Aktion von U , welche durch
¢u(l.z) = (e,(2) ¢+ A,z+u)

fir ue€U , LAEXT und z €V gegeben wird.

Die abelsche Varietd#t A sei von nun an prinzipal polarisiert,
d.h. H seil positiv difinit , E auf UxU nicht ausgeartet
und det(E) =1 . Unter diesen Voraussetzungen ist das Bfindel

L(H,a) ampel (Satz von Lefschetz, siehe [Mul, p. 29).

Da E eine nicht ausgeartete symplektische Form ist,
kénnen wir eine Basis Uyr eoe s “29 von U so finden,
daB die Matrix von E die Gestalt (_p o) Dbesitzt, wo-

bei 1 die nxn -Einheitsmatrix ist. Die Vektoren u1, ...,ug

bilden eine Basis von V , beziglich derer die Periodenmatrix
die Gestalt
Q=(1,2)
besitzt mit einer nxn -Matrix 2 , die wir in der Form
Z =X+1y
mit einer postiv definiten Matrix Y schreiben kdnnen.

Bezliglich unserer gew#hlten Basis k&nnen wir H berechnen

und finden

H(z,w) = 5z v 1%

fur
Z4 ¥
z= (1), w=1() ea,
4 w

g 9
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Dies ist eine hermite'sche Foirm . deren Imagindrteil E auf den
Spaltenvektoren von ganzzahliée Werte annimmt. Der Raum

r(a,f(d,a)) wird dann erzeugt von der Riemann'’schen Thetafuntkion

t t
/e(z:Z) = T eiﬂ nZnezﬂi nz ,
nex?

welche die Funtionalgleichungen

18 (z+m; 2) = b (z;2) .,

t t
;S'(z+Zm;Z) e o™ mZm -27i mza( 2:2)

besitzt fiir meZJ . Dies entspricht dem Automorphiefaktoren

em(z) = 1

t t
_ =it "mZm _-27i"mz
e,n(2) = e e .

Filr ganze Zahlen d >0 betrachten wir nun den Raum I‘(A,&ﬂcd) . Er

wird erzeugt von den Funktionen

t t t
ﬁ[z](z;z) = 5 . el n(Z/d)ne 27l nae21ri nz
nes

fir ac€ (% z/z)g . Diese Thetafunktionen erfilllen die Funktional-
gleichungen
Digltz+mz) =N [J1(z12) ,

t t
ﬁ[:](z-'-Zm;Z) = e-iwd mZme-—Zﬂid mzb[:“z;z) .

Es ist einfach nachzuweisen, daB sie eine Basis von T (A, Od)

bilden und dieser Vektorraum somit die Dimension ad besitzt.
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2.  Erweiterungen abelscher Variet#ten durch ‘a

Die Erweiterungen abelscher Varietdten durch Ga werden be-
kanntlich klassifiziert durch Ext'(A,E,) . Diese Gruppe ist, wie
man weiB, isomorph zu H1 (A,UA) ([Sed4]) . Diese Gruppe wollen wir

ndher studieren. Dazu gehen wir aus von der exakten Sequenz
0 — no(A.n;)—» H'(a,¢) —> B (2,0 = o0

(siehe [Mu]). Nun ist auf kanonische Weise
%(a,0)) & Homg (V,C)

und
H'(A,C) = Hom (U,E) .

ISt nun A :U->T eine lineare Abbildung, so gehdrt dazu das

Vektorbiindel EA vom Rang 2 t{iber A
0 -0, »E, 50, »o0

mit den Automorphiefaktoren

1 A(u)
ul—)(o 1 | u€ev .

Ist A€ Homc(v,a:) . 80 ist

A(z) 1
f,(z) = ( 1 ).f2(2)=(0)



eine Basis von EA und deswegen E)\ ] @AQQA ; also die triviale
Erveiterung. In der Basis des letzten Abschnitts kdnnen wir daher

I-I1 (A’@A) identifizieren mit
' (a,0,) = {AeHom(U,C), A(u,) =0,1 S isgq}.
Setzen wir nun noch

g t
Azm) = I Am, = “im
j=1 1 J

#0 erhdlt man die Automorphiefaktoren

10
em(Z) = (o 1)

1 t
e;niz) = (0

Am
1

t t
) e ind .mZm e 2wid mz

Eine Basis flir die globalen Schnitte I‘(A,.E)‘xid) von

Ex x(,d wird nun gegeben durch

1 g 33 a
a - om— ) D\ i [ ]
(ﬁ[ol)'( i 140y 92500 > .
a
0 b[ol

Zusammenfassend erhalten wir folgende eplizite Beschreibung
der Erweiterungen von A durch G, . Wihlt man ein Element
aus 31 (A, A) + 80 entspricht diesem in eindeutiger Weise ein
Element A€Hom(U,€) mit A(Z9) =0 . Zu diesem A gehdrt die
Gruppenerweiterung Gy = (Vx €)/(id,-1) (U) aus Ext (A,ma) wie

bereits geschrieben. Es gilt dann der folgende
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Satz 2. Eine Basis flir den Vektorraum I‘('(';'A . P* ((d) ol(e)) wira
gegeben durch die 249 Funktionen

a
Vplz %) ,

g
algl(zz z,t"'i':?i jz1 Ajs—:gblgl(z;m

fir a€ (%z/z)g , zeed , ter .

3. Erweiterungen abelscher Varietlten durch ‘m .

In diesem Fall haben wir es mit Ext1 (A,sm) zu tun. Diese Gruppe
ist bekanntlich isomorph zu Pic° (A) . Nach [Mu], p. 84, ist ein
Element aus P:I.c° (A) gleich einem Bfindel .,t(o,yl) fir ein

1€V und mit

e ezwiE(l,u)

Hieraus sieht man iibrigens, da8 Yp=Y,"'s ist, falls 1=1' mod U
ist. 2u jedem Y, gehdrt das Vektorbiindel vom Rang 2

0 =0, -—»‘El -»(DA -0

auf A . Es besitzt die Automorphiefaktoren

10
u b= (, Yl(“)) .

Wir berechnen nun eine Basis von r(A,'GloI,d) . Dazu gehen wir aus

von der g x 2g -Matrix (I,2) . Ihre Spaltenvektoren erzeugen {lber
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R den Vektorraum €9 . Deswegen k¥nnen wir jedes x€t? schreiben
als x=x' +2x" mit x',x"€ R? . Man verifiziert nun leicht, das

die schiefsymmetrische Form E(x,y) dann die Gestalt

t

Elx,y) = Exryt - Exryn

besitzt.

Wir definieren dann die Funktionen

a
F, (5] (2,2) Alol g 2ritar
1°0 ! a
] (p1(z:2)

Diese Funktionen geniigen, wie man leicht verifiziert, der
Funktionalgleichung

P, (31 (z+msz) = Py (3] (zi2) e2TIEIL/M)

fir mom'+Zm" . Eine Basis von I‘(A,{1 old) wird daher gegeben
durch die folgenden Funktionen:

A5 (z12) 0
0 Az ) Byl zra) [

Man rechnet wiederum leicht nach, daB dieses Mal die Automorphie-
faktoren durch

PP S t w
Az) = (1 0 ) e ir ™m"zZm e 2nid  m"z

e
m" +2zm 0 v, (m'+zn")

gegeben werden. Bezeichnen wir mit Gy die zu dem Element

£(0,71) + 1EV , gehdrenden Erweiterungen von A durch €, aus
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Ext!(A,Gy) , s0 ist G &V xd:'/(id,—yi) (U) und wir haben
das folgende Rsultat erhalten.

Satz 3. Eine Basis von I‘('él.'ﬁ* ((d ) eO(E)) wira gegeben durch
die Funktionen

b [8] (z32) ,

J(51zi 2P (51 (z55) "

fir ac€ (}iz/z)g , zexd , ter .

IV. Einige Beispiele

Wir werden nun einige konkrete Beispiele geben, in denen wir
explizit die Erweiterungen angeben, die wir bisher konstruiert
haben. Dabei werden wir es mit elliptischen Kurven zu tun haben.
Hier stehen uns dafiir die ~kiassischen Funktionen &(z) ¢ T(z) und

o(z) zur Verfilgung.

Beispiel 1. Sei E eine elliptische Rurve und A das Perioden-

gitter, d.h. EsCT/A , A-Zw1+lm2 . Wir haben gesehen, das

}S:xt1 (E,Ga) mit dem Raum {Ael-lomz(lyt): J\(w1) =0} identifiziert
werden kann und gezeigt, wie zu jedem solchen A eine Erweiterung
aus I-:xi:1 (E,Ga) konstruiert werden kann. Die zum Gitter A

gehdrende WeierstraB®'schen Funktionen seien P(z) r 5(2) , o(2) .
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Mit ihnen bilden wir die Funktionen

Folz,t) = t+1hlwy)T(a) ,
Pylzst) = £+ 30 (uy) (2(z)+3Y (2)

Pylz,t) = £+ (w)) ((2)+18p%-3g,) .

G sei nun die zu A gehdrige Erweiterung. Diese kann dann in den
projektiven Raum :Ps eingebettet werden und die zugehdrige Expo-
nentialabbildung wird gegeben durch

(z,8) 1> (6% (2), o> (2)pta), o taip’ (21, o*ta)Fy(z,t),
03(z)F2(z.t), 03(z)F3(2.t))A-

In der Arbeit [Wii2] des zweiten Autors tritt eine Erweiterung von
einem Produkt von elliptischen Kurven durch &, auf. Hier die

v8llig explizite Angabe der Einbettung und Exponentialabbildung:

Beispiel 2. E1,...,En se;en elliptische Kurven, A1,...,An die
dazugehbrigen Gitter, Ai = 2m1 A +Zm2'i und GE€ Ext(E1x. . .xEn;lBa)
Die Funktionen 8’1, Ci' oy seien wie oben erkli¥rt. Dann setzen

wir fir ganz Vi,j (1sisn, 15 js3)

Vom Vg qeVy qeVg qieeeiVy Yy eV o)
mit

A"
2,1 V3,4

n
Oylzyreeurzy) = T oy (2,) 0 t20) 2riptay)

11
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und
1 B V9,1 V2,1
2 v
3 3,1
x (Bylzy) +188; 395,40 777 -
N

Dann wird die Einbettung von G in den P fir N=2§3n-1

gegeben durch

(21,...,zn,t) H(.,,,Bv,...,...,BvFv,...) .

Das ndchste Beispiel betrifft Erweiterungen von elliptischen

Kurven durch Gm . Sie tauchen in [wi#i 1] auf.

Beispiel 3. Wiederum sei E eine elliptische Kurve mit den

iblichen Bezeichnungen. Wir setzen
Ew,z) = si(z(wz-wi(z)) .

Dies ist eine schiefsymmetrische Form auf A x A mit ganzzahligen

Werten, falls wir flir w aus A definieren
lw) = C(z+w) =g(2) , 2zEC-A .

Zu den Elementen Usreeestl aus E & Pic®°(E) = I::xi:1 (B,Bm) gehdren

n
die Automorphiefaktoren

v, (w) = 2™ Eluyr0) (1sisn) .

i
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Die hierzugehdrige Erweiterung von E durch G: wird in den

p (1) =1 ngebettet durch

n+
(z,t1....,tn)H (0’”3, n+3@, & ,...,o Gv,an+36>Gv,
n+3 .
Q G rese) &

wobei fiir Funktionen v : {1,...,n}=> {0,1} und mit

g(z+u,)
F. (2) L

_ g(u,)z
uy - o(z)o(ui) e” i

(i=1,...,n)

die Funktionen Gv definiert sind durch

n ti’v(i)
G . (Zstereeest ) = TN (F (z)e .
v erTq '*n i=1 Y94

V. Algebraische Differentiale erster, zweiter und dritter Art

In diesem Kapitel sei k ein Kdrper der Charakteristik Null

und X/k eine projektive glatte Varietdt. Hierauf existiert

der Komplex

. 1 2
ﬂx :vx —)ﬂx —»ﬂx -* es o0

der Garben holomorpher Differentiale. Wir definieren den

Komplex :K; als

uc;zvtg‘»n;@x »>a>... .



Hier ist de die Garbe der Keime meromorpher Funktioﬁen, und

es gilt
nxC-->J(x .

Diese Injektion ist ein Quasi-Isomorphismus. Um dies zu sehen,

betrachtet man den Quotientenkomplex und zeigt, daB

‘MX/GX — d&/d'«x nﬁ;

ein Isomorphismus ist. Die Surjektivit#dt ist einfach und zum Nach-
weils der Injektivit#dt berilicksichtigt man, daB eine meromorphe

Funktion £ reguldr ist, wenn d4df reguldr ist.

Wir definieren nun den k-Vektorraum der Differentiale erster Art
-]
auf X als den Vektorraum H (X,Q;) der globalen holomorphen

Differentialformen. Die Differentiale zweiter Art werden definiert als

302 = rix,q' +all) 7arxdly .

Dies sind.demnach die globalen meromorphen 1-Formen, welche sich
lokal (d.h. in der Zariski-Topologie) schreiben lassen als p+dg
mit reguldrem n wund rationalem g . Sie sind automatisch ge-
schlossen. Wir werden nun einen Isomorphismus zwischen H;R(x) und
¢b2 mit Hilfe einer Spektralsequenz angeben. Dazu erinnern wir an

die Hodge-Filtrierung F . Ist ]K; ein beliebiger Komplex
X XK 5 ...,
so definieren wir flir p20 FP X' als der Komplex mit

0 i<p

P+ T
F =
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BEs gilt nun der folgende

Satz . Es gibt einen kanonischen Isomorphismus
1) «d
Hpr 2 °
Beweis. Zundchst gilt offenbar
P, =>rF%, . p22.
Wir betrachten sodann die Spektralsequenz
Prd _ 49 P
E1 H (X,Qx) N
Diese degeneriert und konvergiert gegen Hg;q(x) :
Prd o xP*d
Ey" 7 == Hpp™(X) .
Daneben betrachten wir die Spektralsequenz
g?lq = Hq(x"xp) . .
p+q
Auch diese konvergiert gegen Hoe (X) :

009 BB

Die Inklusion fiy “>7K induziert eine Abbildung von
Spektralsequenzen:

P:sq 9
E, 5 — EE
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Diese Abbildungen sind fiir p22 Isomorphismen. Insbesondere ist

Eﬁ,'q —y gglq (p22)

AuBerdem gilt

gPrd =y gPrd (p22) .

Lean

Pr,q p+ +1_p+

Eg'? = PP ) /PP ),
wobel

o _ n,. _p.° n .
F agR(X) BLld (H (X, FPR,) = H'(X,Q,)) .

Hier ist n"(x,n;) = H) (X) . Analog ist
Prq _ ¥P,P*q p+1_p+q
B FPupp ) /FP BN (x)

Dabei ist FF analog definiert mit ?(x statt Qx.
Fiir pz22 ist

p,n - pP

FPHD - (X) = FPHO_(X)
da

Pq. =~ ;

rPa, Y, -
Somit ist auch fiir diese p

Prd o
ESY = B PrT |
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Also gilt fir p22

dim #2'? = aim EF9 = aim £P'9 < ain gP-q

Da nun E .1 die Kohomologie von Er ist, folgt

hieraus weiter, daB
. 3P q +r,gq+1-r

fir p+r22 verschwindet. AuBerdem ist 'ﬁ?'q = Hq(x,vqx) =0 ,
falls g>0 . Wir haben damit gezeigt, daB aqu nur fiir

r=1 , p=q=0 nicht verschwinden kann. Die Abbildung 3?'0 ist aber
die Differentiation

) . 1
da:r(xaly) r(x,ad, + Q) .
Also ist
; k falls p=g=0
~ P
Ezlq = EZ rq = JZ falls p=1, q=0

ﬁ?'q sonst .

Hieraus folgt nun die behauptete Isomorphie
1
Hop(X) sd, .
Als ndchstes geben wir einen elementaren Beweis des folgenden Satzes.

Satz 4. Es gibt eine exakte Sequenz

p
0 —> a°(x,n;) —d, > u'xPy) — o
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Bemerkung. Man erhidlt dies auch aus dem folgenden Diagramm
0 =0, - \Mx —"Mx/@x -0
D ¥

1 1 1,1
0 =0, —>al, +a, "’d‘“x““x/“x -0

und der langen exakten Kohomologiesequenz.

Bewels des Satzes. Die Exaktheit bei H‘ (x,n;) ist klar. Dann
definieren wir die Abbildung p wie folgt. Sei me.Dz . Dann gibt
es eine offene Uberdeckung {Ua} von X 1in der Zariski-Topologie
und regullre Differentialformen Ny auf U sowie rationale

a
Funktionen Iy mit

Wo = na+dga‘ '

wobei wa=w|Uu .- Auf UanB gilt dann Wy =-in8 und daher
Ng ~Ng = dlgg=g,) .

Wir setzen
9,8 ® 92~ 9 -

Also 1ist dga,B regullr auf UanUB und g ist rational. Es

a,B8

folgt, da8 g reguldr auf U ist und offenbar ein
a,B .

a,8
Cech-Kozykel. Dieser definiert ein Element in H1 (x,(ox) « Wir nennen
es plw) . Man verifiziert nun leicht, daB die Abbildung p wohl-

bestimmt ist. Wir berechnen nun ihren Kern.
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Dazu sei mebz mit p(w)=0 . Nach eventueller Verfeinerung der
Uberdeckung ist der Kozykel 9,8 dann ein Korand. Es gibt daher
Schnitte

£ : 9, >0, lu,

g sfa-f

a,B 8

auf Ua ntJB . Wir setzen nun auf Ua

Dadurch wird eine rationale Funktion F auf ganz X definiert

wegen

Fo = 9u7f, = 9p=fg+9,-9p+fg-£,
= Pg*9%,8" %,8

= FB
auf Uanus . Wir setzen weiter auf Ua

Wy = Ny +dfc .
Hierdurch wird eine regulire Form w auf X definiert. Es gilt

w-a"’drp

8o daB @ in derselben Klasse wie « liegt und {iberall regullr
ist. Demnach.ist o in n°(x,a;) .

Die Surjektivitit folgt aus Dimensionsgriinden.
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Wir kommen zum SchluB noch kurz zu den Differentialformen dritter
Art. Diese sind die geschlossenen meromorphen i-rormen modulo den
exakten. Bezeichnen wir mit M; die Garbe der meromorphen 1-Formen,

80 ist dies gerade gleich

rxal}) 370 / arx,dy .

Bemerkung: Im Fall k=C in der analytischen Topologie von X kann
man eine solche Differentialform dritter Art lokal immer schreiben

als

at
E = dg+L a -
i

[

i

3
-

mit g meromorph und fL holomorph.

Vi. Verallgemeinerte Albanese-Variet#t

1. Einige Hilfsmittel aus der Hodge-Theorie

In diesem Abschnitt wollen wir einige Tatsachen aus der Hodge-
Theorie bereitstellen. Fiir Einzelheiten und Erg#nzungen verweisen

wir auf [D] sowie [G~H] , speziell Kapitel III.

Sel X eine glatte projektive Variet¥t und D ein Divisor mit

normalen Uberkreuzungen. Dann sei n; die Garbe der holomorphen
Differentiale auf X und Q)=3,8) ( j:U>X die Inklusion) die
Garbe der holomorphen Differentiale auf U=X-|D| (|D| = Tr&ger

von D ). Wir betrachten n; als Untergarbe von ol

v und
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bezeichnen mit Q%[logD] die Untergarbe von n; » welche von

n; und den ;;i erzeugt werden, wenn L die lokalen Gleichungen
der irreduziblen Komponenten von D durchl¥uft. Mit ngllogtﬂ
bezeichnen wir dann einfach die Garbe /‘(ﬂ;[].ognl . Dies sind die
meromorphen p-Formen auf X mit h3chstens logarithmischen Singulari-
tdten lings |[D| . Wie Ublich bezeichnen wir mit @, bzw.

n;[logl)] die zugeordneten Komplexe. Es gilt dann
B (U,C) = H® (xrj*n}.{) =B’ (X.ﬂillog D]) =B’ (U'ﬂ).() ’

wobei die letzten drei Gruppen die Hyperkohomologie sind (siehe
[G~H], p-453). Das folgende Lemma ist nun fiir das folgende wichtig.

Lemma 3. Es gilt r(x,n;llogl)]) c r(u.né)d’° .

Beweis. Dies folgt unmittelbar aus Corollaire 3.2.14 in [D]
fir p=1 .

Dieses Lemma besagt mit anderen Worten, daB eine meromorphe 1-Form
auf X mit h8chstens logarithmischen Singularit#ten léngs D auf

U geschlossen ist.

Flir den Bewelis des ndchsten Lemmas bendtigen wir eir Ergebnis aus
der Theorie der Spektralsequenzen. Ist {Eg'q} eine Spektral-

sequenz (siehe hierzu [Go]) eines filtrierten Komplexes K° ,
K*® ='K6=K;=... ’
der die Eigenschaft

Kt =0 fur p>n
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besitzt, so gibt es eine exakte Sequenz

a
~u'(x) =) 220 o w(x')

(*) 0 —> E;'o

(Théoréme 4.5.1 in [Go]). Angewandt auf den filtrierten Komplex
ni[logD] " ergibt dies folgendes

Lemma 4. Es gibt eine exakte Sequenz

0 — Ho (X,R;[logD 1) = H1 (u,c) —> H1 (X,mx) -0 .

Beweis. Sei J ** eine Aufldsung von fyllogD] durch injektive
(Ox -Garben, d4d.h. }p. ist eine injektive Aufldsung von
ﬂi[logD] fir alle p . Dann sei J der dazugehdrige einfache

Komplex, d.h.

j(n.e a,b.

a+b=n

Dann ist
H (X,05[1ogD 1) = H* (T (X,X)) .

Die Hodge-Filtrierung auf Q;{[logD] liefert eine Filtrierung
von X' mit

n = e ? a'b
:K P a+b=n
azp

und auch eine Filtrierung von T (X,X’) . Darauf wendet man das

obige Resultat an mit

s‘:'b - nb(x,n;[log DY) .
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Nach [D], Corollaire 3.2.13 (ii), degeneriert die Spektralsequenz
von .21 ab und es gilt

B3P« 5Pz, .

b b

Es gilt insbesondere E:' ] E;' und d,=0 . Hieraus folgt die

gewlinschte exakte Sequenz aus obigem Resultat.

Nun betrachten wir den Komplex Qé-j*(ni) . Hier gilt ¥hnliches

Lemma 5. Es gibt eine exakte Sequenz

1 d=0

0

/ arw,al) > ' w©,e) - 8w .

Beweis. Wir betrachten den Komples 06 ebenfalls mit der

Hodge-Filtrierung und erhalten

P:qd | 9
£ H (U,ng) )

Wir wollen wiederum (*) anwenden. Dazu miissen die Gruppen

E;'o und E2'1 berechnet werden. Zundchst zu E;’o : dies

ist die Kohomologie von

B2,0 d’ E:,0 dI E3,0
i,0 i
und wegen E; =I(u,Qy) (1=0,1,2) gilt
1,d=0
31,0 (U, Qy)

2 T dr(,0y ’



Nun zu Eg'1 ¢ hier ist es die Kohomologie von

"‘1'1
1

E0‘1 d" E:;‘

0 =E 1

i,1

und es gilt Ej} =g (U,Q;) . Also ist

0,1

E,

- 8! (0,090 ¢ &' (v,

und wiederum ergibt sich die gewlinschte Aussage aus (*) .

Wir fassen nun unsere Resultate zusammen in der folgenden Proposition.

Proposition 3. Es gibt ein kommutatives Diagramm mit exakten Zeilen

0 — r(x,a}{log 1) —> 1'(v,€) —> &' (x,0,) — 0

l | |

r(u, 9:1) d=0

dF(U,QU\

0 — —g'(w,e) —8'(v,0p) .

Beweis. Man muB nur Lemma 3 mit Lemma 4 und Lemma 5 kombinieren.

2. Die verallgemeinerte Albanese Varietdt

Wir betrachten wie eben einen Kdrper k der Charakteristik Null
und eine glatte k-Varietdt U , welche einen k-rationalen Punkt

besitze. Dann wollen wir den folgenden Satz beweisen:

Satz 5. Sei wGI‘(U,ng) eine auf U holomorphe Differential-

form mit dw=0 . Dann existiert eine kommutative algebraische
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Gruppe G {Uber k , ein Morphismus ¢ : U-»G {iber k und ein

konst.

o 6%* = I‘(G,ﬂé) v (3'- Lie-Algebra von G , mit der Eigenschaft,

daB
*
w=¢ (a) .

Zum Beweis dieses Satzes dlirfen wir nach Hironaka annehmen und
wollen es auch tun, daB U=X-|D| ist fiir eine glatte projektive
Varietdt X und einen Divisoren D mit normalen tberkreuzungen.
Man ﬁberleqt sich leicht, daB dieser Satz aus dem folgenden folgt.

Satz 6. Sei Vg:_I‘(U,ﬂ:])dso

ein endlich dimensionaler k -Vektor-
raum, der P(x,n;[log]D ) umfaBSt. Dann gibt es eine kommutative
algebraische Gruppe Gy und einen Morphismus ¢ : U — Gy mit den

folgenden Eigenschaften:

(1) Die Abbildung

e 3 r(cv,név)km‘s"' -—-%; —_ r(u.n:,)

ist injektiv mit Bild V .

i) Gy hat die folgende universelle Eigenschaft: Ist ¢ : U = H
eine weitere Abbildung von U in eine kommutative algebraische

Gruppe H nmit
vif)rev (4" =rmapkonst )

80 gibt es eine bis auf Translation eindeutig bestimmte Abbildung
G:Gv—bn der Form

] .'eo"T



mit einem Homomorphismus eo und einer Translation T , so daB

das Diagramm

"]
u Sy
L
e
H
kommutiert.

Wir bezeichnen mit Gv die verallgemeinerte Albanese~Varietit

zum Moduln V von X .

Die Existenz einer universellen GV ist leicht gezeigt. Dazu be-
trachten wir die Kategorie ¥ , deren Objekte aus denjenigen
algebraischen Gruppen H bestehen, fiir welche es einen Morphismus
po : U —»H gibt mit w; (5*) cV , so daB wH(U) die Gruppe H
erzeugt. Nach einem Satz von Serre [Se 1] gibt es fir U und 13
einen universellen Morphismus ¢ : U éa-Gv , falls die Dimensionen

t
der Gruppen H EI: beschrinkt sind. Dazu gentigt es zu zeigen,
daB die Abbildung

* *
wB : Ii-—4> v
injektiv ist. Dann gilt n#mlich

dim H S dim V .

Dies erhdlt man aus dem folgenden Lemma.
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Lemma 6. Seien U,H,y -vn wie eben. Dann ist die Abbildung
vif -t (,0')  injektiv.

Beweis. (Siehe auch [Se 1]). Fiir r>0 ganz sei V : v -+ 8" die
von ¢ induzierte Abbildung. Wdhle r so groB8, das

o=m ;': U¥—>H dominant ist ( m ist die r -fache Addition). Ist
pry ¢ B —+H die Projektion auf den i -ten Faktoren und w G;* '

so ist

* r *
m = I pr, .
i=1

Gilt nun ¢ (w) =0 , so folgt

r r '
0= przw* (w) = izj’"prl (w) =Fm (@ = @ (W .

-

*
Also ist ¢ (w) =0 und weil ¢ dominant ist w=0 .

Es geniigt daher zu zeigen, daB die Abbildung GOyt U—>G, von U
in die universelle Gruppe GV die Eigenschaft besitzt, das

& *
oy Q) =V

gilt. Dazu darf man k=C annehmen. Man kann n3mlicl auf Gy den
{iblichen descente-Formalismus anwenden, wenn man einen Basis-
punkt * aus U(k) w#&hlt, und alleAbbildungen ¢ :U->H so
normalisiert, daB8 ¢(*) =0 1ist. Damit ist das stdrende

"bis auf Translation" ausgeschaltet.



3. Beweis von Satz 6 (universell semi-abelsch)

Wir beweisen nun die austehende Behauptung von Satz 7 in dem Falle,
das v=-r(x,9;[10g D]) ist. Wir werden zeigen, daB8 in diesem
Fall das Gy universell ist fiir Abbildungen von U in semi-abelsche

algebraische Gruppen. Genauer gesagt bedeutet dies:

a) Wenn
¢ : U ->G

eine reguldire Abbildung von U in eine semi-abelsche Gruppe G
ist, so ist

©"(0f) £V = T(x,8yllog D) .

b) Es gibt eine solche Abbildung ¢ mit

& 1
©® (%) = I‘(X.ﬂxtlog pl) .

Aus a) und b) folgt leicht, daB Gv semi-abelsch ist, und die
verlangte universelle Eigenschaft besitzt. Die Aussage a) folgt
daraus, daB fiir semi-abelsche G eine Kompaktifizierung G
existiert, so daB die konstanten Differentiale auf G nur
logarithmische Singularititen haben (siehe [Se 1], [Se 2]). Beim
Beweis von b) nehmen wir an, da8 k=€ ist, und machen die

folgende Konstruktion:

Wir schreiben D als Vereinigung der verschiedenen irreduziblen

Komponenten, also
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Dhnn gibt es Abbildungen
r P
2" ————3 pPic X
P
8 (x,z) ,
die gegeben werden durch

(n1,...nr) e (9(11101 + 00 *nrDr)

n1-xlasse (D1) +...<+ner1asse(Dr) .

Sei dann M=Ker pc%’ der Rern von p und N=Ker pcM der

von p . Beides sind Untergruppen von z* , also

Msz® , Nzt

fir geeignete s2t . Sei nun L ein maximaler direkter freier
Summand von M/N . Dieser erfiillt dann L:z° % . Wenn man L zu
einem Untermodul von M 1liftet, den wir wieder L nennen, so

ergibt sich eine Injektion

LS Pic (X) = Rer (Pic(X)— HZ(X,Z)) .

D
oo

Wir setzen nun

Ts= Homl (L,Gm) .



Dies ist ein Torus, die Charaktergruppe von L , und somit

isomorph zu G:-t

. Wir erhalten dann
L = Hom (T,Em) I}

wobei rechts die Homomorphismen algebraischer Gruppen gemeint

sind.

Es sei nun A die Albanese-Varietdt von X . Dies ist eine

[ [ ]
abelsche Varietd&t mit der Eigenschaft, daB8 Pic (X) =Pic (a) .
AuBerdem ist sie universell in der Kategorie der abelschen

Varietdten fir X . Es gibt dann einen Morphismus
azx_’A.

- [
Weiter ist li':xt1 (A,Gm) =Pic (A) =Pic (X) und, wie man leicht

verifiziert,
1 a
Ext (A,T) = Hom (L,Pic (X)) .

Daher entspricht dem Homomorphismus 6 eindeutig und in kanomischer

Weise eine Erweiterung
O —>T—=>H->A >0

von A durch T . Wir milssen nun verifizieren, da8 die Abbildung
¢ sich zu einer Abbildung

9 : U—>H

liftet. Dazu bemerken wir lediglich, daB das Pull-back des
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prinzipalen homogenen T ~Raums H unter
U ~»X -—»A
trivial wird, da die Abbildung
- ]
L ~—» Pic (X) —» Pic (V)

wegen (ox(n1n1 +...+n0D)) ‘U = (00

Pull-back HxAU einen Schnitt ¢ :U — Hx al - Die gesuchte Ab-

verschwindet. Also besitzt das

bildung ¢ ist die erste Komponente von o .

Wir zeigen als ndchstes, daB ¢(U) die Gruppe H erzeugt. Dazu
sei H'cH die von ¢(U) erzeugte algebraische Untergruppe. Ferner

sei T'=TNH' . Dann ist H' Erweiterung von A durch T
0 —»T'. - H* —> A =» 0

und '1‘" gehdrt zu einem Quotienten L' von L . Die Klasse BH
in Iilxt1 (A,T) ist Bild der Klasse H' in E‘xt:1 (A, T') und somit
-] (-]
muB die Injektion 06 :L - Pic (X) =Pic (A) f{iber L' faktorisieren.

Also ist L=L' und H=H' .

H 4ist schon ein wesentlicher Teil des zu konstruierenden G ,

aber es reicht im allgemeinen nicht ganz aus.

Un die Ronstruktion von G 2zu Ende zu filhren, w#hlen wir
*
Schnitte £,,...,fy aus I'(U,@U) . welche eine Basis von
. *
r {u,Qp) /¢* bilden. Da

rw,) /¢* =>ncaf



ist vermdge
ist t' =rangN=t . Dann setzen wir

s=c;'",

G=SxH

und definieren den Morphismus
$:U—>G=SxH

vermdge
VX)) = (£4(X),eer £.(X), (X)) .

Die Dimension von G ist leicht zu bestimmen:

dim (G) = dim(H) + dim(S)

dim(A) + dim(T) + dim(S)

g+ (s-t) +t

g+s .

Wir zeigen, daB dies auch die Dimension von V ist. Dazu gehen

wir folgendermaBen vor:

Die Topologie liefert eine exakte Sequenz

1 1 el 2
0 - H (X,@) =H (U,Q) - Q0 —=H"(X,Q) .
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Also ist

dim B'(U,0) = dim H' (X,Q) +dim Rer (5o@)
= 2g +8

und wegen Proposition 3

dim I‘(x,ﬂ;[log D}) = dim H' (U,T) - dim H' (x,0,)
= 2g+8~g

= g+8 .

Man mu8 also nur noch zeigen, das w* injektiv ist, also da8
v(U) die Gruppe G erzeugt (siehe Lemma 6). Dies geschieht
folgendermaBen:

Sei G'cG die von $(U) erzeugte Untergruppe. Die zweite Pro-
jektion G'—» H ist surjektiv, da ¢(U) die Gruppe H erzeugt.
G' 1ist zusammenh#ngend und somit G/G' ein Torus. Wenn dieser

nicht trivial ist. so erhdlt man einen Morphismus
G/G' —> €

also eine Abbildung
f:G = SxH —’-Gm v

welche konstant auf dem Bild von U 1ist. Aus der exakten Sequenz
0 = Hom(A,E ) —> Hom(H,E_) - Hom(T,E_)*Ext (A,G_)

folgt

. Bom(ﬂyﬂm) -.o [ 4
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denn nach Konstruktion injiziert L=-Bam(T.lm) in

Ext1(A,Bm) = Pico(X) . Somit faktorisiert £ {ber den ersten
Faktor, und es gibt ganze Zahlen DyreecerNy o nicht alle gleich
Null, so daB fiir x€U gilt

~ n4 Ny
£(p(x)) = f1 (x)...ft (x) - Konstante
und somit ist
f1 cee ft = konstant

auf U . Dies widerspricht der Tatsache, daB8 die fi multiplikativ
unabhdngig in P(U,@%)‘/m* sind. Damit ist die Behauptung fiir
Vs I'(X,Q;llog D]) gezeigt.

4. Beweis von Satz 6 (allgemeiner Fall).

Wir beenden nun den Beweis von Satz 6 im allgemeinen Fﬁll. Dazu
sei wieder k=C . Ist V beliebig, so milssen wir Erweiterungen
von A durch additive Gruppen betrachten, also Erweiterungen

der Form
0O —>»W —>»>H —» A —» (0,

wobei W ein endlich dimenionaler k ~Vektorraum ist, aufgefaBt

als algebraische Gruppe. Diese werden klassifiziert durch

u! (a,0,) ® W = ! (x0,) ® W = Homk(w*,n1 x,0,)) .
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Weiter 1488t sich die Abbildung
#ozx -+ A

genau dann zu einer Abbildung
vy:U —H

liften, wenn die Einschrénkung der zu H gehdrenden Kohomologie-

klasse auf U trivial ist, oder die zusammengesetzte Abbildung
*
W —n'x,0,) > & ©0)

verschwindet. In diesem Fall liefert das kommutative Diagramm

(mit exakten Zeilen)

0 -——————rAXf 4,-1* -———’-W* ——n ()

L

r(x,2;) —> T(U,0

L

0 = T(x,8;[log D) — &' (U,0) —> 8" (x,0) — 0

1,d4=0
x)

eine Abbildung

W — & x,0) .

Es gilt dann das folgende Lemma.
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Lemma 7. Diese Abbildung stimmt bis aufs Vorzeichen mit der
klassifizierenden Abbildung fiir H {iberein.

Bewels.,

a) Die obige Abbildung ist wie folgt definiert:

Eine Linearform 1655 definiert eine konstante Differentialform

1,d=0

*
w auf H . Dann liegt ¢ (w) in r(u,nx) . Da die Abbildung

ni[log D] —> j*(ﬂiIU)

( j:U —=>X die Inklusion) ein Quasiisomorphismus ist, gibt es
eine offene Uberdeckung (in der {lblichen Topologie)

und holomorphe Funtionen fi€I‘(UnVi,0x) + 80 daB w*(m)-df { hur
logarithmische Singularititen lings DﬂVi hat.

Da dann auch d(fi'fj) nur logarithmische Singularit#ten lings
DnVian hat, ist fi-fj reguldr auf ganz Vian und definiert

einen éech-Kozykel. Dessen Klasse in ,H1(x,0x) ist das Bild von 1 .

b) Die zu H gehdrende klassifizierende Abbildung
*
W —u'@,0) = 8 (x,0)
ist folgendermaBen definiert:

~ %
Sei 1€W . Man widhlt nun eine offene Uberdeckung

r
A= U U

g1 1



- 55 =

so dag auf Ui Schnitte
gy ¢ Ui - H

der Projektion

existieren ( peg, =1id ) . Dann ist fiir x€U,NU
i U, i 3
gi(x) -gj(x') €EW ,

und 1(gi(x') --g:j (x)) definiert einen 1 -Kozykel. Die davon re-

présentierte Kohomologie-Klasse in H1 (A,UA) ist das Bild von 1 .

c) Die Beschreibungen in a) und b) hidngen wie folgt zusammen:

*
Sei 1 Gf* ; 1=1|WewWw . Man wihlt dann eine offene Uberdeckung
-
A= §J U, wie in b), und setzt
1=1 1

-1
Die Funktionen
£,(x) = T(W(x) - gjev,(x))
sind holomorph auf Unvi + und erfiillen die Voraussetzungen in a):

Es ist p? (Ui) =lWxUi ¢+ wobei 95 dem Nullschnitt entspricht:
94 (x) = (0,x) . Die Abbildung 1 und die zweite Projektion Pr,
definieren holomorphe Abbildungen von 1:o-1 (Ui’ in T bzw. Uy

und die Differentialform mlp"1 (U;) 1ist von der Form
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w = 1 (dt) +pr; (holomorphe Differentialform auf U, ) .

Da in unseren lokalen Koordinaten ${x) gegeben wird durch

y(x) = (¥ (x) -91'4’0(9), ‘4’0(2)) ’
folgt in der Tat
¢*(N) = d(1ls(¥~g, ¥,)) + holomorph.
auf Vi ¢ SO daB
*
v (w) -df,

sogar eine holomorphe Differentialform auf vy ist. Somit wird
das Bild von 1 unter der Abbildung in a) repridsentiert durch

den Kozykel

= 1(g40¥g (x) =g 0¥ (x))
=-lelgy=g3) ho(x)) , %€ v,V .

~

Dies ist bis aufs Vorzeichen das Bild von 1 unter b). Damit ist

das Lemma gezeigt.
Wir wenden nun diese Uberlegungen wie folgt an:
Sei Vg =TiX,0)[log D]) , und

1,d=0

vV € r(u,n,.)

ein endlich dimensionaler Teilraum, welcher Vo umfast. Wihle
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W= (V/Vo)* , also W*-- VIV0 .
Die Abbildung

r(u, n;) d=0

— &' (v,6) — 8 (x,0))
induziert
W oa v/iv, —> Ker (H' (xq() — g (U,WU)) ’
und somit eine Erweiterung
0O —>W-—>H—>A—>0
wie oben, die dies als klassifizierende Abbildung hat sowie ein

‘I:U'—?H.

Die Abbildung ¢ ist nicht eindeutig bestimmt, sondern nur bis
auf Abdnderung mit einer Abbildung

A:U -=>W (cH) .

Wir nutzen dies.wie folgt aus:
Betrachtet man die Abbildung

*

\ =
' —rwap®? —rtwo -k .

* * * *
so verschwindet diese auf Ot _c_f . und induziert auf W & 8, Jut

das Negative der obigen Einbettung

w - VIV, > ! (x,0,) .



- 58 -

Da der Kern der Abbildung von H'(U,E) nach H' (X,0,) das Bild

von V, ist, und der Kern der Abbildung von r(U,Q;)d'o nach

H1(U,E) das Bild unter 4 von r(U,QU) , ist
* %* d '@
v ) s vearwly)
* * I' ﬂ1
Durch Abdndern von ¢ mit einem ) erreicht man, das
* *
v (&) cvVv.
Wir nehmendies im folgenden an. Dann ist automatisch
* %*
‘P (&) +v0 = V 14
und ¢ faktorisiert iUber GV e
Yy
* * _
Also ist tpv(%v) +V0 =V , und da
® * - %* *
ist in der Tat
* *
by QGy) =V -

Damit ist der Satz 6 vollstdndig bewiesen.



Literatur

(D]

[Gol)

[G~-H]

{Ha]

[Ho-At]

(L}

(K-L]

[Mul

[se1]

[se2]

[se3]

(Sed]

[wii1]

[wu2]

- 59 -

P. Deligne, Théorie de Hodge II, Publ. Math. IHES
40 (1972), 4-57.

R. Godement, Topologie algébrique et théorie des
faisceaux, Hermann, Paris, 1973.

P. Griffiths, J. Harris, Principles of algebraic
Geometry, John Wiley & Sons, 1978.

R. Hartshorne, Algebraic Geometry, Springer-Verlag,
1977.

W.V.D. Hodge, M.F. Atiyah, Integrals of the second
kind on an algebraic variety, Annals Math 62 (1955),
56-91.

H. Lange, Compactified commutative algebraic groups
as intersection of quadrics, Publ. Math. Univ. Pierre
et Marie Curie 58 (1983).

F. Knop, H. Lange, Commutative algebraic groups and
intersections of quadrics, preprint (1983).

D. Mumford, Abelian Varieties, Oxford University
Press (1970).

J.P. Serre, Morphismes universels et variété
d'Albanese, Sém. C. Chevalley (1958/1959).

J.P. Serre, Morphismes universels et différentielles
de troisiédme espéce, Sém. C. Chevalley (1958/1959).

J.P. Serre, Quelques propriétés des groupes algébriques
commutatifs, Astérisque 69-70 (1979), 191-202.

J.P. Serre, Groupes algébriques et corps de classes,
Hermann, Paris (1959).

G. Wiistholz, Transzendenzeigenschaften von Perioden
elliptischer Integrale, erscheint im Journal reine
und angew. Math.

G. Wiistholz, Zum Periodenproblem, erscheint in
Inv. math.



	Seite 1 
	Seite 2 
	Seite 3 
	Seite 4 
	Seite 5 
	Seite 6 
	Seite 7 
	Seite 8 
	Seite 9 
	Seite 10 
	Seite 11 
	Seite 12 
	Seite 13 
	Seite 14 
	Seite 15 
	Seite 16 
	Seite 17 
	Seite 18 
	Seite 19 
	Seite 20 
	Seite 21 
	Seite 22 
	Seite 23 
	Seite 24 
	Seite 25 
	Seite 26 
	Seite 27 
	Seite 28 
	Seite 29 
	Seite 30 
	Seite 31 
	Seite 32 
	Seite 33 
	Seite 34 
	Seite 35 
	Seite 36 
	Seite 37 
	Seite 38 
	Seite 39 
	Seite 40 
	Seite 41 
	Seite 42 
	Seite 43 
	Seite 44 
	Seite 45 
	Seite 46 
	Seite 47 
	Seite 48 
	Seite 49 
	Seite 50 
	Seite 51 
	Seite 52 
	Seite 53 
	Seite 54 
	Seite 55 
	Seite 56 
	Seite 57 
	Seite 58 
	Seite 59 
	Seite 60 

