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Monodrornle des 'fonctlons d-Appell.

varhitlIIs eb611ennes et plongernent moduleire

PauJa Cohsn 1 Bt JOrgen WoIfsrt 2

Summary. The monodromy groups of Appel's hypergeometrie functions F, in two variable~

are sometimes discontinuous, but in general are not arithmetically defined ([DMJ, [MJL

However we associate to them families of abelian varieties which give natural modular

embeddings of the monodromy groups into arithmetic groups. We describe these embeddings

and sketch some applications to automorphic functions and transcendence questions.

§ 1 Las groupetl de Plcard ~ Terada - Mastow - DeUgne

Soient 0 ( ~o"'" l!4 < 1 des nombres rationnels avec le denominateur plus petit commun
d ) 2 satistaisants ä. la condition

(1 )

Alors pour tout
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J
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definit une different ielle holomorphe sur une courbe projective non - singulii!re X( x , y) dont

un mod~le affine s'ecrit

(2) =
Comme fonction de x et y , chaque periode da c.l satisfait a un syst~me d'~quations

differentielles partielles lin~aires dont on peut choisir les trois solutions de base comme

des p~riodes de c.l, par exemple
!CaJ, !fll, JCiJ
10 11 12

ou les 1. sont des cycles sur X(x, y) , d~crits par laurs projections sous (u.w) ....-.+ u
I

(ramifi~ en 0, 1 , x ,y ,co ) comme des cycles de Pochhammer autour des paires 1 et co,

1 et 0 , , et x respectivement, en evitant des points de ramification. En effet, ä. un facteur

cyclotomique et un denominateur 8(1 - "'" 1 - l!4) pres, J 6) est une tonction hypergeome-
10

trique F
1
(x,y) d'Appell [AKJ. Le syst~me d'EDP a ses singularit~s (reguliereSt voir e.g. [VJ)

dans les surfaces carsctsristiques x =y et x. y =0 I 1 I co . Le prolongement analytique

suivant les cycles dans I'espace des points r~guliers d.Hinit par representation du groupe

fondamental sur I'espace des solutions le graupe de monodromie affine Ao c Gl3 G: et

projectif A c PGl3C . Sous ces hypoth6ses on obtient le
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Th60rAme. HP], [Te 1,2], rOMJ, [M], rV]) L 'application

I
IP1

x IP1 - { (X,Y) I x =Y DU x, Y=0 1 1 1 co} ~ IP 2
lf'

. (x.y) ~ (J lI) t J lI) t f lI))

"0 Tl 'Y'2

si

sinon ,z

1
E '2 z u {CD}

(1-11:-11:)-1 I
I J

E

op~re comme graupe discontinu sur 8.

(3)

definit une spplication loca/ement biholomorphe et PGL3 G: - multivalente sur une partie dense

2 2 2
d'une boule projective 8 c IP 2 J donnee par ICl1z11 + ICl2 z21 < Izol aVBC des constantes

algffbriques Cl
1'

Cl
2
*0 , Le groupe de monodromie A op~re sur 8 • et si ron a pour

taut i *j E {O, 1 , 2'1 3 ,4}

A des permutations des '1 präs,on obtieot comme cela 49 groupes discontinus A que

nous appelons les groupes da Picsrd - Terada - Deligne - Mostow (PTDMJ en tansnt compte

du fait qu'une version faible du Tht§oräme dl§jä formult§e par Picard est dt§montrt§e sous cette

forme faible par Terada et an cetta version - ci par Oeligne - Mostow et Mostow. Une autre

d~monstration - utilisant des travaux de Hirzebruch et Höfer sur les rev8tements des

surfaces algt§briques. sous une condition plus r~strictive que (3) - est donnt§e par Voshida.

Parmi ces 49 groupes, il y en a 15 qui ne sont pas arithm~tiquement d'finis. 11 existe une

extension du Th'oräma ä la situation an plus da deux variables (Ies fonctions da lauricella),

mais nous nous bornons ici aux groupes da PTDM A c PGL3a:: .

CI)'

4 - il.rr (u - x. ) J d u
j=O J

Par continuit6 t lf s'etend sur les surfaees earaet'ristiques hors da laurs intersaetions;

cette extension contracte e.g. la surfaea x =0 (pour y *0) en des points da la boule si

~o + ~2) 1 et an des points au bord de la boule (des pointes de A ) si ~o +~ =1 . Mais

lf ne s'stend pas e.g. au point x =y =0 si Il. + ~2 + "'3) 1 , done I'espaee naturel pour la

definition de lf n'est pas IP1
x IP1 . D'autre pa~t, on peut traiter les points de ramification

0, 1, x I Y , 00 de fa~on equivalente an les remplacant par Xo I xli x2 ,x3 1 x4 E G: • la

diff'rentielle lI) par

Finalement , 10 bon espace da d'finition pour lf sera done I'espace des points stables [DM]

1 5 . . .
0st:= ({xo.x1'x2 ,x3 ,x4 ) E (IP ) ) - ({xo.···'x4) 13 I *J avec xi =xi et ilj + '1 :::l: 1 }

- ({x "."X4) 13 i ,j 1 k deux a deux distincts avec x. =x. =xk et l1: + 11: + u. ::oz: 1 }
o I J I J '"k

- «x ",.,x4) Iquatre coordonnses coincident }
o 5

modulo faction diagonale de PSL
2

G:: sur (IP 1)

L'espaee Ost porte une strueture complexe natureIlei et mAme apräs I'adjonction d'un

nombre fini da points semi - stables eorrespondants aux pointes de A la structure d'une

varil§te algt§brique projaetive (plus precisement , d'un IP 2 6elate an au plus quatre points

en position g6n6rale). Localement, on peut normaliser Ost par.. I·aetion de PSL2~ da teile

fa~on qua trois des x. prennent les valeurs 0, 1 ,co ; si ron designe les deux autres

par x et Y I on retro~ve done les d~finitions donnees au debut. Mais globalement, on

eonsidäre maintenant dix surfaces caractt§ristiques SO j} donnees par x. =x. si
I I
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5(j j) n Qst ' tandis que 5 st(i j k)
Dans taus les cas, 11' s'etend

de Qst sur B , L'extension sera

'1 + ~ <1 , nous d6signons par 5 st(i jl la partie stabla

designa le point xi =x. =xk da Qst si '1 + l1; .. '1c ( 1
par continuite comme Iapplication PGL3G: - multivalente

appellS encore 1f,

Remarquons enfin que la restriction de 1f a une surface caract6ristique stable 5 st(j j)

est essentiellement composee de deux solutions de I'equation differentielle hyperg'ometrique

de Gauss an une variable pour lo·s periodes de (,)'1 x' =x. ' dont le quotient est une
I J .

application triangulaire. Le graupe de monodromie Aij de caUe application triangulaire est

determine, comrne A , par les periodes da (,) : 11 ne faut qua remplacer le qUintuplet

(LI;)·-O 4 par un quadruplet an ramplacant la paire LI.: , LI; par la somme LL: + LL: •
J J- 1'''1 I J I J

Ce procede cadre avec les formules classiques pour la restriction des fonctions d'Appell

F1(x.y) aux surfaces caracteristiques.

§ 2 La plongement modulalre dans 188 points nigullera

Le resultat principal de ce travail-ci dit que m@me les groupes de PTDM non - arithmetiques

sont etroitement lies ä certains groupes arithmetiques:

Th6or6me 1 " Soit A un groupe de PTDM. Alors iI existe un graupe arithmatique r
agissant sur une puissance Bm de la boule et un plongement modulaire qui consiste sn
une injection analytique

compatible a une injection de groupes

h : A c.. r
tel que F( yt) = h(y) F(oC) pour tout 'Y E A et tout tE B Si ron munit les espaces
quotients compactifias de leur structure naturelle de variates projectives definis sur Q 1

rapplication induite par F

est un morphisme defini sur Q.

Nous publierons les d6tails de la d6monstration ailleurs , mais nous indiquons ici les idees

principales pour expliquer le lien avec les vari6tes abeliennes et pour expliciter la

construction de F , Pour les 1f - images des points n§guliers dans B 1 c'est une

extension de la troisläme construction dans [COWO]I §3. Naturellernent, pour les A
arithml§tiques on obtient m = 1 et des identites respectives pour F et h.

A chaque point rl§gulier (x.y) E Qst - U5(ij) on associe une vari6tl§ abelienne T(x.y)

principalement polarisee contenue dans la Jacobienne J( X(x ,y» Les morphismes

natureis da X(x1y) sur des courbes Xf(x,y) avec des mod~les

wf = udlLo (u _ 1)d~ (u _ x )d~ (u _ y )d~3

f un diviseur propre de d , induisent des morphismes mf de J( X( x IY» sur J(Xf (x ,y» 1 #

at on prend pour T(x;y) la composante connexe da 0 du noyau commun de ces mf .



4

L'automorphisme )( : (u,w) t---7 (~-1u,w) Ctt = e2i'Jt/d

de X{ x ,y) entratne JI( =Q{ Ctt) c End0 T{ x ,y) = Q @ End T{ x,y) , donc T{ x,y) admet des

multiplications complexes par IK avec un type de CM generalist:!

an les plangements IK c. ~ avec ~ ~ ~

avec les actions de A et r , on remarque que le prolongement

long des eycles dans I'espace des points r~uliers change les

qui contient des informations sur I'action induite par IK sur I'espace HO{T(x,y) ,cl) des

diff6rentielles da premiäre espllce: r = dirn V pour I'espace lK. - propre V des
n n n

lI) E HO{T{x,y),O) sur lesquels IK agit comme multiplication par 0nIK , Autrement dit,

rn est la multiplicit~ du valeur propre Cttn pour I'automorphisme x· da HO
{ X{x,y) ,Cl)

induit par )( ; une formule c1assique de Chevalley et Weil [CW] permet de .Ie caleuler

(soit <a) la partie fraetionnaire a - [al du nombre a E IR ) sous la forme

(4) r = - 1 + 1: <n (.1.. )
n . J

J
d'ou resulte r + r =3 pour tout n , donc dim T{x,y) = -23 ~(d) avec la fonction d'Euler ~,n -n
En particulier f la differentielle Ca) = d~. se trouVB dans V

1
Bt (1) en~ratne r 1 =1 .

Or, d'apres les travaux de Siegel [Sie] et Shimura [Shi 1], la familie de toutes les varietes

ab61iennes T avee multiplieation complexe par IK et du mAme type de CM qua eeUe sous

familie des T{x,y) est param6tris6e par le domaine symetrique eomplexe Sm , ou I'exposant

m est le nombre da sous - espaees propres V avec r = 1 , et les points de Smn n
qui correspondent ä T sont donnees par des m - tuplets

(5) ( 4
0

Cdn • 4
1

Cdn • 1
2

Cdn ) nE (Z/dZ)· aV9C r
n
=1

da triplets (a des facteurs algt:!briques pres) E B c IP 2 I ou les Yi sont des g~nerateurs

du Z[Cttl - module des eycles H1(T ,Z) et les wn sont certains generateurs da Vn .

Pour T =T(x,y) on peut choisir

~ -<nILO) -<nlt1) -<nIL2) -< nIL3)
(6) w

n
= u (u -1) (u - x) (u - y) du

(done Cl)1 = CI) =~ ) et les cycles de Poehhammer Yi du §1 s"identifient a des Z[~J
g6n6rateurs de H1(T(x,y) ,ZL Dans (5), taut triplet d6finit une applieation localement

biholomorphe de I'espace des points r6guliers (x,y) dans 8 , done hors des singularites

:t:a
j

des (f;c:~r; :lg.~;r:U)9S P:~ (c, f:m
• f Cd f Cd )

YO Y1 Y2 YO n Y1 n ' Y2 n nE (Z/dZ)- avee r n =1

est une injection analytique.

Quant a la compatibilit'

analytique des J (IJ le
y. n

J
cycles d'int6gration Yj en une autre base du Z[~] - module H1(T ,Z) , mais ne change

ni la courbe ni les diff6rentielles. Comma cela. taut Y E Adefinit un 916ment h(y) du

groupe modulaire associ6 ä ceUe familie des varietes ab'liennes T , En effet. h est une

injection de groupes.
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§ 3 Singularit6s et points CM

Pour completer la demonstration du Th60rltme 1 il faut 10) etendre F dans les lf - images

des singularitAs stables et 2
0

) prouver la rationalite de I'application quotient. Ces deux points

reposent sur une extension de la familie T(x,y) aux surfaces caracteristiques stables dont

nous rAsumons ici quelques rAsultats,

un type de CM generalise r
nE (Z/dZ)*

qui depend d'un saul paramlltra complexe.

Si par exemple i =0 , j = 2 , 50 j) est donna par x =0 , et sur 5 stCi j} la familie TC x,y)

prend la forme A
02

e T(y) .. ou T(y) designs la familie da varietes abeliennes introduite

et etudj~e dans rCoWoJ, §3 sous le nom da Y t lA, cBtte familie joue le m@me role pour

une canstructian d'un plangement modulaire du graupe triangulaire A02 (introduit a la fin

du §n que la familie T(x,y) paur A ici. Comme on sait bien qua ce TCy} mAme se casse

an deux facteurs avec multiplication complexe peur y =0 ,1 et co dont on connatt les

types, on abtient un certain nambra de points CM: Ce sont des points dans sait Qst

soit B seit Sm auxquels carrespondent des varietes abeliennes T(x,y) isogenes a un

produit da facteurs de type CM. Si I"on note par "",," une ~galit~ dans lC*' mod Q*, et si

( i I j , k I I • s) ={O, 1 I 2 I 3 , 4) , on a le

Soit i *j et ll: + L1: < 1 , donc S t (i j) *0 . Alors la familie TC x.y) s'etend continuement ,

S (") I J d' ssur st IJ comme somme Irecte

- d'une variete abelienne A.. avec multiplication complexe par IK au sens stricte de

5himura - Taniyama [Sn ,I~e dimension i ~(d) 8t avec le type

1: *( <n '1) + <n ~) - <n ('1 + ~) » on
nE (Z/dZ)

uniquement caracterisA ä isogtinie prj}s rWW] par 58 periode de

{ premiere espece B(lLi'~}}

deuxiitme aspece B(1- L1: ,1- Li: )

- 8t une vari~te abiilienne de di~ens!on lI(d} 8vec multiplica'tion complexe par IK at

( rn - «n 11;> + <n LLö) - <n Cll: + ll:) ) }) 0 ,
I J I J n

Th60rtme 2 • Sur chaque surface caracttlristique stab/e 5 st0j} ('1 +~ <1) on a au

moins trois points CM, soit de /a forme 5 stOj k) avec ~ + ~ + '1c <1 dont /a variete

abe/ienne se casse en un facteur avec periode B( 1-lLj ,1-1L
5

) et deux facteurs isogenes
A A

BA.. =AO k =A' k avec des plriodes BCll: ,11:} '" BCll: '11c} '" BClL: ''1<) J soit de la forme

Sst(i j}1Jn S5:(k I) Jdont les trois facteurs ont I~s Jptlriod~s respeJtives B( '1 ,~) , B( '1c ,lLj)

et B(1-'1-~11-'1c-I;)

la nature arithmetique dessurr~sultatunentratneCeci

Q [ [~,7)] J pour des variables 10caJes ~ I 1) convanables fois des

de ~ et 1) et des facteurs Cv qui sont simplement les periodes

dans le ThAoreme 2 ou bien les pa§riodes de deuxieme espece

correspondantes.B(czV,ßv)

coefficients de Taylor des fonctions A - automorphes dans les points CM da B:

Dans ces points CM, on peut choisir les cycles d'integration Yv pour les solutions

fondamentales J CI) du systeme d'EDP de teile maniere que ces solutions ont des
Yv

d~veloppements dans

puissances rationnels

BC(Iv' ß.) mentionnes

7t
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Supposons que Je point CM

} E Qst soit applique par 1f dans 18 point (1,0,0) E8 . AJors les

aJ

Th60rtme 3 .
a) 5

st
(ijk)

b) 5 stHi> n 5 st(k I)

composantes (A - automorphes) du rev§tement 8 -f A\8 ont des dev8Joppements dans
c z c Z cl c2Q[[...lL.1,....2....1]J avec des "rayons"' transcendants - et - qui sont des quotients de
Cl Zo c2zo Co Co

Co - 8(1-v,,1-LLs)' Cl - c2 "" 8<1-'1,1-'1) et

bJ Co - 8(1-~-'1,1-'1c-'1) , cl"" 8(1-'1,1-'1) , c2 ..... B(l-'1<,l-'1) respectivem8nt.

Ces quotiants sont la gt§nlkalisation naturelle BUX surfaces Qst du rayon de rev@tement

da certaines courbes comme dans la discu9sion da [CoWo] et [WW]. Leur transcendance

resulte de [WWl. Pour les A arithmt§tiques, le Tht§or~me 3 resulte aussi bien du travail

da 5himura [5hi 2] i pour les !J. non - arithm~tiques, la comparaison avec ces r'sultats da

Shimura (sur r, ceUe foisU est possible ä raide du plongement modulaire du Theor~me 1 .
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