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Monodromie des fonctions d Appell,

variétés abéliennes et plongement modulalre
Paula Cohen' et Jirgen Wolfart 2

Summary. The monodromy groups of Appel's hypergeometric functions F1 in two variabletsi
are sometimes discontinuous, but in general are not arithmetically defined ([DM1, [MJ).
However we associate to them families of abelian varieties which give natural modular
embeddings of the monodromy groups into arithmetic groups. We describe these embeddings
and sketch some applications to automorphic functions and transcendence guestions.

§ 1 Les groupes do Picard - Terada - Mostow - Deligne

Soient O < Byl < 1 des nombres rationnels avec le dénominateur plus petit commun
d > 2 satisfaisants a la condition
{1) zou = 2
i )
Alors pour tout x#*y , x,yeC-{0,1},

) —H

-u
W = u °(u-l) 3

du=-d—u-
w

{(u- x) “2 {u-y)
définit une différentielle holomorphe sur une courbe projective non - singuligre X{(x,y) dont
un modele affine s'écrit

d du
(2) wd = u‘10 3

d LT
a1 (4mx) "2 (4my)

Comme fonction de x et y , chaque période de & satisfait a3 un systdme d'équations
différentielles partielles lindaires dont on peut choisir les trois solutions de base comme
des périodes de w , par exemple

Jo, Jo, Jo |,

Yo Y Y2
o0 les Y, sont des cycles sur X(x ,y) , décrits par leurs projections sous (uw) > u
(ramifié¢ en 0,1,x,y,® )} comme des cycles de Pochhammer autour des paires 1 et o,
1et 0, | et x respectivement, en évitant des points de ramification. En effet, 2 un facteur
cyclotomique et un dénominateur B(I-—u1,1-u4} prds, | @ est une fonction hypergéomé-

To
trique F(x,y) d'Appell [AK). Le systdme d'EDP a ses singularités (réguliéres, voir e.g. [Y])
dans les surfaces caractdristigues x=y et x,y=0,1,© . Le prolongement analytique

suivant les cycles dans l'espace des points réguliers définit par représentation du groupe
fondamental sur l'espace des solutions /e groupe de monodromie affine Aa c GL3C et
projectif A c PGL3C . Sous ces hypothéses on obtient le
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Théordme . ([P1, [Te 1,21, [DM1, [M], LY1) Lapplication
¥ lP'x[l"-{(x.y)lx=y ou x,y=0,1,®} - IP2
('d) ) (I w ..r w ’I m)
o M T2
définit une application localement biholomorphe et PGL,C - multivalente sur une partie dense

d'une boule projective B ¢ [P2 , donnée par Ic:1 z1I2+Icz2 12!2 < Iz‘:'l2 avec des constantes
algébriques a,a, +0 . Le groupe de monodromie A opére sur B , et si I'on a pour
tout i*j¢€ {0,1,2,3,4}

€ %Zu{“’} si u,l=|,ti
(3) (1-g - ) '
) .

€ 4 sinon ,

A opére comme groupe discontinu sur B .

A des permutations des | prés, on obtient comme cela 49 groupes discontinus A que
nous appelons les groupes de Picard - Terada - Deligne - Mostow (PTDM) en tenant compte
du fait qu'une version faible du Théoréme déja formulée par Picard est démontrée sous cette
forme faible par Terada et en cette version-ci par Deligne - Mostow et Mostow. Une autre
démonstration - utilisant des travaux de Hirzebruch et Htfer sur les revitements des
surfaces algébriques, sous une condition plus réstrictive que (3) - est donnée par Yoshida.
Parmi ces 49 groupes, il y en a 15 qui ne sont pas arithmétiquement définis. Il existe une
extension du Théordme A la situation en plus de deux variables (les fonctions de Lauricella),
mais nous nous bornons ici aux groupes de PTDM A« PGL3C .

Par continuité, ¥ s'étend sur les surfaces caractéristiques hors de leurs intersections;
cette extension contracte e.g. la surface x=0 (pour y#0) en des points de la boule si
Uy *Us> 1 et en des points au bord de la boule (des pointes de A ) si Bty =1 . Mais
¥ ne s'étend pas e.g. au point x=y=0 si Uy * o *iq>1 , donc Fespace naturel pour la
définition de ¥ n'est pas [P <[P . D'autre part, on peut traiter les points de ramification
0,1, x,y,> de fagon équivalente en les remplacant par Xg1X{1Xp,Xg,X, € C , la
différentielle @ par 4 _

TH

I (u-x.) ldu =: W
=0

Finalement, le bon espace de définition pour ¥ sera donc l'espace des points stables [DM]
5 .
Qst = {(xo,x1,12,x3,x4)€(lP1) } - {(xo,...,x4)13i*j avec xi=xi ot pi+pjz1 }

- {(xo,...,x4) 13i,j,k deux & deux distincts avec xi=xj=xk et |,1i+uj+u.k21 H
- ((xo....,x 4) | quatre coordonnées coincident }

modulo l'action diagonale de PSLZC sur ([P‘)s .
L'espace Q_, porte une structure complexe naturelle, et m8me apréds l'adjonction d'un
nombre fini de points semi- stables correspondants aux pointes de A la structure d'une
variété algébrique projective {(plus précisédment, d'un le éclaté en au plus quatre points
en position générale). Localement, on peut normaliser Q_, par.laction de PSLZC de telle
fagon que trois des x. prennent les valeurs 0,1, ; si l'on désigne les deux autres
par x et y, on retrouve donc les définitions données au début. Mais globalement, on
considére maintenant dix surfaces caractéristiques S(ij) données par xi=xi ; si



u.i+u.-<1 , nous désignons par S_ (ij) la partie stable S(ij)nQSt , tandis que Sst(ijk)
démgne le point X, =X =X de Q si L4y ukd . Dans tous les cas, Y s'étend
par continuité comme application PGL C- muftwalanta de Q sur B . L'extension sera
appelé encore Y.

Remarquons enfin que la restriction de ¥ a une surface caractéristique stable Sst(ij)
est essentiellement composée de deux solutions de ['dquation différentielle hypergéométrique
de Gauss en une variable pour les périodes de m'|x. =x. dont le quotient est une

application triangulaire. Le groupe de monodromie Ai. de cette application triangulaire est
déterminéd, comme A , par les périodes de @ : |l ne faut que remplacer le quintuplet
(). i=0,. par un quadruplet en remplacant la paire &,.u par la somme U
Ce procédé cadre avec les formules classiques pour la rsstrlctlon des fonctions dAppelI
F1(x,y} aux surfaces caractéristiques.

§ 2 Le plongement modulaire dans les points réguliers

Le résultat principal de ce travail-ci dit que méme les groupes de PTDM non - arithmétiques
sont étroitement liés A certains groupes arithmétiques:

Théordme 1 . Soit A un groupe de PTDM. Alors il existe un groupe arithmétique T
agissant sur une puissance B™ de la boule et un plongement modulaire qui consiste en
une injection analytique

F:8 o 8M
compatible & une injection de groupes

h:A o T

tel que Flyt) = hly)Ft) pour tout YcA et tout T€B . Si fon munit les espaces
quotients compactifiés de leur structure naturelle de variétés projectives définis sur Q ,
l'application induite par F

A\B - TI\B™
est un morphisme défini sur Q .

Nous publierons les détails de la démonstration ailleurs, mais nous indiquons ici les idées
principales pour expliguer le lien avec les variétés abéliennes et pour expliciter la
construction de F . Pour les ¥ - images des points réguliers dans B , c'est une
extension de la troisidme construction dans [CoWol, §3. Naturellement, pour les A
arithmétiques on obtient m=1 et des identités respectives pour F et h .

A chaque point régulier (x,y) € Qst-US(ij) on associe une variété abélienne Ti(x.y)

principalement polarisée contenue dans la Jacobienne J(X{x,y)) : Les morphismes
naturels de X(x,y} sur des courbes Xf{x.y) avec das modeles
d d d
wh = uuo(u-i)u‘(u-x)uz(u y) “3 ,

f un diviseur propre de d , induisent des morphismes m, de J(X{x,y}) sur J(X {x,y)),
et on prend pour T(x,)y) la composante connexe de O du noyau commun de ces me.



L'automorphisme x : {uw) — (Cd-1u,w} v Gy s glin/d

de X(x,y) entrafne I](=Q(Cd) S EndoT(x.y)= Q®End Ti(x,y) , donc T(x,y) admet des
multiplications complexes par [K avec un type de CM généralisé

z ;rn S, » S, les plongements K < C avec (d — C: R
né(Z/dZ) .

qui contient des informations sur l'action induite par K sur l'espace HO(T(x,y).Q) des
différentielles de premidre espéce: = dim Vn pour [l'espace K -propre Vn des
o € H%T(xy),0) sur lesquels K agit comme muitiplication par o K . Autrement dit,
r, est la multiplicité du valeur propre Cdn pour ['automorphisme x* de HO(X(x.y).ﬂ)
induit par x ; une formule classique de Chevalley et Weil [CW] permet de le calculer
(soit <a> la partie fractionnaire a-[al du nombre a€R ) sous la forme

(4) r, = -1 +)i: LTI
d'ol résulte r +r =3 pour tout n , donc dim Tlx,y) = %¢(d) avec la fonction d'Euler @.
En particulier, la différentielle w = d—: se trouve dans V1 et (1) entrahe ry= 1.

Or, d'aprés les travaux de Siegel [Siel et Shimura [Shi 1], la famille de toutes les variétés
abéliennes T avec multiplication complexe par K et du méme type de CM que cette sous-
famille des T{x,y) est paramétrisée par le domaine symétrique complexe 8™ , ol 'exposant
m est le nombre de sous-espaces propres Vn avec r_= 1 , et les points de gMm
qui correspondent & T sont données par des m - tuplets
(5) ( T‘romn ’ .{' “n > 1{2”" )nE(Z/dZ)* avec rn=1
de triplets (34 des facteurs algébriques prés) € B c IP2 , ol les Y, sont des générateurs
du Z[Cd]-modu!e des cycles H1(T,Z) et les w, sont certains générateurs de Vn .
Pour T=T(x,y) on peut choisir
» -<nna> —<ny, > -<N,> <Ny

(6) O, = u 0% (u-1) Y u-x) 2" (u-y) 3" du
(donc mi=m=d7u ) et les cycles de Pochhammer Y; du §1 s’identifient 3 des Z[Cd]-
générateurs de H1(T(x,y),Z). Dans (5), tout triplet définit une application localement
biholomorphe de l'espace des points réguliers (x,y) dans B , donc hors des singularités
at a des facteurs algébriques prés,

B «

F Jo.f f
(YIom %m qu) - (Tou

m

'Imn’fmn)

n Y, Y5 ne (Z/dZ')* avec r =1

est une injection analytique.

Quant A la compatibilité avec les actions de A et I' , on remarque que le prolongement

analytique des [ o le long des cycles dans l'espace des points réguliers change les
i

cycles d'intégration y. en une autre base du Z[[;d]-module H1(T,Z) , mais ne change

ni la courbe ni les différentielles. Comme cela, tout Y€ A définit un élément h(y) du

groupe modulaire associé a cette famille des variétés abéliennes T . En effet, h est une

injection de groupes.



§ 3 Singularités et points CM

Pour compléter la démonstration du Théoréme 1 il faut 1°) étendre F dans les ¥ -images
des singularités stables et 29 prouver la rationalité de l'application quotient. Ces deux points
reposent sur une extension de la famille T{x,y) aux surfaces caractéristiques stables dont
nous résumons ici quelques résultats.

Soit i+ et u.|+u;.<1 , donc Sst(iiH:Q . Alors la famille T{(x,y) s'étend continuement.

sur  S_.(ij) comme somme directe

- dune variété abélienne A, avec multiplication complexe par K au sens stricte de
Shimura - Taniyama [ST] , de dimension §®(d) et avecle type

b) (cnpo+eanpo-alg+u)>) o,
* [ 7l n
ne (Z/dZ)

uniguement caractérisé a isogénie prés [WW] par sa période de
{ premiére espéce B([L',u]) }

deuxiéme espéce B(1-u.|.1-u.)

- et une variété abélienne de dimension ®(d) avec multiplication complexe par K et
un type de CM généralisé p) (rn - Lenp>+en "i)_("("'l”"]) >)) 9,
ne (Z/dZ)*

qui dépend d'un seul paramétre complexe.

Si par exemple i=0 , j=2 , S(ij} est donné par x=0 , et sur Sst(ii) la famille T(x,y)
prend la forme AozeT(y) , o0 T{y) désigne la famille de variétés abéliennes introduite
et &tudiée dans [CoWol, §3 sous le nom de ¥ ; 13, cette famille joue le méme réle pour
une construction d'un plongement modulaire du groupe triangulaire A02 (introduit a la fin
du §1) que la famille T(x,y) pour A ici. Comme on sait bien que ce T(y) m8me se casse
en deux facteurs avec muitiplication complexe pour y=0,1 et «© dont on connaft les
types, on obtient un certain nombre de points CM: Ce sont des points dans soit Qst
soit B soit B™ auxquels correspondent des variétés abéliennes T(x,y) isogénes & un
produit de facteurs de type CM. Si I'on note par "~" une égalité dans C*mod Q*, et si
{i,j.k,I,8} ={0,1,2,3,4) ,0onale

Théordme 2 . Sur chaque surface caractéristique stable S_(ij) “'1"%‘” on a au
moins trois points CM, soit de la forme Sst(ijk) avec WL+t <1 dont la variété
£tbéli¢a'nn"a;l se casse en un facteur avec période B(1-u.|,1-us) et deux facteurs isogénes
a Ai‘= Aik= A'k avec des périodes B(|,Ll.ui) ~B(|,Ll,uk) ~B(u_,u.k) , Ssoit de la forme
Sst{ij)"sst(k“ dont les trois facteurs ont les pédriodes respectivas B(ll»,,ll]) , B(u.k,u.l)
et B(!-u_l-—uj,1—uk—u') .

Dans ces points CM, on peut choisir les cycles d'intégration Y, Pour les solutions

fondamentales J w du systtme dJ'EDP de telle manidre que ces solutions ont des
Ty

développements dans QULLEn11 pour des variables locales §,7n convenables fois des

puissances rationnels de § et 7 et des facteurs Cy qui sont simplement les périodes

B(av,Bv) mentionnés dans le Théoréme 2 ou bien les périodes de deuxiéme espece

g(a—na—)- correspondantes. Ceci entralne un résultat sur la nature arithmétique des
v’y
coefficients de Taylor des fonctions A - automorphes dans les points CM de B :



Théordme 3 . Supposons que le point CM
al Sg,lijk) } € Q
b} S_lij)n S (ki)

composantes (A - automorphes) du revétement B - A\B ont des développements dans

st Soit appliqué par Y dans le point (1,0,0)€8 . Alors les

~rrlofl So%2 % €2

QL[——,——=1] avac des "rayons” transcendants —— et —— qui sont des quotients de
c,z_'c,z c c
1% 2% ] o

a)l €y ™ B(1—u.|,1-u.s) » o CMe, ™ B“'U-,."ll]) et

b) c0~3(1—u_.—[.l.j,1—u1‘—p.l} . c1~B(1—u_l,1-ui) . c2~B(1—p.k,1—u|) respectivement.

Ces quotients sont la généralisation naturelle aux surfaces Qst du rayon de rev8tement
de certaines courbes comme dans la discussion de [CoWol et [WWI]. Leur transcendance
résulte de TWW]I1. Pour les A arithmétiques, le Théordme 3 résulte aussi bien du travail
de Shimura [Shi 2]; pour les A non - arithmétiqgues, la comparaison avec ces résultats de
Shimura (sur I', cette fois!) est possible a I'aide du plongement modulaire du Théoréme 1 .
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