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finitely many 4 in Y, iy) extends to a section of Ne INVEruDLE siear

) :L""E"_., on 5, and Is congruent to 0 modulo 1. In general this holds after
passing to a finite étale covering of § which trivialises ¥. It follows
that for every non-zero element y in ¥, T(y,¢(y)) extends to a section of
the invertible sheaf (c'xc¢)*Pq'|(,  on § and is congruent to zero
modulo 1.

6.3. Remark: Assume for simplicity that ¥ and ¥ are constant. The
trivialisations in (5] and (7} determine invertible fractional ideals ( =
Cartler-divisors) 1, (for (y,u) € ¥xX) and I, (for i € ¥) on S, which are
bilinear in (y,p) respectively quadratic in 4. Iy depends on the way we
descend [ to M, but the I, @re canonical. That is we obtain a bilinear
form B: Yx¥ — Div(S] which & priori depends on &, but we shall see later
that is does not. Bly,$(ul] is positive for any non zero yev, and B
measures the denominators of v ¥ — GIK). As the form B is often easier
to describe than the whole set of data above, it will be very important
in the following.
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Principe de Hasse cohomologique

Uwe Jannsen

Le principe de Hasse (ou principe local—global) qui nous intéresse ici a pour modéle le

théoréme de Brauer—Hasse—Noether disant que 1'application

Br(K) — ® Br(K )

est injective pour tout corps de nombres K . Ici, Br(F), pour un corps F , désigne le
groupe de Brauer, classifiant les algébres 3 division sur F (ou, encore, les algeébres
centrales simples sur F ), v parcourt I’ensemble des places de K, Kv est le complété de
K en v, et l'application est induite par les restrictions.

En combinant ce théoréme avec 'injectivité de
2 2
KX — T TK/(0)

on déduit le théoréme de Hasse—Minkowski, donnant un principe local—global pour les
formes quadratiques sur K [La] Ch. 6.3. Comme corollaire on obtient le théoréme de
Lagrange—Hilbert—Siegel: toute somme de carrés dans K est somme d’au plus 4 carrés.

Kato [Ka] a prouvé la généralisation suivante.

Théoréme 1 (Kato) Si F est un corps de fonctions d'une variable sur un corps de nombres

K , alors I'application
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H3(F,q/1(2) — © E3(F-K_,Q/1(2))

induite par>1es restrictions est injective.

Ici, on a posé Q/I(r) =lim ,uzr comme d’habitude, o 4 ‘désigne le module
n

galoisien des racines n—iémes de 1’unité dans une cldture algébrique K de K. (Cest Q/Z
comme groupe abélien, avec action de Galois par f , puissance r—iéme du caractére
cyclotomique). Ici encore, v parcourt ’ensemble des places de K , et Kv est comme
ci—dessus.

Notons la description cohomologique du groupe de Brauer:
2 X 2

Br(K) = H*(K,K") —— H*(K,s) ,
u = Q/I(1) étant le module de toutes les racines de I'unité dans K ( g =—— K* induit
un isomorphisme en H2 , car Kx/,u est uniquement divisible et donc cohomologiquement
trivial). Ainsi, on peut reformuler le théoréme de Brauer—Hasse—Noether comme
linjectivité de

2 2

v

D’autre part, pour F comme plus haut, I’application

Br(F) — T T Br(F-K )

n’est pas injective en général: Si X est une courbe lisse projective sur K avec corps de

fonctions F, et si X a un point K—rationnel, alors que le noyau est isomorphe 3
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111 (K,J(X)) , groupe de Tate—Safarevi¢ de la Jacobienne J(X) de X.

Il n’y a pas (encore) d’interprétation de H3(F,Q/ I(2)) comme pour H2(K,Q/ (1))
en termes du groupe de Brauer. Néanmoins Kato a déduit des applications similaires de son
théoréme: des principes de Hasse pour les normes réduites de certains corps de quaternions
sur F et pour certaines formes quadratiques, A savoir les formes de Pfister en 8 variables.
Comme Colliot—Théléne 1’a observé, cela suffit pour démontrer que toute somme de carrés
dans F est somme d’au plus 7 carrés ([Ka], appendice).

Pour démontrer le théoréme 1, Kato utilise la théorie du corps de classes supérieure
et 1a K—théorie algébrique. Nous pouvons donner une autre preuve, avec une méthode qui

fournit la généralisation suivante.

Théoréme 2 Si F est un corps de fonctions en deux variables sur un corps de nombres,

alors ’application de restriction

m4(F,Q/1(3)) — @ HY(F- K,.Q/L(3))

est injective.

Comme Colliot—~Théléne me 1'a fait observer, on en déduit encore (en utilisant des
résultats de Merkuriev, Suslin, Jacob, Rost) un principe de Hasse pour des formes de
Pfister, maintenant 4 16 variables, et de 13, I’application suivante:

Corollaire Toute somme des carrés dans F est somme d’au plus 8 carrés.

Dans ce qui suit nous indiquons les idées, les détails paraitront ailleurs. Seulement

pour le théoréme 1 nous donnons une preuve compléte ici, aussi élémentaire que possible.



Plus précisement nous prouvons I’énoncé suivant, oii la partie a) découle déja des résultats

de Kato ([Ka] Thm. 0.6).

Théoréme 1/ Soit K un corps de nombres et X/K une courbe lisse, projective,
géométriquement intégre, de corps de fonctions K(X) =F .

a) On a une suite exacte

0 — H3(F,Q/Z(2)) — ® B3(F-K,,Q/L(2)) — 9X| QL2 QT —0 ,

ol |X| désignel’ensemble des points fermés de X et I’application X est donnée par la
somme.

b) Si r# 2, alors on a un isomorphisme

H(F,Q/I(r)) ~— ® B3(F-K_Q/I(r)) .

VD

Preuve Pour tout Gal(F/F)-module discret de torsion M on a les suites spectrales de
Hochschild—Serre

EDA = BP(K,BYFR;M)) 3 EPTYFM)

DA = BP(K ,HYFRM)) 2 BPYYFK M) ,

induites par le diagramme de corps



identifiant Gal(FK/F) & Gal(K/K), Gal(FK /FK ) a Gal(K /K ) et Gal(F/FK) a
Gal(FK;/FKV) respectivement, de sorte que HYFK M) o Hq(FKv,M) . 11 est bien connu
que la dimension cohomologique de FK est cd(FK) =1 ( FK étant le corps de fonctions
de X, courbe sur le corps algébriquement clos K ). Ainsi Hq(FK,M) =0 pour q> 1.
Si K est totalement imaginaire, alors cd(K) = 2 2 cd(K) pour toute place v, et

les suites spectrales donnent des isomorphismes

B3 (F M) » B(K, H(FR,M)) |

B3(FK M) ¥ B¥(K H(FK,M)) .

Donc I’application restriction f: H3(F,M) —TT H3(FKV,M) g'identifie & I’application
v
g: H2(K,H1(F,K,M)) —s T T H2(KV,H1(FK,M)) . En particulier, f prend ses valeurs
v
dans la somme directe ® C T |, puisque c’est vrai pour g .

v v

Pour K un corps de nombres quelconque, on a néanmoins le résultat suivant:

Lemme 1 Dans le diagramme commutatif



BF,M) L —en¥rk M)

|

Bk, B (FK , M)) £ e BY K B! (FKM))

ou les applications verticales proviennent des suites spectrales de Hochschild—Serre, les

applications horizontales (induites par les restrictions) ont méme noyau et conoyau.

Preuve Puisque HY(FK,M) =0 pour q# 0,1, il est bien connu que les suites spectrales

donnent des suites exactes longues (0@l nous avons supprimé les coefficients M )

..—rHl(K;H 1 rr))—B3K, 1% (FR) )— B3 (F)— B2 (K, B{(FR))—B* (K, BY(FR))-.

ls' l | le |

1 1 8’ 13 0 3 2 1 O 4 0
E’I(..—»H (K,,H (FR)YSHY(K , H(FR)-H® (FK_)»H*(K _,H (FK))%H* (K ,H (FK))>.)
(cf. [CE] XV 5.11), jointes par les applications restriction comme indiqué. Le diagramme
est commutatif par naturalité. Puisque Hp(K v’N) =0 pour v non archimédien et
p 2 3, pour tout module {discret) de torsion N , il s’ensuit que P’application f, tout
comme g, prend ses valeurs dans la somme directe.

Pour tout module de torsion N, on a des isomorphismes

P ~ P - P
HP(K,N) =~ ? HP(K ,N) = va HP(K ,N)

pour p 2 3 ([Mi 2} I4.10), et la fléche



.

HP(K,N) —— T HP(K,N)
V|o

est surjective pour p = 1,2 (loc. cit I 4.16 pour p =2, et loc. cit I 9.8 (b) ou [Neu] (6.4)

pour p=1). Par conséquent, Im dg =Im & et Im 8’g’ =Im 8’ , et l’assertion du

lemme en découle par une chasse au diagramme.

En tout cas, pour le théoréme 1/ il suffit de calculer les noyau et conoyau de

I’application restriction

M EAKENERG/I()) —— @ BAK B (FR.Q/I()

Le probléme est donc encore de prouver un principe local—global pour le corps de nombres
K , mais avec, au lieu de Q/Z (1), le module plus compliqué HI(FK,Q/H(r)) . Rappelons

que F est le corps de fonctions de la courbe projective lisse X/K . De 13,
(2) H(FR.Q/1()) = Lim B (TQ/0)) |

ot U parcourt I’ensemble des courbes ouvertes U contenues dans X, U=1U ®K K, et

B (U,Q/Z(r)) = lig HL,(U427) et la cohomologie étale.
n

Remarque 1 De fagon plus élémentaire, H'(U,Q/Z(r)) = Hom(,(U,7), @/I(x)) , ot
7,(U,n) est le groupe fondamental (algébrique) de U avec point base 7 = Spec F,
cest~a—dire x,(U,7) = Gal(FU/FK) ,olt Fy; est I'extension maximale de F (dans F )
non ramifiée en dehors de points x € X\U . En ces termes, (2) devient immédiat,

compte—tenu de ce que Gal(F/F)=1lim Gal(F;/F) .



La suite exacte de cohomologie relative pour j: U = X donne une suite exacte
(3)
*
0— HI(X,Q/II(I')) iy HI(U,Q/H(I)) — Eg\UIndI:(x)(Q/H(r—l)) i, Q/Z(r-1) — 0 ,
X

ol «(x) désigne le corps residuel de x, IndI:(x) le module induit de x(x) & K
(cest—a—dire, de Gal(K/x(x)) & Gal(K/K)), et tr l'application "somme" ou
"augmentation" évidente. En effet, on a H%E}(X,Ql I(r)) =0 et

H{y (X.Q/1(r)) ¥ B({x},Q/L(x-1)) par pureté, HX(X,Q/L(r)) —— Q/L(r-1) via
I'application trace, et H2(V,Q/Z(r)) = 0, car V est affine ([Mi1] V§2). La
description de tr découle de la relation des isomorphismes de pureté et trace avec les

classes de cycles.

Remarque 2 11 est possible de déduire (3) purement en termes de cohomologie galoisienne,
par la description bien connue de wl(U,’r})ab et xl(X,ﬁ)a‘b ( Gab désignant le quotient
pro—abélien maximal d'un groupe pro—fini G ). |

Par exemple, la théorie classique des jacobiennes généralisées ([Se 1] V, VI § 12)

fournit un isomorphisme canonique (en particulier, Gal(K/K)—équivariant)
r (U —— T3
1\ ~ m '’

ol I’on a noté J_  la jacobienne généralisée associée au module m= ¥ P et
m PEX\U

TJ m=14 1i1 m Jm(K) [n] le module de Tate (total) de J_ . (Notation: pour un groupe (ou

groupe algébrique) commutatif G nous écrivons G [n] pour le noyau de G —=— G ).

Rappelons (loc. cit.) qu’il y a une suite exacte
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(4) -0 — (FK) -——ryeTvl [/ Oyeg\U(FK)y/(l—f-my) —J (K)—0,

(FK)y étant le complété de FK en y, et mg son idéal de valuation. En particulier, on a

une suite exacte

) 0—E — 8y — I (K) = IR) -0,

yeX\U

on J=J_ _,= Jac(X) est la jacobienne de X . Tous les groupes dans (5) sont divisibles,

par conséquent on obtient une suite exacte de modules de Tate

. A K- . .
(6) 0—Z(1)— ® Ind_, Z(1)—TJ —TJ—0,
: xEX\U K(x) o
ol i’(l) - TR*= lim by et A est I'application "diagonale" évidente. Par passage au
n

Q/Z(r)—dual on en déduit la suite (3) — notons que Hom(il(l),Q/ I(r)) = Q/Z(r-1) et que
rl(x,ﬁ)ab LTI (lecasol m=0).

*
Posons C = noyau(tr) = conoyau(j ) dans (3), puis B = Hl(U,Q/H(r)) et
A= HI(X,Q/ﬂ(r)) , de sorte qu’on a une suite exacte courte 0 — A —B —C —0.

Nous nous intéressons a ’application

2 L en2
By : (K M) ?H (K_.M)

dans le cas M = B (aprés quoi nous passerons 3 la limite sur tous les U ). Nous procédons

en six étapes:



- 10 —

1) 8 st un isomorphisme pour tout r € Z .
Cela résulte du th. 3 d) de [Ja 1], parce que A est divisible et que 1 # 2(r-1).

Remarque 3 Rappelons I'argument de poids qui est & 1a base du théoréme cité: Par la
dualité globale de Tate—Poitou,  €stun isomorphisme si et seulment si

H)(K,T) = 0 = ker(H'(K,T) — T H(K,T)) pour T = Hom(A,4) . Utilisant des idées de
A\ 4

Serre [Se 2], il n’est pas difficile de démontrer qu’il suffit pour cela que T soit pur de
poids w # 0 dans la terminologie rappelée plus bas. Evidemment c’est le cas si et
seulement si A est .pur de poids w’ ( =-2-w) # —2. Dans loc. cit. je renvoie 4 la
preuve de la conjecture de Weil pour le fait que A = HI(X,Q/ Z(r)) est pur de poids

1—2r . Mais pour un B! il suffit de citer le résultat classique de Weil (cf [Wei] et [Mu])
sur "’hypothése de Riemann" pour des variétés abéliennes. Reformulé en termes de poids il
dit que TJ est pur de poids —1 , de sorte que A = Hom('i‘ J,Q/L(r)) est pur de poids
1-2r et T = Hom(A,p) & T J(1-1) est pur de poids —3+2r (en notant comme
d’habitude M(n) = M @ Z(1)®" le twist d'un Z—Gal(K/K)—module M ).

2) H2(KV,A) =0 pour les places v non—archmédiennes, si r# 2.

C’est prouvé dans [Ja 1] Corollaire 7.

3)Si r#2 ) alors ﬂc est un isomorphisme et H2(KV,C) =0 pour v/}om.

Avec les arguments rappelés dans la remarque 3, 1a premiére assertion découle du fait que

C est pur de poids 2—2r # —2 (car Q/Z(r—1) a cette propriété). Si v jmw, H2(KV,C)
est dual de HO(KV,T) , pour T = Hom(C,x) , par dualité locale. En passant & une
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extension finie de Kv , 81 nécessaire, on se raméne au fait que
BY(K,,Bom(€/Z(—1),4)) = B(K . Z(2-)) = o
pour r # 2, car image du caractére cyclotomique y : Ga.l(Kv/Kv) —Ix est ouverte.

Voyons comment 1), 2) et 3) impliquent la partie ii) du théoréme 1’. On a un diagramme

exact commutatif

° H(K,,0) @ H(K, A) 0 B(K, B)~ & H(K),0)» e H(K,,
V|i® ®

R A

aY(K,C) —— H¥(K,A) —— H¥(K,B) —— H3(K,C) — — H(K,A)

Par1),2)et3), B, et Bn sont des isomorphismes. Mais 7M est bijectif et ap, est
sur jectif pour tout module de torsion M (cf. la preuve du lemme 1), d’ou le résultat par le

lemme des cingq.

4) Si r =2, on a une suite exacte

(7) 0 — H(K,C) %o BYK,C)— © Q/I—2—Q/I—0
: v x€X\U

ou ¥ est donné par la sommation.

Supposons r = 2. Alors par définition nous avons une suite exacte
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K
8 0—-C— @ Ind p—pu—0 .
(8) ex\u o)

Observons qu’il existe une suite exacte de tores sur K
(9) 0—T—T —T"—0

tel que la suite (8) est obtenu en prenant les sous—groupes de torsion dans la suite exacte

de groupes divisibles

(10) 0— T(K) — T'(R) — T"(K) —0 .
En effet, on peut trouver la suite (9) comme ceci:

‘ K T

K

ol Res P )G est la restriction de Weil de x(x) 3 K du groupe multiplicatif G sur

k(x) , et x est la somme des applications norme Resn(x)d} — G

Comme S(XK) modulo torsion est uniquement divisible pour tout tore S sur K ,ona
HP(K,C) = HP(K,T) pour p > 2, similairement pour les K , de sorte que (11) induit

un diagramme commutatif de suites exactes en cohomologie

0 —® H2(K_,C)—s o o Br(x(x) )_-» e Br(k)Lemd(k ,0)
N x€X\U w

o b e

0 —— H?(K,C)— ®  Br(x(x)) —— Br(K) ——H3(K,C)
x€X\U
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Ici, w parcourt (pour chaque x ) I’ensemble de places de x(x) , et rc(x)W est le complété

de x(x) en w. On a des zéros A gauche par Hilbert 80 (HI(K,Gm) =0= HI(KV,Gm)) .

Remarque 4 Rappelons que pour un tore S sur K on a par définition

K K
HP(X,S) = HP(K,S(K)) , et que (Resn(x) 6 )K) = Indn(x) K*, de sorte que (10)
devient

K X X
13 : 0— T(RK)— @ Ind KF— K" —0
(13) ( x€X\U % (x)

(similairement pour les K_ ).
Pour éviter les tores, on pourrait obtenir le diagramme (12) en prenant directement la
cohomologie de (8). Pour déduire les zéros & gauche, on note que l’application

0\ Hl(fc(x),p) - HI(K,,u) est surjective (similairement pour les suites locales): elle
xeX\U

est induite par les corestrictions, et pour toute extension finie L/K I’application
corestriction Hl(L,p) — HI(K,p) est surjective. En effet, elle s’identifie & I’application
norme Ny /K ®id: L*® Q/I — K* ® Q/T par la théorie de Kummer, et le conoyau de

NL/K L* —— K* est de torsion.
Considérons le diagramme (12): 7c et bijectif, eton a Im §=1Im 4 " (mémes

arguments que dans la preuve du lemme 1), de plus 8’ et A" sont injectifs d’aprés le

théoréme de Brauer—Hasse—Noether. Ceci fournit l’injectivité de ﬂC et une suite exacte

(14) 0— conoyau(ﬂc) —iconoyau(fS’) 2—» conoyau(S") — 0 .

Rappelons d’autre part que le théoréme de Brauer—Hasse—Noether dit encore qu’il y a une
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suite exacte

0 — Br(K) — @ Br(Kv) —Q/L—0
v

(et des suites analogues pour les x(x) ), oi la fléche Br(K_ ) — Q/Z est V'invariant de la

théorie du corps de classes. De plus on a un triangle commutatif pour toute place w de

/-Q/Tl\

Br(x(x) _cor, Br(K,)

k(x) au—dessus de v

ou ’application en bas est la corestriction. Comme par définition le morphisme =, dans
(12) est induit par les corestrictions, on voit que la fléche x, dans (14) peut étre

identifiée avec I’application de sommation

@ I/ a,
YT

d’ol la description voulue du conoyau () -

5) Si S désigne ’ensemble fini des places de K oi X a mauvaise réduction, alors

H*(K ,A) =0 pour v£S’ =SU {v|o}.
C’est prouvé dans [Ja 1] § 7 (la preuve du th. 5 dans loc. cit. vaut aussi pour £ = 2).

Remarque 5 La preuve du résultat suivant est plus simple: Si, pour un nombre premier £ ,
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A{L} désigne la composante £—primaire de A , alors H2(KV,A{£}) =0 pour
vESU{v|w} U{v|2L} (cela résulte de la dualité locale:

BY(K ,A{L}) = HO(KV,TLJ(—I))* , et du théoréme de Weil cité dans remarque 3). Cette
version affaiblie de 5) suffit, quand on traite les composantes £—primaires de B une i une

dans ce qui suit.

Par 5) la suite 0 — A — B — C — 0 induit un diagramme commutatif avec des lignes

exactes

1 2 2 2 8 & w3
vzs’H (xv,c)_.ve CH°(K_,A)-® H*(K_,B)»® H*°(K_,C)S@HK_,A)-

(15) .Iac IﬂA v {ﬁB v VC Y {m

H'(K,C) —— H2(K,A)— H?(K,B)— HZ(K,C)— HY(K,A)~,

ou A8 A €t 7, sont des isomorphismes, ainsi que 1R H3(K,B) —® H3(KV,B) qui
v

devrait figurer verticalement & droite du diagramme. Ceci joint A la surjectivité de e,
qu’on va prouver dans un moment, implique que noyau(fg) = noyau(8) et
conoyau(fg) = conoyau(f,) . Par 4) nous obtenons une suite analogue  (7), avec

B= HI(U,Q/H(2)) i la place de C. Compte—tenu de (2), ceci prouve le théoréme 1/ a),

par passage a la limite sur les U . Il reste donc 3 prouver:
6) ap est surjectif.

La théorie de Kummer pour le tore T (c’est—a—dire le systéme des suites exactes

0 — C[n] — T 25T — 0) donne un diagramme commutatif exact
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1 1
0— ® T(K ) ®QZ— ® H(K_,C)— ® H(K_,T)—0
vES’ (Ky) / vES’ v vES’ v

(16) [QT [ac IaT
0— T(K) ® Q/Z ——— H(K,C) —— HY(X,T) —0 .

Lemme 2 Pour tout ensemble finis S’ de places de K et tout tore T sur K,

I’application de restriction

wp: T(K)®Q/I— ® T(K )®Q/T
vES’

est surjective.

Preuve -Cest clair pour T =G (approximation faible) et donc pour tout "tore induit"

K
ResL

G o Pour L/K une extension finie. Comme tout tore est quotient d’un produit de
tores induits, le lemme en résulte — noter que N ® Q/Z = 0 pour tout groupe de torsion

N.

Il reste & prouver que an, est surjectif. Mais la suite (11) induit un diagramme

commutatif exact de cohomologie

e o @ s(x)*— ® K‘'—0 ® HI(K_,T)——0
veES’ x€X\U w|v ¥ ves’ ¥ ves’ v
w 1] o
® x(x)* , KX 5 BN K, T) ——0
x€X\U

ou I’application m(x);‘r —_ K: , pour w|v, est la norme. Comme l’image de cette norme
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est ouverte d’indice fini dans K’,'f , la surjectivité de aq découle du théoréme

d’approximation faible par K .

Esquissons la preuve du théoréme 2. Par des considérations similaires mais un peu

plus compliquées on montre 1a généralisation suivante du lemme 1.

Lemme 1’ Soit F un corps de fonctions en d variables sur le corps de nombres K . Les

noyaux (resp. conoyaux) des applications restriction

1442(F M) — @ B4 YrK M)
\'
et HY(K,BY(FR M) — @ BY(K ,HYFRM))
v

s’identifient pour tout Gal(F/F)—module de torsion M , via les suites spectrales de
Hochschild—Serre.

Comme précédemment on choisit une variété projective lisse X sur K de corps de
fonctions K(X)=TF . Pour d =2, X est une surface. La considération de la limite (2) et

de la suite de cohomologie relative (3) est remplacée par la suite spectrale de Bloch—~Ogus
[BO]

(18) EDd = HE (V,#%(r)) 2 HP+q(V,Q(zz(r))

pour une sous—variété ouverte V C X convenable. Ici, S#(r) est le faisceau (pour la

topologie de Zariski sur V ) associé au préfaisceau
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U > BYT,Q/2(r)) -
Si V est affineet d =2, on a alors
2 (V,#%(r)) = BYV,Q/1(r)) =
Hy o (V,#%(r)) = B(V.Q/(1)) = 0

par le théoréme de Lefschetz faible [Mi 1] VI 7.2, et on obtient un diagramme commutatif

exact

C, — @ (2)Ind!C x)Z.!/If(r-2)

(19) C =
. x€V

T xEV( 1)

Hy, (V, #(r)) >HA(FR,Q/I(x D)@ (1 )Hl(x,(x)eK,Q/zz(r-1));zg(z)xndﬁ(x)o/n(r-z)

Hy (V,H#(r) <—s A — 2 A

ot V) est Iensemble des points de V de codimension i,etou A = Hl(Yx,Q [L(r-1))
pour une courbe lisse projective {non nécessairement géométriquement irréductible) Y

sur K de corps de fonctions x(x) . De plus, on a une suite exacte
0—Hy (V,# (1) — BYV,Q/L(r)) — By, (V,#(r)) =0 .

On démontre d’abord un principe de Hasse pour A , utilisant la généralisation

suivante du th. 3 de [Ja 2]:
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Théoréme 3 Soit K un corps de nombres et £ un nombre premier. Si A = (Q,/Z,)™
est muni d’une action de Gal(K/K) mixte de poids # —2, alors 'application restriction

donne un isomorphisme

BY(KA) ~—®HK ,A)= @  HXK_A) .
v v mauvai se
ou vijt

Rappelons les notions de représentation mixte de Gal(K/K) (cf. [De] 1.2 et 3.4.10) et de
mauvaise place. A priori c’est une propriété d’une Q,—représentation V de Gal(K/K)
(c’est—a—dire, d'un espace vectoriel de dimension finie sur Qy avec action continue de
Gal(K/K) ). Nous étendons la définition de fagon évidente & un module comme A
ci~dessus, ou & un Z,—module libre de type fini T avec action continue de Gal(K/K), en
disant que A (resp. T ) est pur de poids w ou mixte, si ToA QEQ Qﬂ (resp.

T azza Qp ) l'est, oi TyA = 111'1111 A["] est le module de Tate de A .

Définition 1 a) V est appelé pur de poids w , 8'il existe un ensemble fini S J {v|w} de
places de K (I’ensemble de places "mauvaises") tel que V est non—ramifié en dehors
SU {v]L} et tel que pour toute place v £ S, v } £, les valeurs propres a du Frobenius

arithmétique p, en v agissant sur V sont des nombres algébriques avec

W
2z

loa| =q,

pour tout plongement ¢ : { —— C , o1t q, est le cardinal du corps résiduel en v.

b) V est mixte, §'il posséde une filtration avec des quotients purs.

Exemples i) 9, opeére sur ,uﬁm =Q / Ila(l) comme puissance qv—iéme et multiplication
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par g respectivement. De 13, QR,/ Eﬂ.(l) est pur de poids -2, et Qﬂ./ ﬂt(r) =lim pﬂgr
n

est pur de poids —2r.
ii) Selon la preuve de la conjecture de Weil par Deligne, le groupe de cohomologie étale en

dimension i
Hi(X,QQ) = (lim H{(X,Z/L°T)) eya ¢
n

est pur de poids i,si X est une variété lisse et projective sur K (en utilisant le théoréme
de changement de base propre, cf. 1a preuve du lemme 3 de [J é. 1]).

iii) Si X est comme dans I’exempleii) et V C X est le complément d’une section
hypersurface lisse Y C X, alors Hi(V,QPJ) est mixte de poids i et i+1 . Cela découle de

la suite de Gysin

. — H(X,Q,) — B(V,q,) — BN(V,q,(-1) —» BH(X,qQ) .

En particulier, si V C X est choisi comme dans I’exemple iii), le module A dans
(19) est une limite inductive des modules mixtes de poids 2-2r et 3-2r. Le théoréme 3
implique alors le principe de Hasse désiré pour A danslecas r=3.

Ensuite on prouve que H2(K,C) — @ H2(KV,C) est injéctif et que
v

Hl(K,C) — ?S’ Hl(Kv,C) est surjectif pour n’importe quel ensemble fini S’ de places
v

de K . Pour cela on utilise le fait analogue pour les C_ (démontré dans la preuve du

théoréme 1) et la suite

K
o o
0—=C— xEV(l) C,.— xEV(2) Indn(x)"‘ —0
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ou bien une suite correspondante de tores.

Les propriétés énoncées de A et C impliquent comme précédemment I’injectivité de

HZ(K,H(FK,Q/1(3))) — ® BX(K . H*(FR,Q/L(3))) -

Indiquons brié¢vement la démonstration des corollaires sur les formes de Pfister et les
sommes de carrés. Désignons, pour des éléments a, b dans un corps L de caractéristique
différente de 2, par (a,b) la forme quadratique ax? + by2 » et, POUr a,,...,3 € LX, par
((a),8,)) laforme de Pfister en 2" variables (1,—a;) ® (1,—a,) ... ® (1,-a ) . Par
un résultat obtenu indépendamment par Merkuriev—Suslin et Jacob—Rost ([MS], [JR])
ona ((al,...,a4)) = 0 (dans ’anneau de Witt de L ) si et seulementsi a, U...Ua, =0
dans H4(L,p§4) , olt I’on identifie a € L:":/(Lx)2 avec son image par I’isomorphisme de

2 ~ 1
Kummer L*/(L*)* =—H (L) -
En utilisant I'isomorphisme de Merkuriev—Suslin—Rost ([MS] Th. 5.7)

K3 (L)/2 = B(Luy”)

(ot KI,\.?(L)' désigne le groupe de K—théorie de Milnor), on prouve l’injectivité de
HY(L,45%) = BY(L,Q,/7,(3)) . Par conséquent, le théoréme 2 implique I'njectivité de

4 4
v

si F est un corps de fonctions en 2 variables sur le corps de nombres K (notons

I’isomorphisme pgs o p§4 ). Combiné avec le résultat précédent ¢ca donne le principe de

Hasse: la forme de Pfister sur F ((al,a2,as,a4>) est nulle si et seulement si elle I’est sur
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FKv pour toute place v de K.

Il est bien connu qu’'un élément {f dans un corps L comme avant est somme de 8
carrés si et seulement 8i 0 = 8(1,—f) = ((f,-l,—l,—l)) ([La.] Ch. 11 Prop. 1.3). De plus
on sait que toute somme de carrés dans les FKv est somme d’au plus 8 carrés (pour le cas
non—trivial des places archimédiennes on utilise un théoréme de Pfister). Par le principe de

Hasse qu’on a prouvé on déduit le méme résultat pour F .
Remarque 6 La conjecture naturelle est que I’application restriction

B42(r,q/2(d+1)) — @ BITHFK ,Q/2(d+1))

est injective pour un corps de fonctions en d variables sur un corps de nombres k ; c’est
donc prouvé pour d = 0,1,2 , mais pas connu pour d 2 3. Notons que la conjecture

découlerait d’une conjecture de Kato ([Ka] Conj. 0.4).

Je remercie Y. André de son aide concernant la version frangaise du texte, et J.—L.

Colliot—Théléne pour plusieurs remarques utiles.
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