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finitely many ~ In Y, l,vlhJJ extendS to a s~ctlon or tne InVerl:IDl.l:' ::i11l:Or

,~,..t-1~ on S, and 15 congruent to 0 modulo I. In general thls holds after
passing to a finite etale cevering of 5 which trlvlalises Y. It fellows
that far every non-zero element y in Y J ~(~L4>(Y)) extends to a section of
the invertibLe sheaf (C'xC<Pl*~A-1hYI y) on 5 end is congruent to zero
modulo 1.

6.3. Aemark: Assume far simplicity that X and Y are constant. The
tnviaLisatlons in (51 end (71 determine- K1vertible fractional ide~ls ( =

Cartler-dlvisors) Iy,,,,- (for (y,~) € YxX) and,Iy (far y € Y) on S, whlch are
bilinear in (YJjJ.) respectiveLy quadratic in y. Iy depends on the way we
descend I to m., but the Iy,,,,- are canonical! That is we obtain abilinear
form 8: yxX ~. DiviS) which e priori depends on 1:" but we sh~lL see Later
that is does not. S(y,4>(y)) ls positive far any non zero y€Y, end B
measures the denominators of l: Y -+ G(Kl. As the form 8 is often easier
to describe than the whole set of d8ta above, it wilL be very important
in the follawing.
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Principe de Hasse cohomologique

Uwe Jannsen

Le principe de Hasse (ou principe local-global) qui nous interesse ici a pour modele le

theoreme de Brauer-Hasse-Noether disant que l'application

Br(K) --+ mBr(K )
v v

est injective paur tout corps de nombres K. lci) Br(F) , pour un corps F, designe le

graupe de Brauer, classifiant les algebres adivision sur F (OU, encore, les algebres

centrales simples sur F), v parcourt l'ensemble des places de K ,Kv est le complete de

K en v, et l'application est induite par les restrietions.

En combinant ce theoreme avec l'injectivite de

on deduit le theoreme de Hasse-Minkowski, donnant un principe local-global paur les

farmes quadratiques sur K [La] Ch. 6.3. Comme corollaire on obtient le theoreme de

Lagrange-Hilbert-Siegel: toute samme de carres dans K est somme d'au plus 4 carres.

Kato [Ka] a prouve la generalisation suivante.

Theoreme 1 (Kato) Si Fest un corps de fonctions d'une variable sur un corps de nambres

K , alors l'appllcation
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H3(F,~/1l(2)~ E9 H3(F. Kv,~/1l(2))
v

induite par les restrietions est injeetive.

lei, on a pose ~/ll(r) = lim p.'iJr eomme d'habitude, Oll p. "designe le module
-~ n nn

galoisien des racines n-iemes de l'unite dans une clöture algeb!ique K de K. (C'est 4)./1l

eomme groupe abelien, avec action de Galois par Xr , puissanee r-ieme du ca.ractere

eyclotomique). lei eneare, v pareourt l'ensemble des places de K J et K est comme
v

ci-dessus.

Notons la description eohomologique du graupe de Brauer:

p. = ~/71(1) etant le module de toutes les racines de l'unite dans K (p.~ KX induit

un isomorphisme en H2 , car KX
/ p. est uniquement divisible et done eohomologiquement

trivial). Ainsi, on peut reformuler le theoreme de Brauer-Hasse-Noether eomme

l'injectivite de

D'autre part, paur F eomme plus haut, l'application

Br(F)~n Br(F •K )
v v

n'est pas injeetive en general: Si X est une eourhe lisse projeetive sur K avec corps de

fonetions F J et si X a un point K-rationnel, alors que le noyau est isomorphe a
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ill (K,J(X)) , groupe de Tate-Safarevic de la Jacobienne J(X) de X.

TI n'y a pas (encore) d'interpretation de H3(F,~/1l(2)) comme pour H2(K,~/1l(1))

en termes du groupe de Brauer. Neanmoins Kato a deduit des applications similaires de son

theoreme: des principes de Hasse pour les nonnes reduites de certains corps de quaternions

sur F et pour certaines formes quadratique8, asavoir les fonnes de Pfister en 8 variables.

Comme Colliot-TheIene l'a observe, cela suffit pour demontrer que toute Bomme de carres

dans Fest somme d'au plus 7 carres ([Ka], appendice).

Pour demontrer le theoreme 1, Ka.to utilise la theorie du corps de classes superieure

et la K-theorie algebrique. Nous pouvons donner une autre preuve, avec une methode qui

fournit la generalisation suivante.

Theoreme 2 Si Fest un corps de fonctions en deux variables sur un corps de nombres,

alors I'application de restriction

est injective.

Comme Colliot-TheIene me l'a fait observer, on en deduit encore (en utilisant des

resultats de Merkuriev, Suslin, Jacob, Rost) un principe de Hasse paur des formes de

Pfister, maintenant a 16 variables, et de la, l'application suivante:

Corollaire Toute somme des carres dans F est somme d'au plus 8 carres.

Dans ·ce qui suit nous indiquons les idees, les details parai tront ailleurs. Seulement

paur le theoreme 1 nous donnons une preuve complete ici, aUBsi elementaire que possible.



-4-

Plus preosement nous prouvons l'enonce suivant, ou la partie a) decoule deja des resultats

de Kato ([Ka] Thm.0.6).

Theoreme l' Soit K un corps de nombres et X/K une courbe lisse, projective,

geometriqu~ment integre, de corps de fonctions K(X) = F .

a) On a une suite exacte

ou IX I designe l'ensemble des points fermes de X et l'application ~ est donnee par la

somme.

b) Si r *2 , alors on a un isornorphisme

Preuye Pour tout Gal(F/F)-module di~cret de torsion M on ales suites spectrales de

Hochschild-Serre

E~Jq = HP(K,Hq(FK;M)) ~ HP+q(F,M) ,

EP,q = HP(K Hq(FK M)) ~ HP+q(FK M)
2 v' I v' ,

induites par le diagramme de corps
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/
FK

F IV

1/K/
K FKy v

FK

/
K FKy

/
v

K F

identifiant Gal(FK/F) a Gal(K/K), Ga1(FKy/FKy) a Gal(Ky/Ky) et Gal(F/FR) a

Gal(FK;/FKv) respectivement, de sorte que Hq(FK,M) ~ Hq(FKy,M) . TI est bien connu

que la dimension cohomologique de FK est cd(FK) = 1 (FK etant le corps de fonctions

de X I courbe sur le corps algebriquement dos K). Ainsi Hq(FK,M) = 0 pour q > 1 .

Si K· est totalement imaginaire, alors cd(K) = 2 ~ cd(Ky) pour toute place y I et

les suites spectrales donnent des isomorphismes

Done l'application restrietion f: H3(F,M) ---i n H3(FK ,M) s'identifie ä,l'applicationy
y

g : H2(K,H1(F,K,M)) ---i n H2(Ky,H1(FK,M)) . En particulier, f prend ses valeurs
y

dans la somme directe m(. n ,puisque c'est vrai paur g.
y y

Pour K un corps de nombres quelconque, on a neanmoins le resultat suivant:

Lemme 1 Dans le diagramme commutatif
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ou les applications verticales provienneni des suiies spectrales de Hochschild-Serre, les

applications horizontales (induites par les restrictions) ont meme noyau et conoyau.

Preuve Puisque Hq(FK,M) = 0 pour q t- 0,1 , il est bien connu que les suites spectrales

donnent des suites exactes longues (ou nous avons supprime les coefficients M)

(cf. [CE] XV 5.11), jointes par les applications restriction comme indique. Le diagramme

est commutatif par naturalite. Puisque HP(Kv,N) = 0 pOUI v non archimedien et

p ~ 3 , paur tout module (discret) de torsion N , il s'ensuit que I'application f, tout

comme g, prend ses valeurs dans la somme directe.

Pour taut module de torsion N ,on ades isomorphismes

panr p ~ 3 ([Mi 2] I 4.10), et la fleche
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est surjective poUI p = 1,2 (Ioc. cit I 4.16 pour p = 2 , et loc. cit I 9.8 (b) ou [Neu] (6.4)

paur p = 1 ). Par consequent, Im lJg = Im 8 et Im 8' g' ='Im 8' ,et I'assertion du

lemme en decoule par une chasse au diagramme.

En tout cas, pour le theoreme l' il suffit de calculer les noyau et conoyau de

I'application restriction

(1)

Le probleme est donc encore de prouver un principe local-global pour le corps de nombres

K , mais avec, au lieu de ~rD. (1), le module plus complique Hl(FK,~/ll(r)) . Rappelons

que Fest le corps de fonctions de la courbe projective lisse X/K . De la,

(2)

Oll U parcourt l'ensemble des courbes ouvertes U contenues dans X, U = U G:OK K , et

H1(U,~/1l(r)) = li~ H~t(U,Jl:r) et la cohomologie etale.
n

Remargue 1 De fa~on plua eIementaire, Hl(U,~/ll(r)) = Hom( ~1(U,11), ~/ll(r)} , ou

1r1(U,11) est le groupe fondamental (algebrique) de U avec point base 11 = Spec F J

c'est-a-dire "'1(U,11) = Gal(Fv iF1\) ,ou FU est l'extension maximale de F (dans F)

non ramifiee en dehors de points x E X\V . En ces termes, (2) devient immediat,

compte-tenu de ce que Gal(FIF} = !bm Gal(FViF} .
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La suite exacte de cohomologie relative pour j: U~ X donne une suite exacte

(3)

*o---i Hl(X,~jll(r))L H1(U,~jll(r)) ---i $ IndK( )(~jll(r-1)) ~ ~jll(r-1) ---i 0 ,
xEX\U K. x

on ...(x) designe le corps residuel de x, Ind~(x) le module induit de ...(x) a K

(c'est-a.--dire, de Ga1(Kj IC(X)) a. Ga1(K/K)) , et tr l'application Itsomme" Oll

"augmentation" evidente. En effet, on a H{X}(X,~j1Z(r)) = 0 et

2 X 0 2H{i}( l~j1Z(r)) ~ H ({i},~j1Z(r-1)) par purete, H (X,~j1Z(r))~ ~/1Z(r-1) via

l'application trace, et H2(V,~/1l(r)) = 0 ,car V est affine ([Mi 1] V § 2). La

description de tr decoule de la relation des isomorphismes de purete et trace avec les

classes de cycles.

Remaraue 2 TI est possible de deduire (3) purement en termes de cohomologie galoisienne,

par la description bien connue de 1r1(U,~ab et 1r1(X,fi)ab (Gab designant le quotient

pro-abelien maximal d'un groupe pra-fini G).

Par exemple, la theorie classique des jacobiennes generalisees ([Se 1] V, VI § 12)

fOUInit UD isomorphisme canoniqne (en particulier, Gal(KjK)--equivariant)

Oll l'on a note J la jacobienne generalisee associee an module m = E P et
A m PEX\U

T Jm = !~m Jm(K) [n] le module de Tate (total) de Jm . (Notation: ponr UD groupe (au

groupe algebrique) commutatif G nous ecrivons G [n] pour le noyau de G~ G ) .

RappeIons (loc. cit.) qu'il y a une suite exacte
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(4)

(FK)y etant le complete de FK en y, et my son ideal de valuation. En particulier, on a

une suite exacte

(5) o~ KX
~ m I'(y)x -+ J (K) -+ J(K) -+ 0 ,

yEX\U m

ou J = Jm=O = Jac(X) est la jacobienne de X. Tousles groupes dans (5) sont divisibles,

par consequent on obtient une suite exacte de modules de Tate

(6)
A A k A A A

0-+ 11(1) -----+ EB Ind ...t )11(1) -+ T J -+ T J -+ 0 ,
xEX\U ~x m

ou lz(1) = TKX = ! im jJ et & est l'application "diagonaleIl evidente. Par passage au
n n

A

~/l1(r)-dual on en dMuit la suite (3) - notons que Hom(11(1),Q/11(r)) = ~/11(r-1) et que

'K1(X,1j)ab~ TJ (le cas ou m = 0 ).

Posons C = noyau(tr) = conoyau(j*) dans (3), puis B = Hl(U,~/l1(r)) et

A = H1(X,~/11(r)) I de sorte qu'on a une suite exacte courte 0 -+ A -+ B~ C ---+ 0 .

Nous nous interessons al'application

~ : H2(K,M) -----+ EB H2(KvIM)
v

dans le cas M = B (apres quoi nous passerons ala limite sur tous les U). Nous procedons

en six etapes:
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1) ßA est un isomorphisme pour tout r E 1I. .

Cela resulte du th. 3 d) de [Ja 1] , parce que A est divisible et que 1 f 2(r-l) .

Remargue 3 Rappelonsl'argument de poids qui est ala base du theoreme cite: Par Ia

dualite globale de Tate-Poitou, ßA est un isomorphisme si et seulment si

HO(K,T) = °= ker(H1(K,T) --t TI H1(K,T)) pour T = Hom(A,j-') . Utilisant des idees de
v

SeITe [Se 2] , il n'est pas difficile de demontrer qu'il suffit pour cela que T soit pur de

poids W f ° dans la terminologie rappelee plus bas. Evidemment c'est le cas si et

seulement si A est pur de poids w' (= -2-w) f -2 . Dans loc. cit. je renvoie ala

preuve de l~ conjecture de Weil pour le fait que A = H1(X,~/1l(r)) est pur de poids

1-2r . Mais pour un H1 il suffit de eiter le resultat classique de Weil (cf [Wei] et [Mn])

sur "l'hYJX>these de Riemann" pour des varietes abeliennes. Reformule en termes de poids il
A A

dit que T J est pur de poids -1 , de sorte que A = Hom(T J,~/ll(r)) est pur de poids
A

1-2r et T = Hom(A,j-') ~ T J(l-r) est pur de poids -3+2r (en notant comme

d'habitude M(n) = M S lL(l)~ le twist d'un lL-Gal(K/K)-module M).

2) H2(Kv,A) = 0 pour les piaces v non-archmewennes, si r f 2 .

C'est prouve dans [Ja 1] Corollaire 7.

3) Si r f 2 ,alors ßC est un isomorphisme ei H
2
(Kv'C) = °pour v ~ (I) •

Avec les arguments rappeIes dans la remarque 3, la premiere assertion decoule du fait que

C est pur de poids 2-2r f -2 (car ~/1l(r-1) a cette propriete). Si v ~ (1), H2(KvIC) '..

est dual de HO(K ,T), pour T = Hom(C,j-') J par dualite Ioeale. En passant a. unev
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extension finie de K J si necessaire, on se ramene au fait quev

pour r =F 2 , car l'image du caractere cyclotomique x: Gal(Ky/Ky)~ iIx est ouverte.

Voyons comment 1),2) et 3) impliquent la partie ü) du theoreme l' . On a un diagramme

exact commutatif

Par 1), 2) et 3), ßA et ßC sont des isomorphismes. Mais 7M est bijectif et QM est

surjectif pour tout module de torsion M (cf. 1a preuve du 1emme 1), d'on le resultat par le

1emme des cinq.

4) Si r = 2 , on a une suite exacte

(7) o----I W(X,CjG I $2(G) ----I $ 0ID ~ I ~/D ----I 0
v y xEX\U

on ~ est donne par la sommation.

Supposons r = 2 . A10rs par definition nous avons une suite exacte
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o--+ C --+ fB IndK()/J --+ /J --+ 0
xEX\U " x

Observons qu'il existe une suite exaete de tores sur K

(9) 0--+ T --+ T' --+ TU --+ 0

tel que la suite (8) est obtenu en prenant les sous-groupes de torsion clans la suite exacte

de groupes divisibles

(10) o--+ T(K) --+ T I (K) --+ TI!(K) ---t 0 .

En effet, on peut trouver la suite (9) comme ceci:

(11) 0--+ T --+ E9 ResK()01 ~ 01 --+ 0 )
xEX\U K. x m m

Oll ReSK()Gi est la restrietion de Weil de ~x) a. K du groupe multiplicatif (Jj SUT
K.X m m

,,(x) ,et 11" est la somme des applications norme Res~(x)lGm -+ lGm .

Comme S(K) module torsion est uniquement divisible pour tout tore S sur K) on a

HP(K,C)~ HP(K,T) POllt p ~ 2 , similairement pour les Kv ) de sorte que (11) induit

un diagramme commutatif de suites exactes en cohomologie

O----tfBH 2 (K ,C)--+ fB
~*

Br (K )~mH3( K ,C)EIl Br(K.(x) )-----tS
v v xEX\U W v v v

W v

(12) Ißc Ißt Iß" I1C

0 • ~2(KJC)-----i E9 Br(It{x)) , B r (K) 3.H (K,C) .
xEX\U



-13-

1ci, w parcourt (pour chaque x) I'ensemble de places de Jt(x) , et K(X)w est le eomplete

de K(X) en w. On a des zeros agauche par Hilbert 90 (H1(K,(Gm) = 0 = H1(Kv'@m)) .

Remargue 4 Rappeions que pour un tore S sur K on a par definition

HP(K,S) = HP(K,S(K)) , et que (ReS~(x) Gim)(K) = Ind~(x) KX
, de sorte que (10)

devient

(13)

(similairement pour les Kv )'

Pour eviter les tores, on pourrait obtenir le diagramme (12) en prenant direetement la

cohomologie de (8). Pour deduire Ies zeros agauche, on note que I'application

m H1(1t(x),J.') ----+ H1(K,J.') est surjective (similairement pour Ies suites Ioeales): elle
xEX\U

est induite par les corestrietions, et pour toute extension finie L/K l'applieation

corestriction H1(L,tl) ----+ H1(K,J.') est surjective. En effet, elle s'identifie a,l'applieation

norme NL/ K ~ id : LX ~ ~rll----+ KX
~ €lrll par la theorie de Kummer, et le eonoyau de

NL/ K : LX~ KX est de torsion.

Consideronsle diagramme (12): 1C est bijectif, et on a Im 8 = Im IJ (J' (memes

arguments que dans la preuve du lemme 1), de plus P' et [JI sont injectifs d'apres le

theoreme de Brauer-Hasse-Noether. Ceci fournit l'injectivite de ßC et une suite exaete

(14)
Il'*

o---. conoyau(ßC) --+conoyau(ß') --+ conoyau(ß") ---. 0 .

Rappelons d'autre part que le theoreme de Brauer-Hasse-Noether dit eneore qu'il y a une
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suite exacte

o--+ Br(K) --+ E9 Br(K ) --+ tlrll --+ 0
v v

(et des suites analogues pour les x;(x)), ou la flethe Br(Kv) --+ ~rll est l'invariant de la

theorie du corps de claBses. De plus on a un triangle commutatif paur toute place w de

x;(x) au-dessus de v

. •. ./ ~/1l '-!.nv
In/ "

cor I Br(K )
v

ou l'application en bas est la corestriction. Comme par definition le morphisme W"* dans

(12) est induit par les corestrictions, on voit que la fleche r* dans (14) peut lHre

identifiee avec l'application de sommation

E9 (l/ 71. ----i ~ rTl. ,
xEX\V

d'ou la description voulue du conoyau (ßC)'

5) Si S designe l'ensemble fini des places de K ou X a mauvaise rerluction, alors
2 .

H (Kv,A) = 0 pour v ~ SI = S U{vlm}.

C'est prouve dans [Ja 1] § 7 (la preuve du th. 5 dans loc. cit. vaut aussi peur t = 2 ).

Remarque 5 La preuve du resultat suivant est plus simple: Si, pour un nombre premier .e..)
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A{t} designe la composante t-primaire de A, alors H2(K ,A{t}) = 0 pourv

v t s u{v Im} U{v It} (cela resulte de la dualite locale:

H2(K ,A{t}) = HO(K ,TlIJ(-l))* ,et du theoreme de Weil eHe dans remarque 3). Cettev v .{,

version affaiblie de 5) suffit, quand on traite les composantes t-primaires de B une aune

dans ce qui suit.

Par 5) la suite °---i A ---t B ---i C ---i 0 induit un diagramme commutatif avec des lignes

exactes

ou ßA et i A sont des isomorphismes, ainsi que iB: H3(K,B) ---i EB H3(K ,B) qui
v v

devrait figurer verticalement Adroite du diagramme. Ceci joint ala surjectivite de ClC '

qu'on va prouver dans un moment, implique que noyau(ßa) ~ noyau(ßC) et

conoyau(ßa) = conoyau(ßC) . P.ar 4) nous obtenons une suite analogue a(7), avec

B = Hl(U,~/1l(2)) ala pIace de C. Compte-tenu de (2), ceci prouve le theoreme l' a),

par passage ala limite sur les U . 11 reste done a prouver:

6) QC est surjectif.

La theorie de Kummer panr le tore T (c'est-a.-dire le systeme des swtes exactes

o---i C [n] ---i T~ T ---i 0 ) donne un diagramme commutatif exact
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(16)

Lemme 2 Pour taut ensemble finis S' de places de K et taut tore T sur K ,

1'application de restriction

WT : T(K) ~ Q./71 --+ ED T(K) ~ ~/71
vES' v

est surjective.

Preuve ·C'est clair pour T = Q; (approximation faible) et done pour taut "tore induit lJ

. m

Re8~ aim pour L/K une extension finie. Comme tout tore est quotient d'un produit de

tores induits, le lemme en reaulte - noter que N ~ fl/71 = 0 ponr taut groupe de torsion

N.

TI reste a. prouver que aT est surjectif. Mais la suite (11) induit un diagramme

commutatif exact de cohomologie

ED KX --+ ED H1 (K ,T)--+O
vES' v vES' v

( 17)

ED E9 ED IC(X)x--+
vES' xEX\U wlv W

1 1 1aT

ED IC(X)x ---...... KX ------tl H1(K, T)
xEX\U

---+10 ,

ou l'application K(X)X --+ KX,poUI wIv , est la norme. Comme l'image de cette normew v
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est ouverte d'indice fini dans K~, la surjectivite de QT decoUle du theoreme

d'approximation faible par K .

Esquissons la preuve du theoreme 2. Par des considerations similaires mais un peu

plus compliquees on montre la generalisation suivante du lemme 1.

Lemme l' Soit Funcorps de fonctions en d variables sur le corps de nombres K. Les

noyaux (resp. conoyaux) des applications restriction

Hd+2(F,M) --+ mHd+2(FK
v

,M)
v

s'identifient paur tout Gal(F/F)-module de torsion M, via les suites spectrales de

Hochschild-Serre.

Comme precedemment on choisit une variete projective lisse X sur K de corps de

fonctions K(X) = F . Pour d = 2 ,X est une surface. La consideration de la limite (2) et

de la suite de cohomologie relative (3) est remplacee par la suite spectrale de Bloch-Dgus

[BO]

(18)

pour une sous-variete ouverte V (X convenable. 1ci, dß(r) est le faisceau (pour la

topologie de Zariski sur V) associe au prMaisceau
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Si V est affine et d = 2 , on a alors

par le theoreme de Lefschetz faible [Mi 1] VI 7.2, et on obtient UD diagramme commutatif

exact

( 19)

on y(i) est l'ensemble des points-de V de codimension i ,et ou A = H1(y ,~/ll(r-l))x x

pour une courbe lisse projective (non necessairement geometriquement irreductible) Yx

sur K de corps de fonctions K(X). De plus, on a une suite exacte

. 1 1 2 0 2o~ HZar(Y,ß (r))~ H (V,~/ll(r)) ~ HZar(V,dI (r))~ 0

On demontre d'abord un principe de Hasse pour A, utilisant la generalisation

suivante du th. 3 de [Ja 2]:
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Theoreme 3 Soit K un corps de nombres et t un nombre premier. Si A = (~p./llR)m

est Muni d'une action de Gal(K/K) mixte de poids *-2 , alors l'application restriction

donne un isomorphisme

2 N 2 2H (K,A) --tED H (K ,A) = e H (K ,A) .v . vv v manval se
ou vlt

Rappeions les notions de representation mixte de Gal(K/K) (cf. [De] 1.2 et 3.4.10) et de

mauvaise place. Apriori c'est une propriete d'une ~t-representation V de Gal(K/K)

(c'est-a.-direJ d'un espace vectoriel de dimension finie sur ~t avec action continue de

Gal(K/K) }. NOUB etendons la definition de fa~on evidente a. un module comme A

ci-dessus, ou a. un llt-module libre de type firn T avec action continue de Gal(K/K), en

disant que A (resp. T) est pur de poids W ou mixte, si TlA ~1l ~l (resp.
l

T 'iJ1l. ~ t ) Pest, Oll TlA = tim A[tn] est le module de Tate de A.
t n

Definition 1 a) V est appele pur de poids w, s'il existe un ensemble fini S J {v 1CD} de

places de K (Pensemble de places "mauvaises") tel que V est non-ramifie en dehors

S U{v Il} et tel que pour toute place v ~ S, v ~ l , les valeurs propres a du Frobenius

arithmetique rp en v agissant sur V sont des nombres algebriques avecv

w--r
10"01 = qv

paur tout plongement u: ~ e:...........,. (: ,Oll q est le cardinal du corps residuel en v.v

b) V est mixte, s'il possooe une filtration avec des quotients purs.

Exemples i) rp opere sur p, = f,J,(J /1l.(J (1) comme puissance q -ieme et multiplication
v tOO (.. (.. v
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par qv respectivement. De lA, Qt/71t (1) est pur de poids -2. et flt / 71t (r) = l~!!l J't:r
est pur de poids -2r.

ü) Selon la preuve de la conjecture de Weil par Deligne, le groupe de cohomologie etale en

dimension i

est pur de poids i ,si X est une variete lisse et projective sur K (en utilisant le theoreme

de changement de base propre, cf. la preuve du lemme 3 de [Ja 1]).

üi) Si X est comme dans l'exemple ii) et V CX est le complement d'une section

hypersurface lisse Y CX ,alors Hi(VJ~t) est mixte de poids i et i+l . Cela decoule de

la suite de Gysin

En particulier, si V CX est choisi comme dans l'exemple üi), le module A dans

(19) est une limite inductive des modules mixtes de poids 2-2r et 3-2r. Le theoreme 3

implique alors le principe de Hasse desire pour A dans le cas r = 3 .

Ensuite on prouve que H2(K,C) ---44B H2(K ,Cl est in~tif et que
v v

H1(K,C) ---4 Ei H1(K ,Cl est surjectif pour n'importe quel ensemble fini SI de places
vES 1 v

de K. Pour cela on utilise le fait analogue paur les Cx (demontre dans la preuve du

theoreme 11
) et la suite

Ko---4 C ---4 4B (1) C ---+ e (2) Ind ( )~ ---4 0
xEV x xEV /( x
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ou bien une suite correspondante de tores.

Les proprietes enoncees de A et C impliquent comme precMemment l'injectivite de

Indiquons brievement la demonstration des corollaires sur les formes de Pfister et les

sommes de ea.rres. Designons, pour des elements a, b dans un corps L de caracteristique

differente de 2, par (a,b) la forme quadratique ax2 + by2 , et, pour a1' ... ,an E LX , par

( (a11 ... ,an» la forme de Pfister en 2n variables (1,-a1) ~ (1,~) ... ~ (l,-an) . Par

UD resultat obtenu independamment par Merkuriev-Suslin et Jacob-Rost ( [MS], [JR])

on a «a1'... ,a4» = 0 (dans l'anneau de Witt de L) si et seulement si a1 U ... U &4 = 0

dans H4(L,tl~) , ou l'on identifie a E LX/(Lx)2 avec son image par I'isomorphisme de

Kummer LX/(Lx)2~ H1(L,tl2) .

En utilisant I'isomorphisme de Merkuriev-Suslin-Rost ([MS] Th. 5.7)

(Oll K~(Ll designe le groupe de K-theorie de Milnor), on prouve l'injectivite de

_H4(L,p~3) ~ H4(L'~2/112(3)) . Par consequent, le theoreme 2 implique I'injectivite de

si F est un corps de fonetions en 2 variables sur le corps de nombres K (notons

l'isomorphisme tl~ ~ tl~ ). Combine avec le resultat precedent ~a donne le principe de

Hasse: la forme de Pfister sur F «a1'~,a3,a4» est nulle si et seuIement si elle I'est sur
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FK pour toute place v de K .v

TI est bien connu qu'un element f dana un corps L comme avant est somme de 8

carres si et seulement si 0 = S(I,-f} = «f,-I,-I,-I}) ([La] eh. 11 Prop. 1.3). De plus

on sait que toute somme de carres dans les FKv est somme d'au plus S carres (pour le cas

non-trivial des places archimediennes on utilise un theoreme de Pfister). Par le principe de

Hasse qu'on a prouve on dMuit le meme resultat pour F.

Remargue 6 La conjecture naturelle est que I 'application restriction

Hd+2(F,~/1l(d+l)) ---+ EB Hd+2(FKv,~/1l(d+l))
v

est injective paur un corps de fonctions en d variables sur un eorps de nombres k; c'est

done prouve pour d = 0,1,2 , mais pas connu pour d ~ 3 . Notons que la conjeeture

deeoulerait d'une conjeeture de Kato ([Ka] Conj. 0.4).

Je remercie Y. Andre de son aide eoncernant la version fran~aise du texte, et J.-L.

Colliot-Thelene pour plusieurs remarques utiles.
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