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Q
√

∏s
k=1

(iak)tk .Õ��!¤¦¯`��­P­�°9��­©­}�É�¦�h²\�¦�h¤ �q�<¥.�7¥§¡P�����ª«I�É¨�� ��¬\²��ª¤ [O8.3;N_648h[ ���A��¤ ='648acs698.348;:`KT=�KwNT17: 1i^ =
cD8;6Qg�NP3.3;NRohUP8"KR>QcD8 ¡t«iÔs·#�j�W�9���<¤���«2¥ ¯\¡P¤�� �q²\� �q¤ �h�#¥.�ª¥ ¡P���~Ô]¥§¯<�Y��¬<­©¥§¡©²\­P¡©°9�ª¥ ¡©£O�

η−
²\� ���<¬\°q¥ ¤p��� �

�ª¤ ¤ ��°h¡®�7¥§�h�!±,¡t¥§¯$��­P­��h­©�h�W�h�<¥ ¤p��«z¥ ¯\¡P¤�¨�� ��¬<²~´��u�h�¦��¡©¤ ¤ ¡©·\­P�I¨�� ��¬<²\¤0��� ��¡©�\�\¡P°h�ª¥§�q�!¬\²!¥§��¡P¤¦�ª¿
�W���¦²\¯\¡P¤¦�H´ Ï ¬<°h¯	¨�� ��¬\²\¤}°h���!°h���#¥.��¡©� ���\­t�j�q­P�h�W�h�#¥§¤�±,¯<��¤ �����¦�\�h�¦¤p�\�A�\��¥��;Ø#°h�q�h��ÊªÓ����\��ª� �p�\��¥,�q×�¬`��­~¥§��Á
�#Ô~Á �#Ô~Á9Â<´<Õ��p°9�ª�H¡©���W�h�\¡P�ª¥§�q­©��¤¦�h�p¥§¯`�7¥,¡©«�����¬\­t¥§¡©²\­P¡©°9�ª¥ ¡©£O�

η−
²\�¦���\¬\°;¥

°q��� �¦�h¤¦²\���\�\¤r¥ �����e�q­P�q���q�<¥X�ª«D¥§¯\¡©¤X¨��¦��¬\²n¥ ¯\�h�e°q¬\¤ ²A«M���¦��¤�«M� ��� ¥ ¯\�}�ª·\��£O�}­P¡©¤¦¥z°h���¦� �q¤ ²\���<�
¥ ����­P­s²\��±,�q� ¤,��«�¥§¯<¡P¤r�q­P�h�W�h�#¥9´���¬\�}¥§�Y¥ ¯\¡P¤X«R�ª°q¥9Ô#¡P�e¥ ¯\�p¤¦¥ ¬\�<�e�ª«/¥ ¯\�p¨��¦��¬\²\¤r¡t¥¹¡P¤X¤ ¬<«_«M¡©°h¡P�q�<¥
¥ �$¥ � �h�ª¥�¥§¯\�¢� �q²\� �q¤ �q�<¥.�ª¥ ¡P���<¤W���\­©�)«M�����h­P�q���q�<¥§¤�¥ ¯`�ª¥��\�$�\��¥W·\�q­P���\¨!¥ �	¥ ¯\��¤§���W��°q�O°h­©¡P°
¨�� ��¬\²µ´`Î¹¯\�0¡P�\�q�<¥§¡t¥ �e�q­P�q���q�<¥,��«/¥§¯\�0¨��¦��¬\²�°h���¦� �q¤ ²\���<�\¤�¥ ��¥§¯\�p«M���¦�

η24(z).� �uÚÛ�/ÜM�d�MÝ�Üw�R��Þ<�d�_ßDà
η−
Ý��d�s���/���dá�Þ`�/����àf�4Þ`�
	��fÜR�w�eã]�d�s�/Ý�á��

Î¹¯\�"���;¥.��°;�O°h­P¡©°0¨�� ��¬<²\¤���«�¥§¯\�F¥ �O²\�F±,�I¤¦¥ ¬\�<�H���¦�"�\�q¤ °q� ¡P·<�h� ¡©�¢¥ ¯\�"«M��­©­P��±,¡©�\¨Y¥§¯<�h���¦�h�
±,¯<¡P°h¯¢¯`��¤,·\�q�h�¢²\� �ª£#�q�j¡©�)È Á
�<ÔµÁ9Ó\Ô~Á

7ÌT´
C�� à��]�dà
� Ù �
� 8;K

G
o78I=ngn8;KT=OS;>fS;UkNTS�b�6917Zdc	VuN_K_L¢K_L`8�^917UkUP17VuN_:ObIbO8;:µ8;KRNTSYS41�[O8

< a, b : am = e, bs = e, b−1ab = ar >,

3;Z`S.L$K_L<=�K�K_L`8Wgn1�[�Z#Ut=�6¹^9176Qg =73.341fS;NR=�Ka8h[HVuN_K_L'8h=OS.LÉ8;UP8;gn8;:`K}1i^�KMLONP3"b�6917Z4c oh>Hgn8h=�:<3n1i^�=
^q=�N_K_LQ^QZOU2698acs648.348;:`KT=�KRNT17:ÉNP3�=jg�ZOUkKwNvcsUkNTSh=�KRN_x�8

η−
cs691�[�Z`S;K�=�:s[HKML`8AS;>fS;UkNTS"b�6917Z4c`3

< a >
=�:s[

< b >
L<=�x�8I17:`Uk>�KR6QN_x4NR=�U~N_:`Ka8;6.3484S;KRNT17:s+,|~L`8;:F^9176pKML`8px7=�UkZ]8.3"1i^

m, s, r � Z4c	Ka1�NP3417gn176�c`LONP3;g��K_L`8;698I=�698Y17:`Uk>�K_L`8�^917UkUP17VuN_:ObpcD143.3;NRohN_UkN_KRNT8.3��
� �����µ¤�� Ê#Ô Ó\Ô�
<ÔËÃ<Ô©Á4Ê#Ô©Á9Ã<Ô<��� ÊO´
� �����µ¤�� Ê#Ô Ó\Ô�
<ÔËÃ<Ô©Á��<ÔÆÊ7Ó\Ô<��� �#´
� �����µ¤�� Ó\ÔËÃ<ÔtÁdÊ#Ô\��� Ê
 `¤�� Ê#Ô Ó\Ô�
<ÔËÃ<Ô\��� Ó\´

�



� �����µ¤�� Ê#Ô Ó\Ô�
<Ô\��� ÄO´
� ��� �µ¤�� �<Ô�
<Ô\��� Ê
 \¤�� 
<ÔDÁ4Ê#Ô\��� �  <¤�� Ê#Ô`Ó\Ô 
#Ô\��� 
<´
� �����µ¤�� Ê#Ô Ó\Ô\��� �  \¤�� Ê#Ô`Ó<Ô\��� Ä
 \¤�� ÊOÔ\Ó\Ô\��� �O´
� �����µ¤�� Ê#Ô<��� Ã  \¤�� Ó\Ô<��� Ã<´
� � Ù�� �µ¤�� Ó\ÔËÃ<Ô\��� �
 \¤�� Ê#Ô`Ó\Ô<���ÖÂ<´
� � Ù]Ù �µ¤�� Ê#Ô Ó\Ô\����Á��  \¤�� Ä#Ô`��� Ä
 `¤�� Á
�#Ô]Ê	�<Ô\��� Ê
 \¤���Á
�<Ô<��� Ó\´
� � Ù � �µ¤�� Ê#Ô\��� Ä#Ô��#ÔDÁ�Á�´
� � Ù ���µ¤�� Ê#Ô\��� Á
�  \¤�� �#Ô`��� Â  `¤��ÖÓ<Ô`��� �  `¤�� 
#Ô\��� �<´
� � Ù ���µ¤�� Ê#Ô\���ÖÓ\Ô~Á9Ó  <¤��ÖÓ\Ô\��� Ê#´
� � Ù ���µ¤�� Ê#Ô\��� �#Ô`Â<ÔDÁdÄO´
� � Ù ���µ¤�� Ê#Ô\��� Á �#´
� � ��� �µ¤�� Ê#Ô\��� Â<Ô~Á4Â  <¤��ÖÓ\Ô\����Á �O´
� � �DÙ �µ¤�� Ê#Ô\��� Ã<Ô]Ê	�  <¤�� �<Ô\��� Ó  <¤�� 
<Ô\��� Ê#´
� � � � �µ¤�� Ê#Ô\��� Ê#Á  \¤�� ÄOÔ`��� �  `¤�� Á��<Ô\��� �#´
� � � ���µ¤�� Ê#Ô\��� Ê�Ê
 \¤�� Á�Á�Ô\��� Á
�
 \¤�� Ê�Ê#Ô\��� Ä#´
� � � ���µ¤�� Ê#Ô\� � Á �O´
�~� C�� à B 	�ÜM��	 á9� �/ãs�d�s��Ý�áW�sâ��s���Ç�s�7��à��ªá��]â�Ý/à�� �É�wáhá9� ��ÜMà¢ã]�d�s�/Ý�á��
C�� à��]�dà
� � � � 8;K

G
o78�=p^QN_:`N_Ka8pb�6417Z4c$3;Z]S.LjKML<=�KXKML`8;698INP3�=p^q=�N_KMLQ^QZOU�698acs698.348;:`KT=�KwNT17:

TK_L<=�K�^9176A8h=OS.L
g ∈ G

KML`8AS.L<=�6q=OS;Ka8;6;NP3;KRNTS}cD17Uk>7:µ17g�NR=�Ul1i^�K_L`8A1.cD8;6q=�Ki176
T (g)

L<=73Y3;Z`S.L�^9176Qg
Pg(x) =

∏s
k=1

(xak − 1)tk
K_L<=�K�K_L`8¢S4176Q698.3acD17:s[�N_:Ob	S;Zf3ac�^9176Qg

ηg(z) =
∏s

k=1
ηtk(akz)

NP3n=
g�ZOUkKRNvcsUkNTSh=�KwN_x�8

η−
cs691�[�Z]S;KT+

|~L`8;:¹^9176lKML`8z�]>ªUP17V
p−
3;Z<o.b�6917Zdc`3

Sp, p 6= 2,
1i^u3;Z]S.L}b�6917Z4c`3XK_L`8;698,=�698,17:`Uk>�K_L`8s^917UkUP17VuN_:Ob

cD143.3;NRohN_UkN_Ka8.3��
S(3) ∼= Z3, S(3) ∼= Z3 × Z3, S(3) ∼= Z9,

S(3) ∼=< a, b, c : a3 = e, b3 = e, c3 = e, ab = bac, ac = ca, bc = cb >,

S(5) ∼= Z5, S(7) ∼= Z7, S(11) ∼= Z11.

 691f1i^q+
Î¹¯\�F²\�q� �W¡P¤ ¤¦¡P·\­©� �7¿�¨�� ��¬<²A°9���¢°h���#¥.��¡©�¢���\­©�n�h­P�q���q�<¥§¤,��«����¦�\�h�¦¤FÁ�Ô �����\�HÂ<´
�D�q¥

T
·<���0�\�h¤¦¡P�¦�h�n�¦�h²\�¦�h¤¦�h�<¥§�ª¥§¡©���~Ô

T1

·\���p¥§� ¡t£O¡®��­\�¦�h²\�¦�h¤¦�h�<¥§�ª¥§¡©���
(T1(g) = 1, ∀g ∈ G.)�D�;¥

χT , χ1

·<�0¥ ¯\�h¡©�¹°h¯`�ª�§��°;¥§�h�¦¤h´
|~L`8�b�6917Z4c

Z3 × Z3.Õ��0�W¬\¤¦¥�°h���\¤ ¡©�\�h�¹¥§¯<� �h�0°h��¤ �q¤h´
Á�´`æ�­P­~�q­P�q���q�<¥§¤¹��«����¦�\�h� ��°h���¦� �q¤ ²\���<�H¥§��¥ ¯\�0°h¬\¤¦²H«M���¦�

η8(3z).Î¹¯\�q�
χT (e) = 24, χT (g) = 0, ord(g) = 3.Î¹¯\�H¤ °h��­®����²\�¦���\¬\°;¥

< χT , χ1 >= 24

9
= 8

3
.
�X¬#¥�¥ ¯\¡P¤��\¬\�W·\�q���W¬\¤¦¥W·\�¢¡P�#¥§�h¨��h�h´2Õ��

��·<¥.��¡©�¢��°q���<¥ �§���\¡©°q¥ ¡P�������<��¥ ¯\�0�\�h¤¦¡P�¦�h�¢� �h²<� �h¤¦�h�<¥§�ª¥§¡©���¢°9���¢�\��¥�·\�0°h���\¤¦¥ � ¬\°;¥§�h�µ´
Ê#´`æ�­P­~�q­P�q���q�<¥§¤¹��«����¦�\�h� ��°h���¦� �q¤ ²\���<�\¤�¥ ��¥§¯\�0°h¬<¤ ²H«M��� �

η6(3z)η6(z).�a�É¥ ¯\¡P¤"°9��¤¦�n¥§¯\�n¨�� ��¬<²É¡P¤"²\�h�¦��¡©¤ ¤ ¡©·\­P�ª´�Î¹¯\�A�\�h¤¦¡P�¦�h�É�¦�h²\�¦�h¤ �q�<¥.�7¥§¡P���'°h���<¥§��¡P�<¤
T1

±,¡©¥§¯
¥ ¯\�0��¬<­©¥§¡©²\­P¡©°h¡t¥ ��Ã<Ô]�ª­P­µ�ª¥§¯\�q���¦�h²\�¦�h¤¦�h�<¥§�ª¥§¡©���\¤���� �0°q���<¥.�ª¡P�\�q�¢¡©��¡©¥r±,¡t¥§¯A¥§¯\�0�W¬\­©¥ ¡P²\­©¡P°q¡©¥ ��ÊO´

�<´z�a�%¥§¯\¡©¤n°9�ª¤ �
u
�h­P�q���q�<¥§¤n��«0��� �<�h� �É°q��� �¦�h¤ ²<���\�%¥§�É¥ ¯\� °h¬<¤ ²%«M��� �

η6(3z)η6(z), v�q­P�q���q�<¥§¤,°h��� � �q¤ ²\���\�\¤
η8(3z), 0 ≤ u, 0 ≤ v.Î¹¯\�F¨��¦��¬\²�¡P¤¹²\�q� �W¡P¤¦¤ ¡P·<­P��´

�X�q°9��¬<¤ �
g
���\�

g2
°q��� �¦�h¤¦²\���\� ¥ �n¥§¯\�I¤§���W�I�W���\¬\­P���¹«M��� �¸¥ ¯\�h� ¥ ¯\�I�\¬<��·\�q� ¤

u
���<�

v�ª� �0�q£O�h�µ´sÎ¹¯<�F¤¦°9��­P���¹²\�¦���\¬\°;¥

< χT , χ1 >=
1

9
· (24 + 6u) =

1

3
· (8 + 2u).

Ó



�X�q°9��¬<¤ �z¥ ¯\¡P¤��\¬<��·\�q����¬\¤³¥/·\��¡P�<¥ �h¨��q��¥ ¯\�h�
u = 2.

��¥/¡P¤/�¹¤ ¬\¡t¥.��·<­P�2£#��� ¡P���<¥h´ ���;¥/�h­P�q���q�<¥§¤
f
�ª�\�

f 2
°h���¦� �q¤ ²\���<��¥ �Y¥§¯\��«M��� �

η6(3z)η6(z).
�D�q¥

Tk

·\�p���\�Q¿a�\¡©���q�\¤ ¡©���`��­]�¦�h²\�¦�h¤ �q�<¥.�7¥§¡P���
�ª«~��¬\�l¨��¦��¬\²~Ô

mk

·\��¡©¥§¤��W¬\­©¥ ¡P²\­©¡P°q¡©¥ �0¡©�W¥ ¯\���\�h¤¦¡P� �q�n�¦�h²\�¦�h¤ �q�<¥.�7¥§¡P���n¡P�
T.
��«

Tk(f) = 1
¥§¯<�h�

mk = 4.
»����,�ª­P­µ�ª¥§¯\�q���������	��

�����¢���<�;¿a�<¡P�W�h�\¤¦¡P���`�ª­µ� �q²\� �q¤ �q�<¥.�ª¥ ¡P���<¤

mk = 2.|~L`8�b�6917Z4c
Z3 × Z3 × Z3.Õ��0¤ ¯\��­P­D¤¦¯\��± ¥ ¯`�ª¥¹¥ ¯\¡P¤¹¨��¦��¬\²¢¡P¤¹�\�ª¥,²\�h�¦��¡©¤ ¤ ¡©·\­P�ª´#Õ��0�W¬\¤¦¥�°h���\¤ ¡©�\�h�¹¥ ±,��°h��¤ �q¤h´

Á�´`æ�­P­~�q­P�q���q�<¥§¤¹��«����¦�\�h� ��°h���¦� �q¤ ²\���<�H¥§��¥ ¯\�0°h¬\¤¦²H«M���¦�
η6(3z)η6(z).Î¹¯\�F¤ °h��­®�ª�¹²\� ���<¬\°q¥

< χT , χ1 >= 1

27
· (24 + 26 · 6) = 20

3
.Õ��0��·<¥§��¡P�¢��°h���<¥§� ���\¡P°;¥§¡©���A·\�h°h��¬\¤¦�F¥ ¯\¡P¤¹�\¬<��·\�q�,��¬\¤³¥,·\�0¡P�<¥ �h¨��q�h´

Ê#´¶�a� ¥§¯\¡©¤�°h��¤ �
u
�q­P�h�W�h�#¥§¤}°q��� �¦�h¤ ²<���\� ¥§�e¥ ¯\�Y°q¬\¤ ² «M���¦�

η6(3z)η6(z), v
�q­P�h�W�h�#¥§¤�°q���³¿

�¦�h¤¦²\���\�¢¥§��¥§¯\�0°q¬\¤ ²¢«M��� �
η8(3z), 0 ≤ u, 0 ≤ v.Î¹¯\�F�\¬\�W·\�q� ¤

u
���<�

v
��� �p�;£O�h�~´

Î¹¯\�F¤ °h��­®�ª�¹²\� ���<¬\°q¥

< χT , χ1 >=
1

27
· (24 + 6u) =

1

9
· (8 + 2u).

�X�q°9��¬<¤ �	¥§¯\¡©¤A�\¬\�W·\�h�A�W¬\¤¦¥�·<�$¡©�<¥§�q¨��h�e¥ ¯\�h�
u = 14, m1 = 4.

�D�q¥
Tk

·<�)�ª�����\�;¿
�<¡P�W�h�\¤¦¡P���`�ª­¶�¦�h²\�¦�h¤ �q�<¥.�7¥§¡P���¢�ª«���¬<�r¨�� ��¬\²~Ô

mk

·\�p¡t¥§¤r�W¬\­t¥§¡P²<­P¡P°q¡©¥¦��¡P�e¥ ¯\�p�\�h¤¦¡P�¦�h�¢� �h²<� �h¤¦�h�#¿
¥§�ª¥§¡©���

T.�D�q¥
u1

·\�,�}�<¬\��·<�h�2��«s¤¦¬\°h¯��h­©�h�W�h�<¥ ¤
g
¥§¯`�ª¥2°h���¦� �h¤¦²\���\��¥ �

η6(3z)η6(z)
���<�

Tk(g) = 1;
u2

·\�F���<¬\��·<�h�,��«�¤ ¬\°q¯j�h­©�h�W�h�<¥ ¤
g
¥ ¯`�ª¥,°h��� � �q¤ ²\���\�H¥ �

η6(3z)η6(z)
���\�

Tk(g) = ζ3;
u3

·\�F���<¬\��·<�h�,��«�¤ ¬\°q¯j�h­©�h�W�h�<¥ ¤
g
¥ ¯`�ª¥,°h��� � �q¤ ²\���\�H¥ �

η6(3z)η6(z)
���\�

Tk(g) = ζ2

3
.Î¹¯\�q�

u2 = u3, u1 + 2u2 = 14.

< χT , χ1 >=
1

27
· (24 + 6(u1 + ζ3 · u2 + ζ2

3
· u3)) =

=
1

27
· (24 + 6(u1 − u2)) =

1

9
· (8 + 2(u1 − u2)) =

��«
Tk

¡©¤p�\��¥0¥§�¦¡©£O¡®��­wÔs¥ ¯\�h�
u1 6= 14,

�ª�\�
u1 − u2 = 5.

Õ�����·<¥§��¡P�
u1 = 8, u2 = 3

���<�
Ker(Tk)

�\���q¤��\��¥�°h���#¥.��¡©�I�h­©�h�W�h�<¥ ¤hÔd°h��� � �q¤ ²\���\�\¡P�<¨�¥§�
η8(3z).

��«\¥ ¯\�r�q­P�h�W�h�#¥
h
°q��� �¦�h¤ ²<���\�

¥ �
η8(3z)

¥§¯\�q�
Tk(h) 6= 1, ∀k 6= 1.

�a� ¥ ¯\¡P¤p°h��¤ �Y¥ ¯\�h�¦����� �����\­©�HÓA�h¡©¨��h�<£#��­©¬\�h¤qÔË�q×�¬`��­2¥§�!Á�Ô
�ª�����<¨j¥§¯\�n�h¡P¨��h�<£#��­©¬\�h¤Y�ª«�¥ ¯\�A��²\�q�§�ª¥ ���

T (h)
���\�É¥ ¯\�A°h¯`�ª�§��°;¥§�h�¦¡P¤³¥§¡P°�²\��­t�#�<����¡P��­���«¹¥§¯<�

��²\�h� �ª¥§���
T (h)

°9���¢�\��¥�·\�0�h×�¬`�ª­~¥§�
(x3 − 1)8.

Õ��0��·#¥.��¡©����°q���<¥ �§���\¡©°q¥ ¡P���~´
|~L`8�b�6917Z4c

Z9 × Z3.Õ��0¤ ¯<��±(¥§¯\�ª¥¹¥§¯\¡©¤¹¨�� ��¬\²H¡©¤¹�\��¥,²\�q� �W¡P¤¦¤ ¡P·<­P��´
�a�e¥ ¯\¡P¤r¨�� ��¬\²�¥§¯\�q� �p���¦�pÃI�q­P�h�W�h�#¥§¤r��«D¥ ¯\�}���¦�\�h� �<Ô¶Á9ÃY�h­P�q���q�<¥§¤z��«D¥§¯<�}��� �<�h�¹Â����<�n¥§¯\�

�q­P�q���q�<¥
e.

χT (e) = 24; χT (g) = 0, ord(g) = 9; χT (g) = 6, ord(g) = 3.

Î¹¯<�"�\¬<��·\�q�
< χT , χ1 >= 8

3
.
Õ��F��·<¥.��¡©�¢��°q���<¥ �§���\¡©°q¥ ¡P���~´

|~L`8�b�6917Z4c
S(3) ∼=< a, b, c : a3 = e, b3 = e, c3 = e, ab = bac, ac = ca, bc = cb. >Î¹¯\¡©¤,¨�� ��¬<²¢¯\��¤¹¥§¯\�0���¦�\�h��Ê��#Ô#¥§¯\�q� �F��� ��Á�Á0°q�����¦¬\¨f�ª°q�A°q­®��¤¦¤ �h¤�¡P�A¡t¥9´

Á�´
e
ÊO´

c
�<´

c2
Ó<´

a, ac, ac2
Ä#´

b, bc, bc2

<´

ab, abc, abc2
�#´

a2b, a2bc, a2bc2Ã<´
a2, a2c, a2c2

Â<´
b2, b2c, b2c2

Á
�<´
ab2, ab2c, ab2c2

Á�Á�´
a2b2, a2b2c, a2b2c2Î¹¯\�F°h�����W¬<¥.�ª�<¥¹��«/¥§¯\�0¨��¦��¬\²�¡P¤¹¨��h�\�q�§�ª¥ �h�j·#�e¥§¯\�0�q­P�h�W�h�#¥

c. G/G′ ∼= Z3 × Z3.

Ä



Î¹¯\¡©¤,¨�� ��¬<²¢¯\��¤¹¥§¯\�p«M��­©­P��±,¡©�\¨Y¡P�¦� �q�\¬\°h¡©·\­P��� �h²<� �h¤¦�h�<¥§�ª¥§¡©���\¤qÑ
Tk(a) = ζk

3
, Tk(b) = ζ3, Tk(c) = 1, k = 1, 3,

Tk(a) = ζk
3
, Tk(b) = ζ2

3
, Tk(c) = 1, k = 4, 6,

Tk(a) = ζk
3
, Tk(b) = 1, Tk(c) = 1, k = 7, 9,

T10(a) = T11(b) =







ζ3 0 0
0 ζ2

3
0

0 0 1





 , T10(b) = T11(a) =







0 0 1
1 0 0
0 1 0





 ,

T10(c) =







ζ3 0 0
0 ζ3 0
0 0 ζ3





 , T11(c) = T10(c
2).

Î¹¯<�W�<�h¤ ¡©� �q�)�¦�h²\�¦�h�<¥§�ª¥§¡©���	°h���<¥§��¡P�<¤}¥§¯\��� �q²\� �q¤ �q�<¥.�ª¥ ¡P���<¤
T1

�ª�\�
T2

±,¡©¥ ¯	¥ ¯\����¬<­©¥§¡©²\­P¡©°h¡t¥ �
Á�Ô\��¥§¯<�h�,¡P�¦� �h�<¬\°h¡©·\­P�}�¦�h²\�¦�h¤¦�h�<¥§�ª¥§¡©���\¤���� �p¡©�\°h­©¬\�\�h�A±,¡t¥§¯A¥§¯\�0�W¬\­©¥ ¡P²\­©¡P°q¡©¥ ��ÊO´
Î¹¯\�,�q­P�h�W�h�#¥§¤

a, b, a2, b2, ac, bc, a2c, b2c, ac2, bc2, a2c2, b2c2
°q��� �¦�h¤ ²<���\��¥§�p¥§¯<�¹°h¬\¤¦²W«M���¦�

η8(3z)
��¥ ¯\�h�,�h­©�h�W�h�<¥ ¤¹��«���� �\�q� ��°q��� �¦�h¤¦²\���\�¢¥§��¥§¯\�0°q¬\¤ ²¢«M��� �

η6(3z)η6(z).�a�j¥ ¯\�Y�ª�¦¥§¡©°h­©��È Á

ªÌ/¡t¥�¯`�ª¤�·\�q�h�!²\�¦��£O�h�j¥ ¯`�ª¥�¥§¯\�"¨�� ��¬\²
< a, b : a9 = e, b3 = e, b−1ab =

a4 >
¡©¤¹�\��¥,²\�q� �W¡P¤ ¤¦¡P·\­©��´
|~L`80�]>7UP17V

p−
3;Z<o.b�6417Z4c`3��

p = 5, 7, 11.Õ���¤ ¯\��± ¥§¯`�ª¥�¥ ¯\��¨��¦��¬\²
Z5×Z5

¡©¤��\��¥z²\�h�¦��¡©¤ ¤ ¡©·\­P�ª´�Î¹¯\�q� �}�ª� ��ÊªÓF�h­P�q���q�<¥§¤l��«µ��� �\�q�rÄ
¡©�H¡t¥9´

χT (e) = 24, χT (g) = 4
¡©«

ord(g) = 5.
Î¹¯\�F�\¬\�W·\�h�

< χT , χ1 >= 120

25
= 24

5
.
�X¬<¥,¥ ¯\¡P¤

�<¬\��·<�h����¬\¤³¥�·<�"¡©�<¥§�q¨��h�q´sÎ¹¯<�"�q­P�h�W�h�#¥§¤���«u���¦�\�h��Ê�Ä��\�n�\�ª¥�°q��� �¦�h¤¦²\���\�j¥ �n�W¬\­©¥ ¡P²\­©¡P°h�ª¥§¡t£#�
η−
²\� ���\¬\°q¥ ¤h´\�a�¢���#�n¨��¦��¬\²A��«/���¦�\�h�

5k, 2 ≤ k
¥ ¯\�h�¦�}¡P¤r�Y¤ ¬\·\¨�� ��¬\²���«���� �\�q�,Ê�Ä#´#Î¹¯\�p¨�� ��¬\²

�ª«]��� �\�q�uÊ�Ä�¡P¤�¡©¤ ���W���¦²\¯\¡P°u¥ �
Z5×Z5

����¥ �
Z25. Ï �}±,�r¯`�ª£O�X¥ ¯\�X���<­©�F²\��¤¦¤ ¡P·<¡P­P¡t¥ �sÑ S(5) ∼= Z5.Î¹¯\�F°9�ª¤ �h¤

p = 7, 11
���¦�p°h���\¤¦¡P�\�q� �q�j���\��­P��¨���¬\¤ ­t�s´

C�� à��]�dà
� �~� |~L`8;698YNP3I:µ1n3;Z`S.LI^QN_:`N_Ka8I3417Ukx7=fohUP8}b�6917Z4c
G
K_L<=�K}17:µ8�Sh=�:�=73.3;Ntb�:$VuN_KML!=�UkU

8;UP8;gn8;:`K_3I1i^
G
oh>n=,^q=�N_KMLQ^QZOU~698acs698.348;:`K�=�KRNT17:!=�UkU~g�ZOUkKRNvcsUkNTSh=�KwN_x�8

η−
cs691�[�Z]S;K_3"=�:s[e17:`Uk>WK_L`8;gW+


 691f1i^q+ Î¹¯\�F���¦�\�h����«/¥§¯\¡©¤�¨�� ��¬\²¢�W¬\¤¦¥�·\�F�h×�¬`��­D¥ �
2k · 3m · 5 · 7 · 11.

æ�°q°h���¦�\¡P�\¨�¥ �W¥ ¯\�
¥ ¯\�h��� �h�Ð��« ��¯µ´vå���­P­lÈ ÂªÌ�¥ ¯\�h�¦�I¡©¤��W¤ ¬\·\¨�� ��¬\²j��«u���¦�\�h� �fÄW¡©�H¥ ¯\¡P¤�¨�� ��¬\²~´]Î¹¯\�h�¦�Y¡P¤����\­t�A���\�
¨�� ��¬\²���«s���¦�\�h� ��ÄIÑ

Z35.
�X¬<¥u¥ ¯\�¹�h­©�h�W�h�<¥ ¤u��«s��� �\�q� �fÄ��\�0�\��¥�°q��� �¦�h¤¦²\���\��¥§�0�W¬\­©¥ ¡P²\­©¡P°h�ª¥§¡t£#�

η−
²\� ���\¬\°q¥ ¤h´]Î¹¯\�p¥§¯<�h���¦�h�¸¡P¤¹²<� ��£O�h�µ´
Õ��0¤ ¯\��­P­~«M���¦��¬<­®�ª¥ �����\�0��²<�h�¢²\� ��·<­P�h�¢Ñ
|210^QN_:s[�3;Z`S.L)=�U bO8hoh6q=�NTSY3;KR6QZ]S;KRZ#698WK_L<=�K�VX8ASh=�:'=73.341fS;NR=�Ki8YVuN_KML$N_K_3A8;UP8;gn8;:`KM3 Þ`ÜRÜ g�ZOUkKRN_m

csUkNTSh=�KRN_x�8
η−
cs641�[�Z`S;K_3I=�:s[ �s��Ü 	 K_L`8;g N_:$=OS4S4176q[�N_:ObWKa1�3417gn806QZ#UP8h+

��� C�� à ã]�d�s�/Ý�á��]â��]�7�/à��
2k Þ`�/���É��Ü_�d�MÝ�ÜR�R��Þ<�d�_ßDà η−

Ý/�d�s���/���dá��
�D�q¥l¬\¤��\�ª¥§�,��¤

u
¥ ¯\�¹�\¬\�W·\�q�l�ª«µ�q­P�h�W�h�#¥§¤u°h��� � �q¤ ²\���\�\¡P�<¨0¥ �p¥§¯\�,°h¬<¤ ²�«M��� �

η8(2z)η8(z),�ª¤
v
¥§¯\�0�\¬<��·\�q�,��«��q­P�q���q�<¥§¤¹°q��� �¦�h¤ ²<���\�\¡©�\¨W¥ ��¥§¯\�0°h¬<¤ ²H«M��� �

η12(2z).�a�e¥ ¯\�p���³¥§¡P°q­P�FÈ ÁdÄ7Ìs¥§¯\�}¨�� ��¬\²
Z2 ×Z2 ×Z2

¯`��¤z·\�h�q�A°h���<¤ ¡P�<�h� �q�A¡P�e�<�q¥.�ª¡P­P¤q´���¥r¯`��¤X·\�h�q�
¤¦¯\��±,�!¥§¯\�ª¥�¥ ¯\�Y�\�q¤ ¡P�¦�h�	� �q²\� �q¤ �q�<¥.�ª¥ ¡P���<¤}°9���!·<�I«M��¬\�\�!·#�j¤¦¬\°h¯!±��ª�¢¥§¯`�7¥}¥§¯\�I�\¬\�W·\�h�¦¤

u�ª�\�
v
��� �0�q×O¬\��­~¥§�W���<�n£<�ª­P¬\�q¤,«M�¦��� �Y¥ � �#´<Î¹¯\�0¤ ¬\�¸��«/¥§¯<�h¤ �F�\¬<��·\�q� ¤,¡P¤¹�q×�¬`��­~¥§� �#´

æ�­P­~¨��¦��¬\²\¤,��«����¦�\�h�0Á

����¦�p²\�h�¦��¡©¤ ¤ ¡©·\­P�ª´
�a��¥§¯\¡©¤�¤ �q°q¥§¡©����±,�¢°q���\¤¦¡P�\�q��¡P���\�q¥§��¡P­z¥§¯\��¨��¦��¬\²\¤���«�¥§¯<�¢��� �\�q�¢Á�
!���\��¥§¯\�����¦�\�h� �fÊ

±,¯<¡P°h¯H���¦�F�W�q¥§��°q�O°q­P¡P°p���,��� �0�\¡©� �h°;¥�²\� ���<¬\°q¥ ¤���«/¥§¯<�F¨�� ��¬\²¢��«/¥§¯\�0���¦�\�h�0Á

W���\��¥§¯<�F¨�� ��¬\²
Z2.
Õ���¤ ¯`��­©­µ²\��¡P�<¥X��¬<¥¹¥§¯<�}¬\�\¡©×O¬<�p²\��¤ ¤¦¡P·\­©��£#��� ¡P���<¥z«M���X¥§¯<�}� �h��­P¡©¼9�ª¥ ¡P������«D¥§¯\�p�q­P�q���q�<¥.���³�

�ª·\�h­©¡®���A¨��¦��¬\²���«���� �<�h� �fÊ#´
��� Ù �������	�
���

Z2 × Z2 × Z2 × Z2

Þ`�/���É�/ÜM�4�RÝ�Üw�R��Þ<�d�_ßDà
η−
Ý/�7�s�/�����4á��

�a��¥§¯\�F���³¥§¡©°h­P�YÈtÁ9ÓªÌD¡©¥¹±���¤,°q���\¤ ¡©�\�h�¦�h�H���\­©�n���\�p��«�²\��¤¦¤ ¡©·\­P�p£#��� ¡P���<¥ ¤p´






å��h� �0±,�0°h���<¤ ¡P�<�h�,¡P���\�;¥.��¡©­P¤r¤¦�����p�ª¥§¯\�q��²<��¤ ¤¦¡P·\¡©­P¡©¥ ¡P�q¤h´
�D�q¥

T
·\�F�W�\�q¤ ¡©� �h�¢� �q²\� �q¤ �q�<¥.�ª¥ ¡P���µÔ

χ
¡P¤¹¡t¥§¤¹°q¯`���§�ª°q¥§�q�h´

� +_�f+_�f+�|~L`8�Sh=7348
u = 1, v = 14

+
�D�q¥X¥§¯\���h­P�q���q�<¥

g
°h���¦� �h¤¦²\���\�e¥ �

η8(2z)η8(z),
�ª¥§¯\�q�X�h­©�h�W�h�<¥ ¤X��«���� �\�q�¹ÊF°q��� �¦�h¤¦²\���\�e¥ �

η12(2z).
Î¹¯\�}�<�h¤ ¡©� �q�A� �h²<� �h¤¦�h�<¥§�ª¥§¡©���e°q���<¥.�ª¡P�\¤l¥§¯\�����\�;¿��\¡P�W�h�<¤ ¡P���`��­]� �q²\� �q¤ �h�#¥.�ª¥ ¡P���\¤z±,¯\¡P°q¯

¤¦�h�\�H¥§¯\�"�h­P�q���q�<¥
g
¥§�¢Á"±,¡t¥§¯H¥ ¯\�F��¬\­t¥§¡©²\­P¡©°h¡©¥¦�nÊ#´]��¥�°q���<¥§��¡P�\¤,¥§¯<�"���<�;¿a�<¡P�W�h�\¤¦¡P���`�ª­D� �h²<� �;¿

¤¦�h�<¥§�ª¥§¡©���\¤¹±,¯\¡©°h¯�¤ �q�\�H¥ ¯\�0�h­P�q���q�<¥
g
¥ �Y¿.Áp±,¡©¥ ¯�¥ ¯\�0��¬<­©¥§¡©²\­©¡P°h¡t¥ �AÁ�´

� +_�f+P�O+�|~L`8�Sh=7348
u = 3, v = 12

+
�D�q¥�¥ ¯\���h­©�h�W�h�<¥ ¤

g1, g2, g3

°q��� �¦�h¤ ²<���\��¥§� ¥§¯<�A�����<¬\­®���F«M��� �
η8(2z)η8(z),

��¥§¯<�h�Y�q­P�;¿
�W�h�#¥§¤,��«���� �\�q��Ê�°q��� �¦�h¤¦²\���\��¥§�

η12(2z).å��h� �0±,�0��¬<¤¦¥,°h���\¤ ¡©�\�h�¹¥ ±,�W�\¡t«_«M�h� �q�<¥,°9�ª¤ �h¤qÑ
ÁdÀIÎ¹¯<�¢�q­P�q���q�<¥§¤

g1, g2, g3, g4

��� �A¨��q�\�h� �ª¥§��� ¤Y«M���Y¥ ¯\��¨�� ��¬<²
G.
Î¹¯\���h­P�q���q�<¥

g4

°q���³¿
�¦�h¤¦²\���\�\¤e¥ �

η12(2z).
�a��¥ ¯\�j«M��­©­P��±,¡©�\¨	¥.��·\­©�¢±,�!²<��¡P�<¥���¬<¥n¥§¯\� �W¬\­t¥§¡P²<­P¡P°q¡©¥¦����«F�ª­P­����\�;¿

�<¡P�W�h�\¤¦¡P���`�ª­~� �q²\� �q¤ �h�#¥.�ª¥ ¡P���\¤�¡P�H���\�h¤¦¡P� �q�j²\�q� �W¡P¤¦¤ ¡P·<­P�p� �q²\� �q¤ �q�<¥.�ª¥ ¡P���µ´sÎ¹¯<�F£#��­©¬\�h¤���«2���\�;¿
�<¡P�W�h�\¤¦¡P���`�ª­D� �h²<� �h¤¦�h�<¥§�ª¥§¡©���\¤����j¨��q�\�h� �ª¥§��� ¤���� �F²\��¡©�<¥§�q�j��¬<¥�¡P��¥§¯<�I°h��­P¬\�W�\¤,��«2¥ ¯\�F¥§��·\­©��´
Î¹¯<�"�W¬\­©¥ ¡P²\­©¡P°q¡©¥§¡©�h¤����¦�p±,� ¡©¥¦¥§�q�¢¡©�A¥§¯\�0­®�ª¤¦¥,� �ª±0´
C Þ���ÜMà � �
g1

Á Á Á Á Á Á Á Á ¿.Á ¿.Á ¿.Á ¿.Á ¿§Á ¿§Á ¿.Á ¿.Á
g2

Á Á Á Á ¿.Á ¿.Á ¿§Á ¿§Á Á Á Á Á ¿§Á ¿§Á ¿.Á ¿.Á
g3

Á Á ¿§Á ¿.Á Á Á ¿§Á ¿§Á Á Á ¿.Á ¿.Á Á Á ¿.Á ¿.Á
g4

Á ¿§Á Á ¿.Á Á ¿.Á Á ¿§Á Á ¿.Á Á ¿.Á Á ¿§Á Á ¿.Á
m

� � Ê Ê Ê Ê Á Á Ê Ê Á Á Á Á � �

Ê�À�Î¹¯<���q­P�h�W�h�#¥
g3 = g1 ·g2.

�a��¥ ¯\¡P¤u°h��¤ �,«M��¬\�u�¦�h²\�¦�h¤¦�h�<¥§�ª¥§¡©���\¤u±,¯\¡P°q¯�¤ �h�<��¥§¯<���q­P�q���q�<¥§¤
g1

���\�
g2

¥§��Á"��� �p¡©�\°h­©¬\�\�q�¢¡©�A¥§¯\�0�\�q¤ ¡P�¦�h�¢� �q²\� �q¤ �h�#¥.�ª¥ ¡P����±,¡©¥ ¯�¥ ¯\�0��¬<­©¥§¡©²\­P¡©°h¡t¥ � �<´���¥ ¯\�h�
���\�;¿��\¡P�W�h�\¤¦¡P���\��­µ�¦�h²\�¦�h¤ �q�<¥.�7¥§¡P���\¤���� �0¡P�<°h­P¬<�\�h��¡P��¡t¥r±,¡©¥ ¯�¥ ¯\�0��¬<­©¥§¡©²\­P¡©°h¡t¥ ��Á�´

� +_�f+®��+�|~L`8�Sh=7348
u = 5, v = 10

+
�D�q¥F¥§¯<��¨��q�\�h� �ª¥§��� ¤

g1, g2, g3, g4

°h���¦� �q¤ ²\���<��¥§�
η8(2z)η8(z).

�a�$¥§¯\¡©¤"°h��¤ ��¥§¯<�h� �W¡P¤0���<�
�W���¦�p�h­P�q���q�<¥,°h��� � �q¤ ²\���\�\¡P�<¨W¥ ��¥ ¯\¡P¤r«M��� �¢´#Õ��0¯`�ª£O�0¥§¯\�¦�h�0�\¡©«_«M�q� �q�<¥,°9��¤¦�h¤q´
ÁdÀ�Î¹¯\¡P¤��h­©�h�W�h�<¥�¡P¤

g1g2g3.
�D�q¥

Φ
·<�X¤ ¬<°h¯����\�Q¿a�\¡©���q�<¥§¡©���`��­�� �h²<� �h¤¦�h�<¥§�ª¥§¡©���I¥ ¯`�ª¥

Φ(gk) =
−1, k = 1, 2, 3, 4.

���;¥�¬\¤�°9��­©°h¬\­P�ª¥§�n¡©¥§¤I��¬\­t¥§¡©²\­P¡©°h¡©¥¦�!¡P�É¥ ¯\���\�h¤¦¡P�¦�h��� �q²\� �q¤ �h�#¥.�ª¥ ¡P���~´uÎ¹¯<¡P¤
�<¬\��·<�h�,�n�7�e·\�0�h×�¬`�ª­~¥§��¼h�q� �W·\¬<¥�¡©¥,���ª�e�<��¥,·\�p«M�§��°;¥§¡©���`��­¶���¹�\�h¨��ª¥§¡t£#�ª´��X¬<¥,±,�0��·<¥§��¡P�~Ñ

< χ, χΦ >=
1

16
(24 − 8 · 5) = −1.

Î¹¯<¡P¤,°h���#¥§�§�ª�\¡P°;¥§¡P���e¤ ¯\�ª±,¤�¥ ¯`�ª¥¹¥§¯<¡P¤¹°9�ª¤ �0¡P¤¹�\�ª¥,²\�h�¦��¡©¤ ¤ ¡©·\­P�ª´<Îr±,�W��¥§¯<�h�¹°9�ª¤ �h¤����¦�p²\�h�¦��¡©¤³¿
¤¦¡P·\­©��´
Ê�À/Î¹¯\�¹°h¬\¤¦²W«M��� �

η8(2z)η8(z)
°q��� �¦�h¤ ²<���\��¥§�}¥ ¯\�r�h­©�h�W�h�<¥ ¤

g1, g2, g3, g4, g1g2.
Î¹¯\�r¥.�ª·\­P�

�ª«��W¬\­©¥ ¡P²\­©¡P°q¡©¥§¡©�h¤�¡P¤qÑ
C Þ���ÜMà �~�
g1

Á Á Á Á Á Á Á Á ¿.Á ¿.Á ¿.Á ¿.Á ¿§Á ¿§Á ¿.Á ¿.Á
g2

Á Á Á Á ¿.Á ¿.Á ¿§Á ¿§Á Á Á Á Á ¿§Á ¿§Á ¿.Á ¿.Á
g3

Á Á ¿§Á ¿.Á Á Á ¿§Á ¿§Á Á Á ¿.Á ¿.Á Á Á ¿.Á ¿.Á
g4

Á ¿§Á Á ¿.Á Á ¿.Á Á ¿§Á Á ¿.Á Á ¿.Á Á ¿§Á Á ¿.Á
m

Ó � � Ê Ê Á Á � Ê Á Á � Ê Á Á �

�



�fÀrÎ¹¯\�0°q¬\¤ ²¢«M��� �
η8(2z)η8(z)

°h���¦� �q¤ ²\���<�H¥§��¥ ¯\�"�q­P�q���q�<¥§¤
g1, g2, g3, g4, g1g2g3g4.

Î¹¯\�
¥§��·\­©�p��«��W¬\­t¥§¡P²<­P¡P°q¡©¥ ¡P�h¤�¡©¤hÑ
C Þ���ÜMà ���
g1

Á Á Á Á Á Á Á Á ¿.Á ¿.Á ¿.Á ¿.Á ¿§Á ¿§Á ¿.Á ¿.Á
g2

Á Á Á Á ¿.Á ¿.Á ¿§Á ¿§Á Á Á Á Á ¿§Á ¿§Á ¿.Á ¿.Á
g3

Á Á ¿§Á ¿.Á Á Á ¿§Á ¿§Á Á Á ¿.Á ¿.Á Á Á ¿.Á ¿.Á
g4

Á ¿§Á Á ¿.Á Á ¿.Á Á ¿§Á Á ¿.Á Á ¿.Á Á ¿§Á Á ¿.Á
m

Ó Ê Ê Ê Ê Ê Ê � Ê Ê Ê � Ê � � �

� +_�f+ � +�|~L`8�Sh=7348
u = 6, v = 9

+
Î¹¯\¡©¤,¨�� ��¬<²¢¡©¤,²\�h�¦��¡©¤ ¤ ¡©·\­P�����\­t�A¡P�e¥¦±,���\¡t«_«M�h�¦�h�<¥,°h��¤ �q¤h´
ÁdÀuÎ¹¯\�

g1, g2, g3, g4, g1g2, g3g4

°q��� �¦�h¤ ²<���\�e¥§�F¥§¯\�,«M���¦�
η12(2z).

Î¹¯<��¥.��·<­P�,��«D�W¬\­©¥ ¡P²\­©¡P°Q¿
¡t¥§¡©�h¤¹¡P¤qÑ
C Þ���ÜMà �~�
g1

Á Á Á Á Á Á Á Á ¿.Á ¿.Á ¿.Á ¿.Á ¿§Á ¿§Á ¿.Á ¿.Á
g2

Á Á Á Á ¿.Á ¿.Á ¿§Á ¿§Á Á Á Á Á ¿§Á ¿§Á ¿.Á ¿.Á
g3

Á Á ¿§Á ¿.Á Á Á ¿§Á ¿§Á Á Á ¿.Á ¿.Á Á Á ¿.Á ¿.Á
g4

Á ¿§Á Á ¿.Á Á ¿.Á Á ¿§Á Á ¿.Á Á ¿.Á Á ¿§Á Á ¿.Á
m


 � � � � Ê Ê Ê � Ê Ê Ê � Ê Ê Ê
Ê�ÀrÎ¹¯\�0�q­P�h�W�h�#¥§¤

g1, g2, g3, g4, g1g2, g1g2g3g4

°q��� �¦�h¤¦²\���\�¢¥§��¥§¯\�0°q¬\¤ ²¢«M��� �
η12(2z).C Þ���ÜMà �~�

g1

Á Á Á Á Á Á Á Á ¿.Á ¿.Á ¿.Á ¿.Á ¿§Á ¿§Á ¿.Á ¿.Á
g2

Á Á Á Á ¿.Á ¿.Á ¿§Á ¿§Á Á Á Á Á ¿§Á ¿§Á ¿.Á ¿.Á
g3

Á Á ¿§Á ¿.Á Á Á ¿§Á ¿§Á Á Á ¿.Á ¿.Á Á Á ¿.Á ¿.Á
g4

Á ¿§Á Á ¿.Á Á ¿.Á Á ¿§Á Á ¿.Á Á ¿.Á Á ¿§Á Á ¿.Á
m


 � � � Á Á Á � Á Á Á � � Ê Ê Ê
� +_�f+��f+�|~L`8�Sh=7348

u = 7, v = 8
+

ÁdÀ�Õ��¹°q���\¤ ¡©�\�h�u¥ ¯\�,°9��¤¦�,±,¯<�h�n¡©��¥§¯\�¹¨��¦��¬\²�¥§¯\�q� �,¡P¤u¤¦¬\°h¯W¤ ¬<·\¨�� ��¬\²��ª«¶¥ ¯\�,��� �\�q�lÃp¥ ¯`�ª¥
�ª­P­`¡©¥ ¤��h­P�q���q�<¥§¤��\�ª¥z�q×�¬`��­]¥§�F¡P�\�q�<¥§¡t¥ ��°q��� �¦�h¤ ²<���\��¥ �

η8(2z)η8(z).
Î¹¯\¡©¤l£#���¦¡®���<¥l¡©¤l¤¦¬\¡©¥§��·\­©��Ñ

¥ ¯\�A¡P�¦� �q�\¬\°h¡©·\­P�n� �h²<� �h¤¦�h�<¥§�ª¥§¡©���\¤�¡P�<�h�<¥ ¡P°9�ª­X���É¥ ¯\¡P¤�¤¦¬\·\¨��¦��¬\²Í��� �A¡©�\°h­©¬\�\�q�Í¡©�É¥§¯\�A�<�h¤ ¡©� �q�
�¦�h²\�¦�h¤¦�h�<¥§�ª¥§¡©��� ±,¡©¥ ¯H¥§¯<�Y��¬<­©¥§¡©²\­P¡©°h¡t¥ �eÄ#Ô¶�ª¥§¯\�q�IÁ9Ó�� �h²<� �h¤¦�h�<¥§�ª¥§¡©���\¤�¿X±,¡©¥ ¯H¥§¯<�Y��¬<­©¥§¡©²\­P¡©°h¡t¥ �
Á�´
Ê�ÀX�a��¥§¯<¡P¤¹¨��¦��¬\²A¥§¯\�q� �0¡P¤r��¤¦¬\·\¨��¦��¬\²¢��«/¥§¯\�p���¦�\�h��ÃY±,¯\¡©°h¯�°h���#¥.��¡©�\¤�ÄY�h­P�q���q�<¥§¤¹°q��� �¦�;¿

¤¦²\���\�<¡P�\¨0¥§�0¥§¯\�,°q¬\¤ ²W«M��� �
η8(2z)η8(z).

»����l�QØ<����²<­P�r¥§¯<��¨��¦��¬\²�±,¡P­©­\·\��²\�h�¦��¡©¤ ¤¦¡P·\­©�r¡P��¥§¯<�
°h��¤ �W±,¯\�h�É¥ ¯\�n�q­P�q���q�<¥§¤

g1g2, g1g3, g2g3, g3g4, g1g2g3, g3, g4

°q��� �¦�h¤¦²\���\��¥ �j¥§¯<��°q¬\¤ ²É«M���¦�
η8(2z)η8(z)

���\�¢��¥§¯\�q�¹�h­©�h�W�h�<¥ ¤��ª«����¦�\�h��Ê�°h��� � �q¤ ²\���\�¢¥ �
η12(2z).C Þ���ÜMà �¶�

Ã



g1

Á Á Á Á Á Á Á Á ¿.Á ¿.Á ¿.Á ¿.Á ¿§Á ¿§Á ¿.Á ¿.Á
g2

Á Á Á Á ¿.Á ¿.Á ¿§Á ¿§Á Á Á Á Á ¿§Á ¿§Á ¿.Á ¿.Á
g3

Á Á ¿§Á ¿.Á Á Á ¿§Á ¿§Á Á Á ¿.Á ¿.Á Á Á ¿.Á ¿.Á
g4

Á ¿§Á Á ¿.Á Á ¿.Á Á ¿§Á Á ¿.Á Á ¿.Á Á ¿§Á Á ¿.Á
m

Ä � � � Ê � Á Á Ê � Á Á � Á Ê Ê
�a� ¥ ¯\�j¤¦¬\·\¨��¦��¬\²

< g1 > × < g2 > × < g1g2g3 >
¥§¯<�h� �j��� �H�;Ø<��°;¥§­©� �)�h­P�q���q�<¥§¤

°q��� �¦�h¤¦²\���\�\¡©�\¨�¥§�
η8(2z)η8(z);

¡P�e¥ ¯\�0¤ ¬\·<¨�� ��¬<²
< g1 > × < g2 > × < g1g2 >

¥§¯\�q� �F���¦�FÊ
�q­P�q���q�<¥§¤¹°q��� �¦�h¤ ²<���\�\¡©�\¨�¥§�Y¥§¯<¡P¤r«M���¦�  O¡P�e¥ ¯\�p¤ ¬\·<¨�� ��¬<²¢±,¯\¡©°h¯�°h���\¤ ¡©¤¦¥§¤¹�ª«�²\�¦���\¬\°;¥§¤¹��«/¥ ±,�
���r«M��¬\�¹¨��q�\�h� �ª¥§���¦¤¹¥§¯\�q� �"��� �qÓW¤¦¬\°h¯H�h­©�h�W�h�<¥ ¤h´
Õ��0°9�ª�j��­©¤ ��°h���\¤ ¡©�\�h�¹¥§¯<�F¤¦�h°q���\��£<�ª� ¡®�ª�<¥9´
Î¹¯\���q­P�h�W�h�#¥§¤

g1, g2, g3, g4, g1g4, g2g4, g1g3, g1g2

°h���¦� �q¤ ²\���<�F¥ �r¥§¯\�u°q¬\¤ ²0«M��� �
η8(2z)η8(z)�ª�\�H�ª¥§¯\�q�¹�h­P�q���q�<¥§¤,��«/¥§¯<�F��� �\�q��ÊY°q��� �¦�h¤ ²<���\��¥§�

η12(2z).C Þ���ÜMà �~�

g1

Á Á Á Á Á Á Á Á ¿.Á ¿.Á ¿.Á ¿.Á ¿§Á ¿§Á ¿.Á ¿.Á
g2

Á Á Á Á ¿.Á ¿.Á ¿§Á ¿§Á Á Á Á Á ¿§Á ¿§Á ¿.Á ¿.Á
g3

Á Á ¿§Á ¿.Á Á Á ¿§Á ¿§Á Á Á ¿.Á ¿.Á Á Á ¿.Á ¿.Á
g4

Á ¿§Á Á ¿.Á Á ¿.Á Á ¿§Á Á ¿.Á Á ¿.Á Á ¿§Á Á ¿.Á
m

Ä Ê Ó Á Ê Á Á � Ê Á Á � Á Ê � Ê
�fÀ}�a�$¥§¯\��¨��¦��¬\²	¥§¯\�q� �W¡P¤F�A¤ ¬\·\¨�� ��¬\²

F
��«X¥ ¯\����� �<�h�FÃ�±,¯<¡P°h¯)°h���#¥.��¡©�\¤p���\­t�!���\���h­©�;¿

�W�h�#¥
g1

°h��� � �q¤ ²\���\�\¡P�<¨�¥§�
η8(2z)η8(z).

�D�q¥�¥§¯\�F�h­©�h�W�h�<¥ ¤
g2, g3

�\�n�\��¥�·\�h­©���\¨�¥ �
F
���\�

°q��� �¦�h¤¦²\���\�!¥§�
η12(2z).

Î¹¯\�I¨�� ��¬<²
G
¡©¤�²\�q� �W¡P¤¦¤ ¡P·<­P�F���\­©�¢¡©�j¥§¯\�"°9��¤¦�Y±,¯\�h�

g1 6= g2g3.
�a�

¥ ¯\¡P¤¹°h��¤ �0±,�0�n�7�A��¤¦¤ ¬\�W�p¥§¯`�ª¥¹¥ ¯\�0�h­©�h�W�h�<¥ ¤
g1, g2, g3, g4

��� �p¥ ¯\�0¨��h�\�q�§�ª¥ ��� ¤q´
C Þ���ÜMà �~�

g1

Á Á Á Á Á Á Á Á ¿.Á ¿.Á ¿.Á ¿.Á ¿§Á ¿§Á ¿.Á ¿.Á
g2

Á Á Á Á ¿.Á ¿.Á ¿§Á ¿§Á Á Á Á Á ¿§Á ¿§Á ¿.Á ¿.Á
g3

Á Á ¿§Á ¿.Á Á Á ¿§Á ¿§Á Á Á ¿.Á ¿.Á Á Á ¿.Á ¿.Á
g4

Á ¿§Á Á ¿.Á Á ¿.Á Á ¿§Á Á ¿.Á Á ¿.Á Á ¿§Á Á ¿.Á
m

Ä Á Á Ê Á Ê � � � � Á Á � Á Á Ê
� +_�f+R��+�|~L`8�Sh=7348

u = 9, v = 6
+

Î¹¯\¡©¤,¨�� ��¬<²¢¡©¤,²\�h�¦��¡©¤ ¤ ¡©·\­P�����\­t�A¡P�e¥¦±,���\¡t«_«M�h�¦�h�<¥,°h��¤ �q¤h´
ÁdÀrÎ¹¯\�0�q­P�h�W�h�#¥§¤

g1, g2, g3, g4, g1g2, g3g4

°q��� �¦�h¤¦²\���\�¢¥§�
η12(2z).C Þ���ÜMà Ù�� �

g1

Á Á Á Á Á Á Á Á ¿.Á ¿.Á ¿.Á ¿.Á ¿§Á ¿§Á ¿.Á ¿.Á
g2

Á Á Á Á ¿.Á ¿.Á ¿§Á ¿§Á Á Á Á Á ¿§Á ¿§Á ¿.Á ¿.Á
g3

Á Á ¿§Á ¿.Á Á Á ¿§Á ¿§Á Á Á ¿.Á ¿.Á Á Á ¿.Á ¿.Á
g4

Á ¿§Á Á ¿.Á Á ¿.Á Á ¿§Á Á ¿.Á Á ¿.Á Á ¿§Á Á ¿.Á
m


 � � � � Ê Ê Ê � Ê Ê Ê � Ê Ê Ê
Ê�ÀrÎ¹¯\�0�q­P�h�W�h�#¥§¤

g1, g2, g3, g4, g1g2, g1g2g3g4

°q��� �¦�h¤¦²\���\�¢¥§�
η12(2z).C Þ���ÜMà Ù]Ù �

Â



g1

Á Á Á Á Á Á Á Á ¿.Á ¿.Á ¿.Á ¿.Á ¿§Á ¿§Á ¿.Á ¿.Á
g2

Á Á Á Á ¿.Á ¿.Á ¿§Á ¿§Á Á Á Á Á ¿§Á ¿§Á ¿.Á ¿.Á
g3

Á Á ¿§Á ¿.Á Á Á ¿§Á ¿§Á Á Á ¿.Á ¿.Á Á Á ¿.Á ¿.Á
g4

Á ¿§Á Á ¿.Á Á ¿.Á Á ¿§Á Á ¿.Á Á ¿.Á Á ¿§Á Á ¿.Á
m


 � � � Á Á Á � Á Á Á � � Ê Ê Ê
� +_�f+��d+�|~L`8�Sh=7348

u = 11, v = 4
+

Î¹¯\��¨�� ��¬\²�¡©¤�²\�h�¦��¡©¤ ¤ ¡©·\­P�X���\­©�Y¡P��¥§¯\�,°9�ª¤ ��±,¯<�h�e�ª­P­\�q­P�h�W�h�#¥§¤l°h���¦� �h¤¦²\���\�<¡P�\¨0¥§�
η12(2z)�ª� �0¨��h�<�h�§�7¥§���¦¤,«M���

G.C Þ���ÜMà Ù � �
g1

Á Á Á Á Á Á Á Á ¿.Á ¿.Á ¿.Á ¿.Á ¿§Á ¿§Á ¿.Á ¿.Á
g2

Á Á Á Á ¿.Á ¿.Á ¿§Á ¿§Á Á Á Á Á ¿§Á ¿§Á ¿.Á ¿.Á
g3

Á Á ¿§Á ¿.Á Á Á ¿§Á ¿§Á Á Á ¿.Á ¿.Á Á Á ¿.Á ¿.Á
g4

Á ¿§Á Á ¿.Á Á ¿.Á Á ¿§Á Á ¿.Á Á ¿.Á Á ¿§Á Á ¿.Á
m

� � � Á Á � � Ê � Á Á Ê � Ê Ê �

� +_�f+���+�|~L`8�Sh=7348
u = 13, v = 2

+
Õ��	���ª���ª¤ ¤ ¬<��� ¥ ¯`�ª¥¢���W���\¨�«M��¬\�A¨��h�<�h�§�7¥§���¦¤e¥§¯\� «M¡©� ¤¦¥n¥ ±,�

g1

���<�
g2

°h���¦� �q¤ ²\���<�
¥ �

η12(2z).
Î¹¯\�h�Í¥§¯\��¡P�<�h�<¥ ¡P°9�ª­r� �q²\� �q¤ �h�#¥.�ª¥ ¡P���Í¡P¤�¡P�<°h­P¬<�\�h��¡P�'¥ ¯\���\�h¤¦¡P� �q� ���<��±,¡t¥§¯'¥§¯<�

�W¬\­t¥§¡P²<­P¡P°q¡©¥¦��Ã<Ô~¡©� � �q�\¬\°q¡P·\­©�Y� �q²\� �q¤ �h�#¥.�ª¥ ¡P���\¤p±,¯\¡©°h¯$���¦���\��¥0�h×�¬`�ª­l���	¥ ¯\���h­©�h�W�h�<¥ ¤
g1

���\�
g2

��� �A¡©�\°h­©¬\�\�h��±,¡©¥ ¯'¥§¯\���W¬\­©¥ ¡P²\­©¡P°h¡t¥ �'Á�Ô2�\���\¡©�\�h�#¥§¡P°h��­r�¦�h²\�¦�h¤ �q�<¥.�7¥§¡P���\¤W±,¯<¡P°h¯Í���¦���h×�¬`��­
���É¥§¯\�e�q­P�q���q�<¥§¤

g1

���<�
g2

¥ �'ÁA���¦�e�\��¥I¡P�\°q­P¬\�\�q�É¡P�)¥§¯\�e�<�h¤ ¡©� �q�'� �h²<� �h¤¦�h�<¥§�ª¥§¡©���~´ ��¥ ¯\�h�
�¦�h²\�¦�h¤¦�h�<¥§�ª¥§¡©���\¤���� �0¡©�\°h­©¬\�\�h�A±,¡t¥§¯A¥§¯\�0�W¬\­©¥ ¡P²\­©¡P°q¡©¥ ��Ê#´

� +_�f+��f+�|~L`8�Sh=7348
u = 15, v = 0

+
Î¹¯\�q��¥ ¯\�,¡P�\�q�<¥§¡©°9��­#� �h²<� �h¤¦�h�<¥§�ª¥§¡©���W¡P¤u¡P�<°h­P¬<�\�h��¡P��¥ ¯\�¹�\�h¤¦¡P�¦�h�W���\�¹±,¡©¥ ¯�¥ ¯\�,��¬<­©¥§¡©²\­P¡©°h¡t¥ �

Â#Ô ��¥§¯\�q���¦�h²\�¦�h¤¦�h�<¥§�ª¥§¡©���\¤���� �p¡©�\°h­©¬\�\�h�A±,¡t¥§¯A¥§¯\�0�W¬\­©¥ ¡P²\­©¡P°q¡©¥ ��Á�´
��� � � C � à ã]�d�¶��Ý

Z4 × Z4

Þ`�/���É��Ü_�d�MÝ�ÜR�R��Þ<�d�_ßDà
η−
Ý/�d�s���/���dá��

Z4 × Z4
∼=< f > × < h > .Õ��0°h���\¤ ¡©�\�h����­©­~²\��¤¦¤ ¡P·<­P�p°9�ª¤ �h¤q´

ÁdÀYæ�­P­X�q­P�q���q�<¥§¤���«�¥§¯\�����¦�\�h��Ê °h��� � �q¤ ²\���\�Í¥ �
η12(2z).

æ�­P­X�h­P�q���q�<¥§¤��ª«�¥ ¯\����� �\�q��Ó
°q��� �¦�h¤¦²\���\�¢¥§�

η6(4z).Î¹¯\¡©¤�°h��¤ �"¡P¤��\��¥�²\�h�¦��¡©¤ ¤ ¡©·\­P�0·\�q°9��¬<¤ �I¥ ¯\�I�W¬\­©¥ ¡P²\­©¡P°q¡©¥ �W��«�¥§¯\�"¡P�\�q�<¥§¡©°9��­D�¦�h²\�¦�h¤ �q�<¥.�7¥§¡P���
m1

¡P¤r«M� ��°q¥ ¡P���\��­~¡P�e¥ ¯\¡P¤,°h��¤ �ª´
Ê�À Î¹¯\���q­P�h�W�h�#¥

f 2
°q��� �¦�h¤ ²<���\�\¤	¥§�

η12(2z),
¥§¯<�Í�q­P�q���q�<¥§¤

h2, f 2h2
°h���¦� �q¤ ²\���<� ¥§�

η8(2z)η8(z).Î¹¯\¡©¤I°h��¤ ��¡P¤F�\��¥Y²<�h� �W¡P¤¦¤ ¡©·\­P��·\�q°9��¬\¤¦�n¥§¯<�n�W¬\­©¥ ¡P²\­©¡P°h¡t¥ �
mΦ

¡P¤0«M�§�ª°q¥§¡©���`��­u¡©�)¥ ¯\¡P¤F°9��¤¦��´
å��h�¦�

Φ(f) = i, Φ(h) = i.
�fÀ Î¹¯\���q­P�h�W�h�#¥§¤

f 2, h2
°h���¦� �q¤ ²\���<� ¥§�

η12(2z),
¥ ¯\���h­P�q���q�<¥

f 2h2
°q��� �¦�h¤¦²\���\�\¤	¥§�

η8(2z)η8(z).�D�q¥
s
�h­©�h�W�h�<¥ ¤D°h���¦� �h¤¦²\���\�p¥ �

η4(4z)η4(2z), t
�h­P�q���q�<¥§¤D°q��� �¦�h¤¦²\���\�0¥§�

η4(4z)η2(2z)η4(2z).Î¹¯<�"�\¬<��·\�q�
0 ≤ t ≤ 4.

Õ��F��·<¥.��¡©�

m1 =
1

16
· (24 + 8 + 4t).

å��h�\°q��Ô
t = 0

���
t = 4.

�X��¥ ¯A£<�ª� ¡®�ª�<¥§¤,���¦�0²\�h�¦��¡©¤ ¤ ¡©·\­P�ª´
|~L`8�Sh=7348

t = 0.

Á
�



�a�	¥§¯\¡©¤p°9��¤¦�nÃA�¦�h²\�¦�h¤ �q�<¥.�7¥§¡P���\¤p±,¯\¡P°q¯)¤¦�h�\�
f 2h2

¡©�<¥§�!ÁW���¦��¡P�\°q­P¬\�\�q�!±,¡©¥§¯!¥ ¯\����¬\­t¥§¡ ¿
²<­P¡P°q¡©¥¦�AÊ#Ô<��¥§¯\�q�,¡P� �¦�h�\¬<°h¡P·<­P�}�¦�h²\�¦�h¤ �q�<¥.�7¥§¡P���\¤���� �0¡P�<°h­P¬<�\�h�A±,¡©¥ ¯A¥§¯\�0�W¬\­©¥ ¡P²\­©¡P°h¡t¥ �AÁ�´
|~L`8�Sh=7348

t = 4.�a��¥§¯\¡©¤¹°9��¤¦�F¥ ¯\�0�h­©�h�W�h�<¥ ¤
fh, f 3h, fh3, f 3h3

°q��� �¦�h¤¦²\���\�¢¥§�
η4(4z)η2(2z)η4(2z).C Þ���ÜMà Ù �~�

f
Á Á Á Á ¡ ¡ ¡ ¡ ¿§Á ¿§Á ¿.Á ¿.Á ¿a¡ ¿a¡ ¿a¡ ¿a¡

h
Á ¡ ¿.Á ¿a¡ Á ¡ ¿§Á ¿�¡ Á ¡ ¿.Á ¿a¡ Á ¡ ¿.Á ¿a¡

m
� Á Á Á Á Ê Á Ê Á Á � Á Á Ê Á Ê

Ó�Àræ�­P­µ�q­P�q���q�<¥§¤,��«/¥§¯\�0���¦�\�h��ÊY°h��� � �q¤ ²\���\�¢¥ �
η8(2z)η8(z).�D�q¥

s
�h­©�h�W�h�<¥ ¤D°h���¦� �h¤¦²\���\�p¥ �

η4(4z)η4(2z), t
�h­P�q���q�<¥§¤D°q��� �¦�h¤¦²\���\�0¥§�

η4(4z)η2(2z)η4(2z).
� ��� ���

0 ≤ t ≤ 12.
Õ��0��·#¥.��¡©�

m1 =
1

16
· (24 + 24 + 4t).

å��h�\°q��Ô
t
°h����·\�¹�h×�¬`�ª­<¥§�}���\�r��«`¥ ¯\�¹�\¬\�W·\�h�¦¤ �<ÔªÓ\ÔvÃ#Ô#ÁdÊO´�æ�­©­O¥ ¯\�h¤¦�r£#��� ¡P���<¥§¤���� �X²\�h�¦��¡©¤ ¤ ¡©·\­P�ª´

|~L`8�Sh=7348
t = 0.�a��¥ ¯\¡P¤F°9�ª¤ �nÓH� �q²\� �q¤ �h�#¥.�ª¥ ¡P���\¤F±,¯\¡P°q¯É¤ �q�\��¥ ¯\�n�q­P�h�W�h�#¥§¤

f
���<�

h
¡P�<¥ ���)Án���p¿.Án��� �

¡©�\°h­©¬\�\�q�$¡©�!¥§¯\���\�q¤ ¡©� �h�$� �q²\� �q¤ �q�<¥.�ª¥ ¡P���	±,¡©¥ ¯!¥§¯\���W¬\­©¥ ¡P²\­©¡P°h¡t¥ � �#Ô~��¥§¯<�h�p¡P�¦� �q�\¬\°h¡©·\­P���¦�h²\�¦�;¿
¤¦�h�<¥§�ª¥§¡©���\¤����¦�p¡P�\°q­P¬\�\�q�A±,¡©¥§¯�¥§¯<�p��¬\­t¥§¡©²\­P¡©°h¡©¥¦��Á�´
|~L`8�Sh=7348

t = 4.�a�p¥§¯<¡P¤D°9�ª¤ �2±,���n�7�}��¤¦¤ ¬\�W�2¥§¯\�ª¥D¥§¯\�u�q­P�q���q�<¥§¤
f, f 3, fh2, f 3h2

°h���¦� �q¤ ²\���<�F¥ �
η4(4z)η2(2z)η4(2z).C Þ���ÜMà Ù ���

f
Á Á Á Á ¡ ¡ ¡ ¡ ¿§Á ¿§Á ¿.Á ¿.Á ¿a¡ ¿a¡ ¿a¡ ¿a¡

h
Á ¡ ¿.Á ¿a¡ Á ¡ ¿§Á ¿�¡ Á ¡ ¿.Á ¿a¡ Á ¡ ¿.Á ¿a¡

m
Ó Á Ó Á Á Á Á Á Ê Á Ê Á Á Á Á Á

|~L`8�Sh=7348
t = 8.�a�p¥§¯<¡P¤D°9�ª¤ �2±,���n�7�}��¤¦¤ ¬\�W�2¥§¯\�ª¥D¥§¯\�u�q­P�q���q�<¥§¤

f, f 3, fh2, f 3h2
°h���¦� �q¤ ²\���<�F¥ �

η4(4z)η4(2z).C Þ���ÜMà Ù �~�
f
Á Á Á Á ¡ ¡ ¡ ¡ ¿§Á ¿§Á ¿.Á ¿.Á ¿a¡ ¿a¡ ¿a¡ ¿a¡

h
Á ¡ ¿.Á ¿a¡ Á ¡ ¿§Á ¿�¡ Á ¡ ¿.Á ¿a¡ Á ¡ ¿.Á ¿a¡

m
Ä Á Á Á Á Á Á Á � Á � Á Á Á Á Á

|~L`8�Sh=7348
t = 12.Î¹¯\¡©¤¹£<�ª� ¡®�ª�<¥,¡P¤¹²\�q� �W¡P¤¦¤ ¡P·<­P��´#Î¹¯\�p¥.��·<­P�p��«���¬<­©¥§¡©²\­P¡©°h¡t¥§¡P�q¤�¡P¤hÑ

C Þ���ÜMà Ù �~�

f
Á Á Á Á ¡ ¡ ¡ ¡ ¿§Á ¿§Á ¿.Á ¿.Á ¿a¡ ¿a¡ ¿a¡ ¿a¡

h
Á ¡ ¿.Á ¿a¡ Á ¡ ¿§Á ¿�¡ Á ¡ ¿.Á ¿a¡ Á ¡ ¿.Á ¿a¡

m

 Á Ê Á Á Á Á Á Ê Á Ê Á Á Á Á Á

Î¹¯\�F¨��¦��¬\²\¤
Z4 × Z2 × Z2

�
Z8 × Z2

¯\�ª£O�F·<�h�h�H°h���<¤ ¡P�<�h� �q�H¡©�A¥§¯\�F���³¥§¡P°q­P��È ÁdÄ7Ìw´
��� �~� C � à ã]�d�¶��Ý

Z2 × Z2 × Z2 × Z2 × Z2

Þ`�/���É�/ÜM�d�MÝ�Üw�R��Þ<�d�_ßDà
η−
Ý��d�s���/���dá��

Î¹¯\�F¨��¦��¬\²�¡P¤¹²\�q� �W¡P¤¦¤ ¡P·<­P�}���<­©�e¡©�A¥§¯\�0°9�ª¤ �p±,¯\�h�
u = 21, v = 10

´
Á�Á



�D�q¥�¥ ¯\�A�h­©�h�W�h�<¥ ¤
g1, g2, g3, g4, g5

·\�e¥§¯\�A¨��h�\�q�§�ª¥ ��� ¤Y«M���"¥§¯\�A¨��¦��¬\²
G.
Î¹¯<¡P¤�¨��¦��¬\²'¡P¤

²<�h� �W¡P¤¦¤ ¡©·\­P�}¡t«�¥§¯\�0�h­©�h�W�h�<¥ ¤

g1, g2, g3, g4, g1g2, g1g2g3g4, g1g3g5, g1g2g5, g3g4g5, g1g4g5

°q��� �¦�h¤¦²\���\�¢¥§��¥§¯\�0°q¬\¤ ²¢«M��� �
η12(2z).Î¹¯\�0¥.�ª·\­P�p��«��W¬\­©¥ ¡P²\­©¡P°h¡t¥§¡©�h¤�¡P¤qÑ

C Þ���ÜMà Ù �¶�

g1

Á Á Á Á Á Á ¿§Á ¿§Á ¿.Á ¿.Á ¿.Á ¿.Á ¿§Á ¿§Á ¿.Á ¿.Á
g2

Á ¿§Á ¿§Á Á ¿.Á ¿.Á Á Á Á Á Á ¿.Á ¿§Á ¿§Á ¿.Á ¿.Á
g3

Á Á Á ¿.Á ¿.Á ¿.Á Á Á ¿.Á ¿.Á ¿.Á Á Á ¿§Á ¿.Á ¿.Á
g4

Á Á ¿§Á Á ¿.Á ¿.Á Á ¿§Á Á ¿.Á ¿.Á ¿.Á ¿§Á Á Á ¿.Á
g5

Á ¿§Á Á Á Á ¿.Á Á Á Á Á ¿.Á Á ¿§Á Á ¿.Á ¿.Á
m


 Á Á Á Ê Á Á Á Á Á Ê Á Á Á Á Ê
��¥§¯<�h�,¡P�¦� �h�<¬\°h¡©·\­P�}�¦�h²\�¦�h¤¦�h�<¥§�ª¥§¡©���\¤���� �p�\�ª¥�¡©�\°h­©¬\�\�q�¢¡©�A¥§¯\�0�\�q¤ ¡P�¦�h�¢� �q²\� �q¤ �h�#¥.�ª¥ ¡P���~´
Î¹¯\�"²\�h�¦��¡©¤ ¤¦¡P·\­©�}� �q²\� �q¤ �h�#¥.�ª¥ ¡P���H°9���¢�\��¥�·\�F°h���<¤¦¥§�¦¬\°q¥ �h�j«M�����ª¥§¯\�q�,£#��­©­P¬\�q¤¹��«2�<¬\��·<�h� ¤

u
���\�

v.�D�q¥�¬\¤,¤¦¯\��±(¯<��± ¥ ��²\� ��£O�0¡©¥¹«M���
u = 1.

�D�q¥
g
°h���¦� �q¤ ²\���<�H¥§�

η8(2z)η8(z).
�D�q¥

Φ(g) =
−1.

Î¹¯<�h�
mΦ = 1

2
.�a�¢��¥§¯<�h�,°9��¤¦�h¤,±,�0°9���¢¨�¡©£O�}¥ ¯\�0²\� ���ª«M¤�·#�����¢���`��­©��¨���¬<¤X±��ª�s´

��� �����H�s��Þ���àOÜR�RÞ\� ã]�7�s��Ý�á��]â�� � àH�s�7��à�� � � Þ`�/���É�/ÜM�d�MÝ�Üw�R��Þ<�d�_ßDà
η−
Ý��d�s���/���dá��

�a��¥§¯<�¹��¬\�u�;Ø<���W²\­©�h¤�±,�¹¤¦¯`��­P­#���q�q¥l��­©­#�<���`��·\�q­P¡P���Y¨��¦��¬\²\¤u��«]¥ ¯\�¹��� �<�h�¹Á

p��¤u¤¦¬\·\¨��¦��¬\²\¤
¡©��¨�� ��¬<²\¤,��«�¥ ¯\�0��� �<�h� �fÊ#´
Î¹¯\�F¨��¦��¬\²\¤

D16

�ª�\�
D8

��� �p²<�h� �W¡P¤¦¤ ¡©·\­P��È Á
�ªÌw´
� + � +_�f+��������	�	


D4 × Z4.Î¹¯\�F¨��q�\�q¥ ¡P°p°h���\�"�ª«�¥ ¯\�0¨�� ��¬<²¢¡©¤hÑ
< a, b, c : a4 = b2 = c4 = e, b−1ab = a3, ac = ca, bc = cb. >æ�­P­~¡©� � �q�\¬\°q¡P·\­©�}� �q²\� �q¤ �h�#¥.�ª¥ ¡P���\¤���«/¥§¯\�0¨��¦��¬\²¢���¦��Ñ

Tk(a) = (−1)k, Tk(b) = 1, k = 1, 8; Tk(a) = (−1)k, Tk(b) = −1, k = 8, 16;

Tk(c) = ik, k = 1, 16.

Tk(a) =

(

i 0
0 −i

)

, Tk(b) =

(

0 1
1 0

)

, k = 17, 20;

Tk(c) =

(

i 0
0 −i

)k

, k = 17, 20.

Î¹¯\�$²\�q� �W¡P¤ ¤¦¡P·\­©�!� �q²\� �q¤ �h�#¥.�ª¥ ¡P����¡P¤����\¡P�¦�h°;¥�¤ ¬\� ��«Y��­P­�¡P�¦� �h�<¬\°h¡©·\­P�!�¦�h²\�¦�h¤ �q�<¥.�7¥§¡P���\¤h´
Î¹¯<���q­P�h�W�h�#¥§¤

a, a3, ac2, a3c2
°h��� � �q¤ ²\���\�)¥ �

η4(4z)η4(2z),
��¥§¯\�q�0�h­P�q���q�<¥§¤p�ª«z¥ ¯\����� �\�q�0Ó

°q��� �¦�h¤¦²\���\�$¥§�
η6(4z),

¥§¯<�W�q­P�q���q�<¥
a2
°h��� � �q¤ ²\���\�$¥ �

η8(2z)η8(z),
�ª¥§¯\�q�F�q­P�q���q�<¥§¤p��«l¥§¯<�

��� �\�q��ÊY°q��� �¦�h¤ ²<���\�H¥ �
η12(2z).Î¹¯\¡©¤,¨�� ��¬<²¢°q���<¥§��¡P�\¤���¤ ¬<·\¨�� ��¬\²

D4 × Z2.� +P�O+�|~L`8�b�6917Z4c
Q8 × Z4.Î¹¯\�F¨��q�\�q¥ ¡P°p°h���\�"�ª«�¥ ¯\�0¨�� ��¬<²¢¡©¤hÑ

ÁdÊ



< a, b, c : a4 = b4 = c4 = e, b−1ab = a3, a2 = b2, ac = ca, bc = cb. >Î¹¯\�F���\�Q¿a�\¡©���q�\¤ ¡©���`��­¶¡P�¦� �h�<¬\°h¡©·\­P�}�¦�h²\�¦�h¤¦�h�<¥§�ª¥§¡©���\¤���� �ªÑ

Tk(a) = (−1)k, Tk(b) = 1, k = 1, 8; Tk(a) = (−1)k, Tk(b) = −1, k = 8, 16;

Tk(c) = ik, k = 1, 16.Î¹¯\�0¥ ±,�7¿a�\¡©���q�\¤ ¡©���`��­s¡P�¦� �h�<¬\°h¡©·\­P�p�¦�h²\�¦�h¤ �q�<¥.�7¥§¡P���\¤���� �ªÑ

Tk(a) =

(

i 0
0 −i

)

, Tk(b) =

(

0 1
−1 0

)

, k = 17, 20;

Tk(c) =

(

i 0
0 −i

)k

, k = 17, 20.

Î¹¯\��²\�h�¦��¡©¤ ¤¦¡P·\­©�r� �q²\� �q¤ �h�#¥.�ª¥ ¡P����¡P¤l�F�<¡P� �q°q¥l¤ ¬<� ��«D��­©­\¡P�¦� �q�\¬\°h¡©·\­P�¹�¦�h²\�¦�h¤¦�h�<¥§�ª¥§¡©���\¤h´�Î¹¯\�
�q­P�q���q�<¥§¤

a, a3, b, b3, ab, a3b, ac2, a3c2, bc2, b3c2, a2c2, abc2, a3bc2
°q��� �¦�h¤ ²<���\�p¥§�

η4(4z)η4(2z),�ª¥§¯\�q�$�q­P�q���q�<¥§¤	��«�¥§¯\�����¦�\�h�	Ó�°h���¦� �h¤¦²\���\�Ö¥§�
η6(4z),

¥§¯<�Í�q­P�q���q�<¥
a2
°h���¦� �q¤ ²\���<� ¥§�

η8(2z)η8(z),
��¥ ¯\�h�,�q­P�h�W�h�#¥§¤¹��«/¥§¯\�0���¦�\�h��ÊI¥§�

η12(2z).Î¹¯\¡©¤,¨�� ��¬<²¢°q���<¥§��¡P�\¤���¤ ¬<·\¨�� ��¬\²
Q8 × Z2.� + � +®��+�|~L`8�b�6917Z4c

< a, b : a8 = e, b4 = e, b−1ab = a3 > .Î¹¯\�F���\�Q¿a�\¡©���q�\¤ ¡©���`��­¶¡P�¦� �h�<¬\°h¡©·\­P�}�¦�h²\�¦�h¤¦�h�<¥§�ª¥§¡©���\¤���� �ªÑ

Tk(a) = 1, Tk(b) = ik, 1, k = 1, 4; Tk(a) = −1, Tk(b) = ik, k = 5, 8;

Î¹¯<�F¥¦±,�ª¿a�\¡©���q�\¤ ¡©���`��­s¡P�¦� �q�\¬\°h¡©·\­P��� �h²<� �h¤¦�h�<¥§�ª¥§¡©���\¤���� �ªÑ

T9(a) = T10(a) =

(

ζ8 0
0 ζ3

8

)

, T11(a) = T12(a) =

(

ζ5

8
0

0 ζ7

8

)

,

T13(a) = T14(a) =

(

ζ2

8
0

0 ζ6

8

)

, T9(b) = T11(b) = T13(b) =

(

0 1
1 0

)

,

T10(b) = T12(b) = T14(b) =

(

0 1
−1 0

)

.

Î¹¯<�}²\�h�¦��¡©¤ ¤¦¡P·\­©���¦�h²\�¦�h¤¦�h�<¥§�ª¥§¡©���e¡P¤�¥§¯<�}�\¡P�¦�h°;¥X¤¦¬\� ±,¯<¡P°h¯n°h���<¥§��¡P�<¤l¥ ¯\���¦�h²\�¦�h¤ �q�<¥.�7¥§¡P���\¤
T13�ª�\�

T14

±,¡©¥ ¯W¥ ¯\���W¬\­t¥§¡P²<­P¡P°q¡©¥¦�"Ê#Ô���¥§¯\�q�z�¦�h²\�¦�h¤¦�h�<¥§�ª¥§¡©���\¤r�ª� ��¡P�\°q­P¬\�\�q�W±,¡t¥§¯W¥§¯\����¬<­©¥§¡©²\­P¡©°h¡t¥ �
Á�´\æ�­©­~�h­©�h�W�h�<¥ ¤¹��«�¥§¯\�0���¦�\�h�,Ã�°h��� � �q¤ ²\���\�¢¥ �

η2(8z)η2(4z),
¥§¯\�p�q­P�h�W�h�#¥§¤

a2, a6, a2b2, a6b2°q��� �¦�h¤¦²\���\�A¥§�
η4(4z)η4(2z),

��¥§¯<�h�¹�h­©�h�W�h�<¥ ¤r��«D¥ ¯\�p��� �<�h�rÓ�°q��� �¦�h¤ ²<���\�A¥§�
η6(4z),

¥ ¯\�}�q­P�;¿
�W�h�#¥

a4
°h���¦� �q¤ ²\���<�e¥§�

η8(2z)η8(z),
�ª¥§¯\�q�X�h­©�h�W�h�<¥ ¤X��«D¥ ¯\����� �\�q�rÓY°h��� � �q¤ ²\���\�e¥§�

η12(2z).Î¹¯\¡©¤,¨�� ��¬<²¢°q���<¥§��¡P�\¤¹¥ ¯\�0¤ ¬\·\¨�� ��¬\²�±,¡©¥ ¯A¥§¯\�0¨��q�\�q¥ ¡P°p°h���\�
< a, b : a8 = e, b2 = e, b−1ab = a3 > .
� + � + � +�|~L`8�b�6917Z4c

< a, b : a8 = e, b4 = e, b−1ab = a5 > .æ�­P­~¡©� � �q�\¬\°q¡P·\­©�}� �q²\� �q¤ �h�#¥.�ª¥ ¡P���\¤���«/¥§¯\�0¨��¦��¬\²¢���¦��Ñ
Tk(a) = 1, Tk(b) = ik, 1, k = 1, 4;
Tk(a) = −1, Tk(b) = ik, k = 5, 8;
Tk(a) = i, Tk(b) = ik, 1, k = 9, 12;
Tk(a) = −i, Tk(b) = ik, k = 13, 16.

T17(a) = T18(a) =

(

ζ8 0
0 ζ5

8

)

, T19(a) = T20(a) =

(

ζ3

8
0

0 ζ7

8

)

,

Á
�



T17(b) = T19(b) =

(

0 1
1 0

)

, T18(b) = T20(b) =

(

0 1
−1 0

)

.

Î¹¯\��²\�h�¦��¡©¤ ¤¦¡P·\­©�r� �q²\� �q¤ �h�#¥.�ª¥ ¡P����¡P¤l�F�<¡P� �q°q¥l¤ ¬<� ��«D��­©­\¡P�¦� �q�\¬\°h¡©·\­P�¹�¦�h²\�¦�h¤¦�h�<¥§�ª¥§¡©���\¤h´�Î¹¯\�
°q��� �¦�h¤¦²\���\�q�\°h�"·\�q¥¦±,�h�h�H�����\¬\­®�ª�X«M��� �W¤¹���<�H�q­P�h�W�h�#¥§¤,��«/¥§¯\�0¨��¦��¬\²�¡P¤,��¤,¡©�¢Ó<´ËÓ\´��<´
Î¹¯\¡©¤,¨�� ��¬<²¢°q���<¥§��¡P�\¤¹¥ ¯\�0¤ ¬\·\¨�� ��¬\²�±,¡©¥ ¯A¥§¯\�0¨��q�\�q¥ ¡P°p°h���\�
< a, b : a8 = e, b2 = e, b−1ab = a5 >

��«/¥§¯<�F��� �\�q�FÁ�
<´
� + � +��f+�|~L`8�b�6917Z4c

< a, b : a8 = e, b4 = e, b−1ab = a7 > .æ�­P­~¡©� � �q�\¬\°q¡P·\­©�}� �q²\� �q¤ �h�#¥.�ª¥ ¡P���\¤���«/¥§¯\�0¨��¦��¬\²¢���¦��Ñ

Tk(a) = 1, Tk(b) = ik, 1, k = 1, 4; Tk(a) = −1, Tk(b) = ik, k = 5, 8;

T9(a) = T10(a) =

(

ζ8 0
0 ζ7

8

)

, T11(a) = T12(a) =

(

ζ3

8
0

0 ζ5

8

)

,

T13(a) = T14(a) =

(

ζ2

8
0

0 ζ6

8

)

, T9(b) = T11(b) = T13(b) =

(

0 1
1 0

)

,

T10(b) = T12(b) = T14(b) =

(

0 1
−1 0

)

.

Î¹¯\�X²\�h�¦��¡©¤ ¤ ¡©·\­P�u�¦�h²\�¦�h¤¦�h�<¥§�ª¥§¡©���Y¡P¤����<¡P� �q°q¥�¤ ¬\� ±,¯\¡©°h¯Y°q���<¥§��¡P�\¤�¥§¯<�X� �q²\� �q¤ �q�<¥.�ª¥ ¡P���<¤
T13�ª�\�

T14

±,¡©¥ ¯W¥ ¯\���W¬\­t¥§¡P²<­P¡P°q¡©¥¦�"Ê#Ô���¥§¯\�q�z�¦�h²\�¦�h¤¦�h�<¥§�ª¥§¡©���\¤r�ª� ��¡P�\°q­P¬\�\�q�W±,¡t¥§¯W¥§¯\����¬<­©¥§¡©²\­P¡©°h¡t¥ �
Á�´\Î¹¯\�F°h���¦� �h¤¦²\���\�q�\°h�"·\�q¥¦±,�h�q�j�W���\¬\­P���X«M���¦��¤¹�ª�\�H�q­P�q���q�<¥§¤¹��«/¥§¯<�F¨�� ��¬\²¢¡P¤,�ª¤�¡©�AÓ\´ Ó\´ �#´
Î¹¯\¡©¤j¨��¦��¬\²�°h���<¥§��¡P�<¤H¥§¯<��¤ ¬<·\¨�� ��¬\² ±,¡©¥ ¯�¥ ¯\��¨��q�\�q¥ ¡P°$°h���<�

< a, b : a8 = e, b2 =
e, b−1ab = a7 > .

� + � +R��+�|~L`8�b�6917Z4c
< 2, 2, 2 >2 ×Z2.Î¹¯\�F¨��q�\�q¥ ¡P°p°h���\�"�ª«�¥ ¯\�0¨�� ��¬<²¢¡©¤

< a, b, c, d : a2 = b2 = c2 = d2 = e, abc = bca = cab, ad = da, bd = db, cd = dc > .Î¹¯\�q� �"��� �"Ê	��°q�����¦¬\¨f�ª°q�A°q­®��¤¦¤ �h¤,¡©��¥ ¯\�0¨�� ��¬\²~Ñ

1.{e}2.{abc}3.{acb}4.{(ba)2}5.{d}6.{a, bab}7.{b, aba}8.{c, aca}9.{ab, ba}10.{bc, cb}

11.{ac, ca}12.{abcd}13.{acbd}14.{d(ba)2}15.{ad, babd}16.{bd, abad}17.{cd, acad}

18.{abd, bad}19.{bcd, cbd}20.{acd, cad}Î¹¯\�F°h�����W¬<¥.�ª�<¥¹��«/¥§¯\�0¨��¦��¬\²�¡P¤
G′ ∼=< (bc)2 > .

G/G′ ∼= Z2 × Z2 × Z2 × Z2.Î¹¯\¡©¤}¨��¦��¬\² ¯`�ª¤IÁ

n���\�;¿��\¡P�W�h�\¤¦¡P���\��­D¡P�¦� �h�<¬\°h¡©·\­P�F� �q²\� �q¤ �h�#¥.�ª¥ ¡P���\¤�½M¥§¯<�I£#��­P¬\�q¤IÁ��ª�\�H¿.Á
�ª­©¥§�q� �`�7¥§�p���A¥§¯<�F�q­P�q���q�<¥§¤

a, b, c, d.
À

Î¹¯\�0¥ ±,�7¿a�\¡©���q�\¤ ¡©���`��­s¡P�¦� �h�<¬\°h¡©·\­P�p�¦�h²\�¦�h¤ �q�<¥.�7¥§¡P���\¤hÑ

T1(a) = T2(b) = T3(a) = T4(b) =

(

0 1
1 0

)

, T1(c) = T2(c) = T3(c) = T4(c) =

(

−1 0
0 1

)

,

T2(a) = T1(b) = T4(a) = T3(b) =

(

0 i
−i 0

)

.

T1(d) = T2(d) = E, T3(d) = T4(d) = −E.Î¹¯\�0²\�q� �W¡P¤¦¤ ¡P·<­P�}�¦�h²\�¦�h¤ �q�<¥.�7¥§¡P���¢¡©¤¹���\¡P�¦�h°;¥,¤ ¬\� �ª«��ª­P­µ¡©� �¦�h�\¬\°q¡P·\­©�}� �q²\� �q¤ �q�<¥.�ª¥ ¡P���<¤h´\æ�­P­
�q­P�q���q�<¥§¤W��«�¥ ¯\�j��� �\�q��Ó)°h���¦� �h¤¦²\���\�Ç¥§�

η4(4z)η4(2z),
¥ ¯\�j�q­P�q���q�<¥

(ab)2
°h��� � �q¤ ²\���\� ¥§�

η8(2z)η8(z),
��¥ ¯\�h�,�q­P�h�W�h�#¥§¤¹��«/¥§¯\�0���¦�\�h��ÊY°h��� � �q¤ ²\���\�H¥ �

η12(2z).

Á9Ó



Î¹¯\¡©¤,¨�� ��¬<²¢°q���<¥§��¡P�\¤¹¥ ¯\�0¤ ¬\·\¨�� ��¬\²�±,¡©¥ ¯A¥§¯\�0¨��q�\�q¥ ¡P°p°h���\�
< a, b, c : a2 = b2 = c2 = e, abc = bca = cab > .
� + � +��d+�|~L`8�b�6917Z4c

G ∼=< a, b, c : a4 = b4 = c2 = (ab)2 = (a3b)2 = e, ca = ac, bc = cb >
. Î¹¯\�q� �"��� �"Ê	��°q�����¦¬\¨f�ª°q�A°q­®��¤¦¤ �h¤,¡©��¥ ¯\�0¨�� ��¬\²~Ñ

1.{e}2.{a2}3.{b2}4.{a2b2}5.{c}6.{b, a2b3}7.{b3, a2b}8.{a, a3b2}9.{a3, ab2}10.{ab, a3b3}

11.{ab3, a3b}12.{a2c}13.{b2c}14.{a2b2c}15.{bc, a2b3c}16.{b3c, a2bc}17.{ac, a3b2c}

18.{a3c, ab2c}19.{abc, a3b3c}20.{ab3c, a3bc}
Î¹¯\�F°h�����W¬<¥.�ª�<¥¹��«/¥§¯\�0¨��¦��¬\²�¡P¤

G′ ∼=< a2b2 > .
G/G′ ∼= Z2 × Z2 × Z4.Î¹¯\¡©¤,¨�� ��¬<²¢¯\��¤0Á

����\�;¿��\¡P�W�h�<¤ ¡P���`��­µ¡©� �¦�h�\¬\°q¡P·\­©�}� �q²\� �q¤ �q�<¥.�ª¥ ¡P���<¤h´
Î¹¯\�0¥ ±,�7¿a�\¡©���q�\¤ ¡©���`��­s¡P�¦� �h�<¬\°h¡©·\­P�p�¦�h²\�¦�h¤ �q�<¥.�7¥§¡P���\¤hÑ

T1(a) == T3(a) =

(

−i 0
0 i

)

, T2(a) = T4(a) = T1(b) = T3(b) =

(

0 1
1 0

)

.

T2(b) == T4(b) =

(

i 0
0 −i

)

,

Tk(c) = (i)kE, k = 1, 4.
Î¹¯<� ²\�h�¦��¡©¤ ¤¦¡P·\­©�H�¦�h²\�¦�h¤ �q�<¥.�7¥§¡P���%¡P¤����\¡P�¦�h°;¥e¤ ¬<� ��«F�ª­P­,¡P�¦� �h�<¬\°h¡©·\­P�¢� �q²\� �q¤ �h�#¥.�ª¥ ¡P���\¤q´Xæ�­P­
�q­P�q���q�<¥§¤���«2¥ ¯\�"��� �\�q��Ó�°h���¦� �h¤¦²\���\�H¥§�

η6(4z),
�ª­P­D�h­©�h�W�h�<¥ ¤��ª«2¥§¯\�F���¦�\�h��ÊW°q��� �¦�h¤ ²<���\�j¥ �

η12(2z).
� + � +���+�|~L`8�b�6917Z4c

< a, b, : b2 = a4 = (ab)2, a8 = e, b−1ab = a7, ac = ca, bc = cb > .Î¹¯\�n¨�� ��¬<²�¡P¤0¥§¯<���\¡©� �q°q¥Y²<� ���\¬<°q¥"��«r¥§¯<�n¨��¦��¬\²
Z2

���<�)¥§¯<�n¨��¦��¬\²��ª«r¥§¯\�W¨��q�\�h� ��­P¡©¼h�h�
×�¬`�7¥§�h�¦�\¡P���\¤h´
Î¹¯\�F°h�����W¬<¥.�ª�<¥¹��«/¥§¯\�0¨��¦��¬\²

G′ ∼=< (a)2 > .
G/G′ ∼= Z2 × Z2 × Z2.Î¹¯\¡©¤,¨�� ��¬<²¢¯\��¤�ÃW���<�;¿a�<¡P�W�h�\¤¦¡P���`�ª­¶¡©� � �q�\¬\°q¡P·\­©�p� �h²<� �h¤¦�h�<¥§�ª¥§¡©���\¤q´
Î¹¯\�0¥ ±,�7¿a�\¡©���q�\¤ ¡©���`��­s¡P�¦� �h�<¬\°h¡©·\­P�p�¦�h²\�¦�h¤ �q�<¥.�7¥§¡P���\¤hÑ

T1(a) = T4(a) =

(

ζ8 0
0 ζ7

8

)

, T2(a) = T5(a) =

(

i 0
0 −i

)

,

T3(a) = T6(a) =

(

ζ3

8
0

0 ζ5

8

)

, T1(b) = T3(b) = T4(b) = T6(b) =

(

0 1
−1 0

)

,

T2(b) = T5(b) =

(

0 1
1 0

)

,

Î¹¯\��²\�q� �W¡P¤ ¤¦¡P·\­©�r� �q²\� �q¤ �q�<¥.�ª¥ ¡P���W¡P¤��p�\¡©� �q°q¥�¤ ¬<� ±,¯\¡P°q¯�°q���<¥.�ª¡P�\¤2¥ ¯\�,� �h²<� �h¤¦�h�<¥§�ª¥§¡©���\¤
T2�ª�\�

T5

±,¡©¥ ¯A¥§¯\�p�W¬\­©¥ ¡P²\­©¡P°q¡©¥ ��Ê#Ô<��¥ ¯\�h�¹�¦�h²\�¦�h¤¦�h�<¥§�ª¥§¡©���\¤���� �p¡©�\°h­©¬\�\�q�e±,¡©¥§¯A¥ ¯\�p��¬<­©¥§¡©²\­P¡©°h¡t¥ �
Á�´<æ�­©­µ�q­P�h�W�h�#¥§¤r��«�¥ ¯\�p��� �<�h�,ÃY°h��� � �q¤ ²\���\�A¥§�

η2(8z)η2(4z),
��­©­¶�q­P�q���q�<¥§¤¹��«�¥ ¯\�}���¦�\�h�¹ÓY¥ �

η4(4z)η4(2z),
¥ ¯\���q­P�q���q�<¥

a4
°h���¦� �q¤ ²\���<��¥§�

η8(2z)η8(z),
�ª¥§¯\�q�F�q­P�q���q�<¥§¤F��«X¥ ¯\����� �<�h�IÊ

°q��� �¦�h¤¦²\���\�¢¥§��� � �����
η12(2z).Î¹¯\¡©¤,¨�� ��¬<²¢°q���<¥§��¡P�\¤¹¥ ¯\�0¤ ¬\·\¨�� ��¬\²�±,¡©¥ ¯A¥§¯\�0¨��q�\�q¥ ¡P°p°h���\�

ÁdÄ



< a, b : b2 = a4 = (ab)2, a8 = e, b−1ab = a7 > .
� + � +��f+�|~L`8�b�6917Z4c

< a, b : a16 = e, b2 = e, b−1ab = a7 > .æ�­P­~¡©� � �q�\¬\°q¡P·\­©�}� �q²\� �q¤ �h�#¥.�ª¥ ¡P���\¤���«/¥§¯\�0¨��¦��¬\²~Ñ

Tk(a) =

(

ζk
16

0
0 ζ7k

16

)

, k = 1, 4; T5(a) =

(

ζ6

16
0

0 ζ10

16

)

,

T6(a) =

(

ζ9

16
0

0 ζ15

16

)

, T7(a) =

(

ζ11

16
0

0 ζ13

16

)

,

Tk(b) =

(

0 1
1 0

)

, k = 1, 7.

Tk(a) = 1, Tk(b) = (−1)k, k = 8, 9;
Tk(a) = −1, Tk(b) = (−1)k, k = 10, 11.Î¹¯\�n²\�h�¦��¡©¤ ¤ ¡©·\­P�W� �q²\� �q¤ �q�<¥.�ª¥ ¡P����¡P¤"�j�\¡P�¦�h°;¥Y¤ ¬<� ±,¯\¡©°h¯É°q���<¥§��¡P�\¤F¥§¯\��� �q²\� �q¤ �h�#¥.�ª¥ ¡P���\¤

T2, T4

���<�
T5

±,¡©¥§¯�¥§¯<���W¬\­©¥ ¡P²\­©¡P°h¡t¥ �IÊ#Ô���¥ ¯\�h�z� �h²<� �h¤¦�h�<¥§�ª¥§¡©���\¤X��� ��¡P�\°q­P¬\�<�h��±,¡t¥§¯W¥§¯\����¬\­t¥§¡ ¿
²<­P¡P°q¡©¥¦�YÁ�´4æ�­P­f�h­©�h�W�h�<¥ ¤���«<¥ ¯\�z��� �\�q�lÁ�
�°q��� �¦�h¤ ²<���\�I¥ �

η(16z)η(8z),
��­P­��h­P�q���q�<¥§¤/��«#¥§¯\�l��� �<�h�

ÃA°q��� �¦�h¤ ²<���\�)¥ �
η2(8z)η2(4z),

��­P­��h­P�q���q�<¥§¤p�ª«z¥ ¯\����� �\�q�0Ó�¥ �
η4(4z)η4(2z),

¥§¯\���h­©�h�W�h�<¥
a8
°h���¦� �q¤ ²\���<�H¥§�

η8(2z)η8(z),
��¥ ¯\�h�,�h­©�h�W�h�<¥ ¤¹��«/¥§¯\�0���¦�\�h��ÊY°h���¦� �q¤ ²\���<�H¥§�

η12(2z).Î¹¯\¡©¤,¨�� ��¬<²¢°q���<¥§��¡P�\¤¹¥ ¯\�0¤ ¬\·\¨�� ��¬\²�±,¡©¥ ¯A¥§¯\�0¨��q�\�q¥ ¡P°p°h���\�
< a, b : a8 = e, b2 = e, b−1ab = a7 > .
� + � +_����+�|~L`8�b�6417Z4c

< a, b : a16 = e, b2 = e, b−1ab = a9 > .æ�­P­~¡©� � �q�\¬\°q¡P·\­©�}� �q²\� �q¤ �h�#¥.�ª¥ ¡P���\¤���«/¥§¯\�0¨��¦��¬\²¢���¦��Ñ
Tk(a) = ζk

8
, Tk(b) = 1, k = 1, 8;

Tk(a) = ζk
8
, Tk(b) = −1, k = 9, 16;

T17(a) =

(

ζ16 0
0 ζ9

16

)

, T18(a) =

(

ζ3

16
0

0 ζ11

16

)

,

T19(a) =

(

ζ5

16
0

0 ζ13

16

)

, T20(a) =

(

ζ7

16
0

0 ζ15

16

)

,

Tk(b) =

(

0 1
1 0

)

, k = 17, 20.

Î¹¯<�¢²<�h� �W¡P¤¦¤ ¡©·\­P��� �h²<� �h¤¦�h�<¥§�ª¥§¡©���'¡P¤�� �<¡P� �q°q¥�¤¦¬\� ��«���­©­z¡©� �¦�h�\¬\°q¡P·\­©�n�¦�h²\�¦�h¤ �q�<¥.�7¥§¡P���\¤h´uÎ¹¯\�
°q��� �¦�h¤¦²\���\�\�q�\°h�"·\�q¥¦±,�h�q�j�W���\¬\­P���X«M���¦��¤,���<�¢�q­P�q���q�<¥§¤,��«/¥§¯\�0¨��¦��¬\²�¡P¤,�ª¤�¡©��Ó\´ËÓ<´vÂ<´
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