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L'algebre des descentes d'une bigebre graduee.

F. Patras.

Motives entre autres par Petude de l'homologie et 130 cohomologie des H
espaces, nous avons ete amenes dans (P2] puis (P3] adefinir et etudier certaines
fa.milles d'operations sur les bigebres.

Un exemple suffit a. comprendre les motivations topologiques conduisant a.
introduire ces operations sur les bigebres: cODsiderons une variete pointee (X, z)
de classe Coo, l-connexe. L'espace de lacets OzX est un H-espace. Son algebre
de cohomologie rationnelle H·(Oz~,Q) est une bigebre graduee gauche anti
commutative et connexe -autrement dit, une algebre de Hopf commutative et
connexe.

L'operation qui associe a. un lacet , E OzX son iteree ,JI induit un morphisme
'1ft en cohomologie, qui est un endomorphisme d'algebre de H·(OzX, Q). On peut
alors montrer -voir [P3]- que le Q-espace vectoriel H"(OzX, Q) se decompose en
sous-espaces proprea H",i(OzX, Q) associE~s aux valeurs propres ki

J i E [I, n], du
morphisme l)t.

Cette construction a une interpretation geometrique elementaire [PI]. Elle
peut etre generalisee a. toute bigebre graduee, connexe et commutative (ou co
commutative, ou gauche anti-commutative, ou gauche anti-cocommutative).

En combinatoire, de nombreux articles se sont atta.ches recemment a. etudier
les algebres de descentes du groupe symetrique [R] [GR], du groupe hyper
octakdral [BfBnl] [Bffin2] [Bn], et plus generalement des groupes de Coxeter
finis [BffinMT].

Revenons sur les bigebres et considerons le cas particulier de la. bigebre ten
sorielle T(X) (dite aUBsi bigebre des polynomes non-commutatifs) associee a un
alphabet X a. niettres. La bigebre T(X) est munie d'une gra.duation si Pon con
sidere les elements de X comme de degre 1. L'operateur de projection qui associe
a. tout element de degre n de T(X) sa composante dans le sous-espa.ce propre de
T(X) 38socie ala valeur propre j:i du morphisme wt , n'est autre que 130 projection
"'i definie dans [R] (voir [P3]). Ces operateurs "'i, definis par C. REUTENAUER,
appartiennent a. l'algebre de Solomon des descentes du groupe symetrique [R],
[GR].

Nous montrons dans cet article que l'an peut associer une algebre de descentes
a taute bigebre gmduee. Nous en etudions les proprietes en nous guidant sur
130 remarquable description combinatoire de l'algebre des descentes du groupe
symetrique donnee dans [GR].

Nous construisons en particulier dans l'algebre des endomorphismes de cer
taines bigebres de nouvelles familles d'idempotents parametrees par les partages
et lea auites de composition des entiers natureIs. Nous montrona comment in
terpreter ces idempotents aux termes des resultats de [MM] Bur 130 structure des
bigebres cocommutatives.

Nous retrouvons enfin comme cas particuliers les proprietes de l'algebre de
Solomon des descentes du groupe symetrique.
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L'article est organise comme suit:

I. Rappels et notations.
n. Operateurs de descente.
IB. La structure des bigebres graclueea cocommutatives connexes.
IV. L'action des operateurs de descente sur les polynomes de Lie.
V. Quelques operateurs remarquables.
VI. L'algebre des descentes de Solomon.

I. Rappels et notations.

Noua rappeions brievement certaines definitions et proprietes cla.ssiques.
Pour plus de details, nous renvoyons a. [B] pour ce qui est des bigebres, et a.

(GR] pour ce qui est de Ja combinatoire du groupe symetrique.

Dans la. suite, K designe, sauf pnkision, un corps commutatif que1conque.

Definition 1,1. On appelle bigebre graduee sur K 1a donnre d 'un K -espace
vectorie1 gradue A = E9 An et de morphismes lineaires gradues: 11 : A 0 A -+ A,

nEN
TI : K -+ A, A : A -+ A 0 A et r : A -+ K, de telle sorte que:

i) (A, TI,1J) soit une algebre graduee avec unite.
ii) (A, A, r) soU une cogebre graduee avec coünite.
ijj) Le diagramme suivant soU commutatif:

...!!... A ~

ou on note I l'endomorphisme identite de A et T l'endomorphisme de A@A defini
par: T(z @ y) = y i&l z.

Par commodite, on supposera en outre dans tout cet article que A est de type
fini, c'est a. dire que chacune des composantes An de A est UD espace vectorie1 de
dimension finie sur K.

La condition iii) equivaut en fait aexiger que A soit un morphisme d'a.lgebres
de A dans A@A ou, de maniere equivalente, que 11 soit UD morphisme de cogebres
de A @ A dans A.

Une bigebre graduee A est dite commutative (resp. cocommutative), si elle
est commutative en tant qu'a.lgebre (resp. cogebre) graduee. Elle est dite cannexe
si Ao ~ K.
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I':

On peut definir la notion de bigebres graduees gauches (resp. gauches anti
commutatives, gauches anti-cocommutatives) [B]. La definition d'une bigebre
graduee gauche est la meme que celle donnee en 1,1 d'une bigehre gradUt~e, a
ceci pres qu 'il faut definir dans ce cas l'endomorphisme T de A @ A par:

Les bigehres graduees gauches apparaissent par exemple en topologie a.lgebrique,
dans le calcul de 1'homologie ou la cohomologie des H -espa.ces -on prefere parler
dans ce cas d'algebres de Bop! . On peut leur appliquer les arguments qui vont
etre developpes a. pa.rtir du chapitre 11. Afin de ne pas surcharger inutilement la
redaction de cet expose, nous nous restreindrons a. la consideration de higehres
gra.duees en laissant au lecteur le soin d'adapter nos resultats et demonstrations
au CaB des bigebres graduees gauches.

Soit A une bigebre graduee. On notera .c(A) l'ensemble des endomorphismea
lineaires de A compatibles a. la graduation. Le produit de convolution de deux
elements f et 9 de .c(A) est l'element f. 9 de .c(A) defini par:

f • 9 := TI 0 (f 0 g) 0 ä.

Pour ce produit, .c(A) est une a.lgebre assoeiative unitaire, d'unite FJ 0 l [B]. Nous
appellerolls cette algebre l'algebre de convolution de A. L'a.lgebre des endomor~

phismes lineaires de A designe l'algebre .c(A) pour le produit defini par la COffi

position des morphismes.

Nous utiliserons par ailleurs les nota.tions combina.toires suivantes. On dit
qu'une suite d'entiers A= (All"" AI:) est un partage de " si Aest une suite crois
sante d'entiers non nuls de somme ", on notera.: '" r n. Une suite de composition
I' = (1'11"" ml:) de nest une suite d'entiers non nuIs de SOIDme n, on notera: I' F n.
Une suite de composition generalisee de " est une suite d'entiers v = (VII ... ' VI:)
de somme n, on llotera alors: V Fo n.'

On remarquera que, si I' est une suite de composition de n, on peut lui
aasoeier un unique partage A(I') tel que les termes des suites I' et ..\(1') soient en
bijection.

On notera. k(ß) le nombre de termes d'une suite d'entiers ß et s(ß) la. somme:
I:(P)

s(ß) := L: ßi. Une expression comme: I' F 8(1') signifie simplement que I' est une
i=1

suite de composition clont on ne precise pas la. somme.
Si 0 et ß sont deux suites (finies) d'entiers, on note 0: +ß la. suite obtenue en

mettant bout a. bout les suites Cl' et ß. En d'autres termes:

11. Operateurs de descente.
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Dans ce paragraphe, A est une bigebre graduee connexe sur K. On note In
l'endomorphisme de A qui associe a. UD element de A sa composante de degre
n. En d'autres termes, In est la projectioD sur An seloD la direction EB Ai. On

i~n

remarquera que 10 n'est autre que '10C, l'element unite de l'algebre de convolution
.c(A).

Definition 11,1. SoU P F n. On appellera operateur de descente associe d
la suite de composition P et on notera Bp l'endomorphisme de A de/ini par:

On notera 1:A le sous-espace vectoriel de .c(A) engendre par les operateurs de
deacente. Cornrne, si P et q sont deux suites de composition, Bp *Bf =Bp+f , EA

est une sous-algehre de l'algebre de convolution de A. Nous verrons (Theoreme
11,7) que EA est egalement une sous-algebre de l'algebre des endomorphismes
lineaires de A si A est commutative ou cocommutative.

Ces operateurs verifient de nombreuseB identites remarquables. On remar
quera que Im ° Bp =0 si P F n et m f:. n.

Lemme 11,2. On a }' identite:

In 0(1 - lorI; = E Hp.
PFn,~ (p)=~

On a en effet:
In 0 (I -10)·· =In 0 (L I.t i

i>O

=In 0 ( L B",)
~F;f("'), ~(~ )=..

=In °( E 1,(",) 0 B",),
IIF- (11 ),i (II)=~

et, comme In 01'(11) = 0 si n -:F s(/J), on a finalement:

In 0 (I - Io)·~ = E In 0 BII = E BI-" Q.E.D.
J.lFn ,I:(p )=.1: IJFn ,.1:(", )=.1:

Corollaire 11,3. On a:
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Par definition, on appelle I:-ieme operation caracteristique Bur A, et on note
-..t l'endomorphisme ~k := r k de A.

On posera: '1f~ := In 0 r k •

Corollaire 11,4. On a:

On a en effet:

(on rappelle que 10 est element unite de l'a.lgebre de convolution de A)

k (I:)=L . [ E Bp ]
i=O I ppn,k(p)=i

Supposons provisoirement que K est de eara.cteristique nulle et rappeIoDs
que, si on note s(j, i) le nombre de Stirling de premiere espece de coefficients j et
i, on a [Cl:

(1:) -1 f.. (' ') Li. =1 L..J 6 J,I ...
J J. i=l

On a done:

w~ = E (ktp») Bp

ppn

1 k(p) .

= L k( )' [L s(k(P), i) 1:1
] Bp

ppn p. i=l
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Definition 11,5. Si K est un corps de caracteristique nulle, on definit
l'endomorphisme e~ de A par:

, "s(l:(p), i)
en := L...J I:()' Bp •

pl=n,'~.l:(p) p .

Corollaire 11,6. Par definition des e~, on a:

On peut donner une eonstruction plus algebrique des morphismes e~.

Notons e' et appelons projecteur de poids i, l'endomorphisme de A defini par:
e' '- ~e'.- L.J n'

n

Comme s(l:(p), 1) = (_1)k(p)-I(k(p) -1)!, on a:

e l = 1:(_1)k(p)-1 k
Bp =E(_1)k-l[ E ~l

p (p).l: k(P)=k

D'apres 11,2, eette ega.lite se reeerit:

(I - Io)·k
el =1:(_1)k-1 =log l.

k k

Formellement, on a done:

(eI).'=ezp (k . log l) =ezp (k. e l
) =E k' -.,- .

• J •
•

Pour finir, on a l'identite (utiliser 11,6.):

e' __(e_l )_.i _ (log 1).'
- ., - .,

•• ••
TI est possible de donner un sens rigoureux aces identites entre BEhies fonnelles
(ces series formelles ne eomportent en fait qu 'un nombre fini de termes non
nuls, si l'on se restreint a. etudier leur action sur les eomposantes de A de degre
inferieur a. un entier m arbitraire). On eonsultera [P3] pour plus de details et des
informations complementaires sur ce point preciB.

A compter de maintenant et jusqu 'a. nouvel ordre, nous supposons a. nouveau
que K est un corps commutatif de caracteristique quelconque.

Nous allons maintenant calculer la. composoo de deux operateurs de descente.
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On comparera ce resultat a. celui obtenu dans (GR] pour l'algebre de Solomon
des descentea du groupe symetrique -nous verrons au paragraphe VI comment
expliquer ce phenomene.

Reprenons lea notations de (GR]. Si v = (vf)iE[I,n]JE[I,m] est une famille de
m .

n x m entiers, on notera c(v) la suite de n entiers definie par: ct(v) =L: vi et r(v) la.
j=1

n .
suite de m entiers definie par: rj(v) = L: vi. On note enfin w(v) la. suite d'entiers

i=1

obtenue en enleva.nt les termes nula de la. suite: (vf, vJ, ,." v~, ,.. ,vi" ... ,v~).

Theoreme 11,7. Si 1a bigebre graduee connexe A est commutative (resp.
cocommutative), pour tous P F n et q F n, on a:

Bp 0 Bf = E Bw (",)

C('" )=p,r(1I)=f

(resp. Bf 0 Bp = L: BW(II»)'
c( 11 )=p,r( '" )=9

n(2) := n I n[.i:] := 11 0 (10 n[k-l])

(resp. ~(1) := ~, ~[.i:) = (.6,[.i:-l] 0 I) 0 ~).

Comme A est une algebre graduee, A0l: est naturellement munie d'une strue
ture d'algebre graduee (B]. Nous noterollS II(.i:) son produit et I1~~) l'iteree I·ieme
de ee produit.

Ces notations etant fixees, le theoreme 11,7. va resulter du lemme 11,8.

Nous allODS demontrer ce theoreme dans le eas eommutatif. Le eas eoeom·
mutatif en resulte par dualite.

Commen~ons par noter n[.i:) (resp. ~[i:)) l'iteree k-ieme du produit (resp.
du coproduit), Le. le morphisme de A@.i: dans A (resp. A dans A@.i: defini par
recurrence par:

Lemme 11,8. On a, pour toute bigebre graduee A, pour tous I, j:

De ee que le coproduit est un morphisme d'algebres, on deduit que:

Supposons alors le lemme etabli pour tous les I< i. Comme:

on a aussi:
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Notons alors rr J l'endomorphisme de A0i.j defini par:

'J 1 1 1 ' _i ir (ZI ~ "'~Zi-l ~Zi ~ ... ~z{ ~ "'~Zi-l ~Zi)

=zl ~ .. ,~ Z:_1 ~ Z~ ~ .. ,~ z{ ~ ... ~ z{-1 (9 Z: ~ .. ,~ Z{,

On a alors en particulier: nYd) =(IIUJ (9 nUJ ) 0 T'lJ, et done:

ä(iJ 0 nUJ = [(ä(i-l) 0 nUJ ) (9 nUJ] 0 T 2J 0 ä 0j

=(II~~l) ~ nUJ ) 0 «ä(i-l])0j @ J0j) 0 T'lJ 0 ä 0j .

Des definitions, il resulte que:

[(ß(i-l)0j @ ]0j] 0 T'lJ 0 ä 0j =rJ(ä(iJ)0j,

et que:

ee qui permet de conclure.

UJ UJ ' , UJ
(ll(i_l) 1&1 n ) 0 'r,J = n(i)'

Signalons au passage deux corollaires du lemme 11,8. (et du lemme "dual":

Oll on note ßV) l'iteree l-ieme du coproduit de la cogebre A0j), que nous laissons
en exercice -voir (P3) pour plus de details.

Corollaire 11,9. Si A est une bigebre graduee commutative ou cocommuta
tive connexe, on a:

Corollaire 11,10. Sous les bypotheses de 11,9. et si K est en outre de car
acteristique nulle, on a:

On rappelle que, si a et b sont deux elements d 'un ensemble, le symbole de
Kraneeker aBsocie a a et b, 6: est nul si a # b et est egal a 1 sinon.

Le corollaire 11,10. peut s'enoncer de la maniere suivante: lea projecteufs de
poids i definissent une familie de projecteurs orthogonaux.

Campte tenn de 11,6., ils decomposent A en sous·espaces propres sous l'action
des operations caracteristiques w.l:.

On posera A(i) := ei ,A; l'espace vectoriel A(i) s'identifie donc au sous-espace
propre de A ]KJur la valeur propre ki du morphisme 'i'J:.

Revenons·en maintenant ala preuve du theoreme 11,7.
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Soient pet q deux suites de composition de n. On a:

= n(k(P)] 0 (1pt 0 ... 0 I p _(,.) 0 .6,[k(p)] 0 n[k(I)] 0 (l't 0 ... 0 l,_c,) o.6,[k(,)]

- n[k(P)] 0 (1 "'" "'" I ) 0 n(~(9)] 0 (A (.I:(P)])0 k(f) 0 (I iOI. iOI. I ) 0 A[k(,)]- PI '01 ... '01 P_(,.) (.I:(p» "'-10 'I '01 ... '01 b(,) "'-10

Comme
.6,[') 0 In = L (llli 0 ... ® 111 ;) 0.6,['] I

IIFon,k(p)=,

on a:
A [k(p)]e-C') (/ /)
u. 0 II 0 ... 0 hCt)

=[ '"' Ipl 0 ... 01
11

1 0 ... 0 I -(t) ® ... ® I _(,)] 0 (.6,[.I:(P)])0k(,)
L..J I -C,.) PI 11.. (,.)

11 i)=:o 'i ,.I:( 11 i)=.I:(p)

= '"' (Ipl 0 ... 0/111 0 ... 0 I -C,) 0 ... 0 I _(,» 0 (.6,[.I:(P)])0 k(,).
L..J I _(,.) 111 11.. (,.)

P ;)=:0 fi ,.1:(11 i)=.I:(p)

Comme le coproduit est coa.ssociatif, on atout d'abord:

Par ailleurs, le morphisme:

(Ipl ® ... (9 Ipl« ») 0 n([~«p'») 0 (/pl 0 ... 0111 1 0 ... ® I I«t»)
, I _(,.) ..... (,.)

t ul f' 1 + + k(f) - 1 + + k(,) - • t t' al 'es n sau SI 111 ... VI - pt, ... , V.I:(p) ... Vk(P) - Pk(P) I e es eg a

n([~«pf»]) 0 (111 1 (9 ... 0 I "Ct») dans ce cas.
I 11_(,)

Comme n[.I:(P)]on~~~~J) =n(.I:(p).i:(q)] (le produit est par hypothese commutatif!),
on a finalement:

= '"' lpl * 111 1 * ... * I .Ct).L..J I 2 II_
C
,.)

c( ... )=p ,r( ...)=,

Le theoreme resulte pour finir de ce que 10 est l'eIement unite de l'algebre .c(A)
et que done, pour tout v, c(v) =PI r(v) =q, on a:

Sous leB hypotheses de 11,7., EA est done une Bous-algehre de l'algebre des
endomorprusmes lineaires de A. On I'appellera. l'algebre des descentes de A.
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111. La structure des bigebres graduees cocommutatives connexes.

Dans ce paragraphe, A designe une bigebre gra.duee cocommutative connexe
sur un corps K de caracteristique nulle.

On rappelle qu'un element z de A est dit primitif s'il satisfait a:
ß(z) = Z e9 1+ 1 e9 z.

L'ensemble Prim(A) des elements primitifs de A est un sous-espa.ce vectoriel
gra.due de A. Pour la structure cl 'algebre de Lie sur A induite par la structure
d'algebre associative de A, Prim(A) est en fait une sous.aJgebre de Lie de A. Plus
precisement, Prim(A) n'est autre que A{1), le sous-espa.ce propre de A pour la
valeur propre k de l'operation caracteristique q,.i: -la verification de ces proprietes
est eIementaire, nous la laissons en exercice. Voir [P3] pour plus de details.

Un theoreme classique [MM] montre qua A est isomorphe en tant qu'aJgebre
al'algebre enveloppante de l'algebre de Lie A(1).

Ce paragraphe donne une nouvelle demonstration de ce theoreme. J'en dois
1'idee a Pierre CARTIER.

Nous traitons le cas d'une bigebre cocommutative, mais la demonstration
s'appliquerait une fois de plus teIle qu'elle au cas d'une bigebre gra.duee gauche
anti-cocommutative (dans le langage de la topologie: au cas d'une algebre de
Hopf cocommutative).

Plus encore que de 130 proposition 111,1. elle meme, nous aurons besoin dans
la suite de cet article des differents lemmes intervenant dans la demonstration
de ceUe proposition.

Proposition 111,1. L 'algebre A est isomorphe a. ralgebre enveloppante de
ralgebre de Lie A{1).

Comme annonce, le reste de ce paragraphe est canBa.cre a la demonstration
de cette proposition.

Lemme 111,2. L'operation caracteristique q,.i: est UD endomorphisme de
cogebre cocommutative de A.

Cela resulte immediatement de ce que, comme A est cocommutative, le pro
duit de convolution de deux enrlomorphismes de cogebre de A est encore un
endomorphisme de cogebre de A (on rappelle que q,.i: := r.i:).

L'espa.ce vectoriel A01 est UD espace vectoriel gradue pour la graduation
induite par la. graduation de A. Definissons sur A01 une autre graduation: si

"pour tout i E [1, k], Zi E A(Oi), l'element Z1 e9 ... ® z" sera dit de poids L: (ri.
i=1

Si a =(all"""lai) est une suite d'entiers, on posera:

A(o) := A(Q'd e9 ._. e9 A(oJl)"
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On rappelle ~ue A(i) est le sous-espace propre de A pour la valeur propre 1:' de
l'operateur 'P .

On remarquera que, eomme A se decompose en sous-eapaces propres sous
l'action de '1", A0k se decompose egalement en sous·espaces propres sousl'action
de (W')0k • Compte tenu de 111,2., l'image par 6{k] d'un element de A(i) appartient
au sous-espa.ce propre de A0k aBsocie a. la valeur propre [i de l'operateur (lJ")@i.
D'ou le eorollaire 111,3.

Corollaire 111,3. L'image par 6(1:) d'un element de A(i) est un element de
poids i de A01:.

En d 'au tres termes, on a:

6[1:] : A(i) --+- EB A(a).

aFai,l:(a)="

Corollaire 111,4. La restrietion aA(I:) du morphisme (ei )@I 0 6[1] est cl valeurs
dans (A(1»01: si J: =I; elle est nulle sinon.

La restriction de 6[1] a. A(I:) est en effet a. valeurs dans EB A(a). Le
al=ol:,l:(o)='

morphisme (ei )01 est nul sur A(o) sauf si 0 =(1, ... , 1), d 'ou Ie corollaire.

Nous noterons Sym(A(I») Ie sous-espaee veetoriel des tenseurs symetriques
de l'algebre tensorielle T(A(1~) [B]. On pose: SymA! (A(l» := Sym(A(1» n (A(l)01:.
Comme Ie coproduit est coeommutatif, et compte tenu de III,4., la restrietion a.
A(I:) du morphisme (el)@k 06[1:] (resp. (el)@1 0 6[1], 1 1= 1:) est a. valeurs dans Ie
sous-espace vectoriel Syml:(A(1») de (A(I))01: (resp. est nulle).

Proposition 111,5. Le morphisme L (el,}!~1J 0.6.[1:] de A dans Sym(A(l» est un
..

isomorphisme d'espaces vectoriels. L'isomorphisme reciproque est le morphisme
lls de Sym(A(1») dans A induit par le produit.

On notera S Ie morphisme L (elt~' 06[1].
1

Remarquons d 'abord que, comme les idempotents ei sont deux a. deux or-
•• '(I:) I: 1 (el)" [I] (el)~1 [I] ~thogonaux, Ia restnctlOn a A := e . A de e = T =II 0 T 06 est egale

an morphisme identite si k = I et est nulle sinon. L'endomorphisme lls 0 S de A
est done egal au morphisme identite.

TI nous suffit pour etablir Ia proposition de prouver que l'endomorphisme
Solls de Sym(A(1») est egal a. I'identite.

On remarquera d'abord que le morphisme~ 0 6[1] 0 ll[l:] de Symi(A(1»
dans Sym,(A(l») est nul si I> k et est egal a l'identite si k = I (utiliser la version
duale du lemme 11,8.:

( n[I:J)01 06[1] - 6(1) 0 ll[I:]·(1:) - ,

11



le calcul est un calcul standard sur des suites de compositions generalisees, a. la
maniere de 11,7.).

Notons i} l'inclusion de Sym}(A(1» dans Sym(A(I». Compte-tenu de ce qui
precede, la restriction a. Sym} (A(I» du morphisme So DS - i} est a. valeurs dans
~ Sym,(A(l».
I<}

Soit " un entier arbitraire, la restrietion de So Ds a ~ Sym,(A(1» est donc
l<n

unipotente. Le morphisme Solls est par consequent inversible; en particulier le
morphisme lls est inversible a. gauche.

Finalement, comme lls 0 S est egal au morphisme identite de A, on a:

IIs = ns oSolls.

Le morphisme II s etant inversible a. gauche, Solls est egal a l'endomorphisme
identite de Sym(A(l». Q.E.D.

Revenons-en ala demonstration de la proposition 111,1. Nous supposons con·
nues les proprietes des algebres enveloppantes.

D'apres 111,5., IIs est un isomorphisme d'espaces vectoriels gradues. n se
factorise sous la forme:

Sym(A(l»2....U(A(l»~A,

ou pest l'isomorphisme canonique d'espace vectoriel entre l'espace vectoriel
des tenseurs symetriques et l'algebre enveloppante et ou. Du est le morphisme
d 'algebres de U(A(1) dans A induit par l'inclusion de A(l) dans A.

De ce que lls est un isomorphisme d'espaces vectoriels, on deduit que IIu est
un isomorphisme d'algebres, ce qui acheve la preuve de 111,1.

On remarquera qu 'un corollaire elementaire de 111,1. est que A est engendre
en tant qu'algebre par A(I).

En particulier, les elements de la forme n[}](zi 0 ... 0 Z}), OU ZI 0 ... 0 Z} E
(A(1)0} engendrent A en tant qu 'espace vectoriel. Dans le caa particulier de la
bigebre tensorielle, ces element sont appeles les polynömes de Lie; Hs jouent UD

röle important dans [GR).
Nous allODS voir que les operateurs de descente agissent de maniere tres

simple sur ces elements.

IV. L'action des operateurs de descente sur les polynomes de Lie.

Dans ce paragraphe et le suivant, A est une bigebre graduee cocommutative
connexe Bur un corps de caracteristique nulle.

Si IJ = (1J1, '''IIJI) est une suite de composition IJ F ", on appelle monome de
Lie de type IJ tout element de A de la forme:

Z = n[l](zi 0 ... 0 z,), z, E A~~).

12



Un polynome de Lie est une combinaison lintSaire de monomes de Lie.

Calculons l'action de l'operateur de descente Bp , p F n sur le monome de Lie
% de type IJ associe auna suite (%11 "'J %/) d'eIements de A(l), ou %i E A~l? On a:

Bp (%) = (IPI ..... Ip.(p» 0 rr[l](%l @ ••• t&l %1)

= rr[.I:(P)] 0 (IPI t&l ... 0Ip.(,) 0 (rr{l])0.1:(P) 0 ~~~r)](%l 0 ... 0 z,)

(utiliser la version duale du lemme 11,8).
Si Q = (al, ... , a m ) est une suite de composition generalisee ou Qi E [0, ij, on

posera %0 := 1 et %0 := ß[m] (x 01 0 ... @ Z o.J. On laisse an lectem le soin de verifier
que, comme Xi E A(l), on a:

(n[l])0.1:(P) 0 ~~~?)](Zl 0 ... 0 Zl) = E ZOI t&l .•• 0 %0.(')'

0 1 , ... ,0.(')

ou (al, ... , a.l:(p» decrit l'ensemble des suites de suites de composition generalisees
satisfaisant aux conditions:

i) k(a i ) = I pour tout i E [I, k(p)]
ü) Vi E [I, k(p)L Vj E [I, ij, a; E [0, ij.
üi) La suite de composition generalisee a l +... +a.l:(P) contient une et une

seule fois chacun des entiers 1, ... , I.
iv) Si l'on enlEwe les termes nuls de la suite O'i, i E [1, k(p)], la suite 0 btenue

est une suite eroissante-d'entiers.
Remarquons alorß que:

est nul sauf si: Vi E [1, k(p)] L: !Jo;. = Pi·
jE[l,~, a};tO J

Soit maintenant 1 E [1, k(p)][I,~ (Le. soit UD morphisme d'ensembles 1 de [1, ij
dans [I, k(p)]). On notera li- 1 la suite ordonnee (strictement croissante) associee
a J'ensemble /-1 ({ i}). On dira enfin que 1 est nn IJ, p,.illorphisme et on notera
/ E pP si:

Vi E [I, k(p)Lpi = E !Jj.

Jü)=i

Avec ces notations et compte-tenn des ealeuls preeedents, on a finalement la
proposition IV,1., qni permet de deerire l'action des operateurs de deseente sur
les monomes de Lie.

Proposition IV,1. SoU x = rr[l](XI t&l .•. 0 XI) un monome de Lie de type IJ
ou IJ F n, k(lJ) = I. SoU P F n. Alors:

Bp (%) = L n[k(P)][z/-1 0 ... t&l ZJ-I ].
I .(,)

IEpl'o
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Nous allons voir dans le paragraphe V cornment l'action de l'algebre des
descentes sur les polynomes de Lie peut etre decrite plus avant.

v. Quelques operateurs remarquables.

Si I.l est une suite de composition, on posera:

Notons sym la projection canonique de T(A{1») sur Sym(A{1») [B]. Si .\ est un
partage, posons enfin: Sym).(A(1») := sym(A~l»).

On remarquera qu'on a, par definition de Sym(A(l»), l'identite:

Par ailleurs, on a aussi: Sym(A(1») = E9 E9 Sym).(A{1»).
nEN .\~n

Notons A.\ l'image de Sym).(A(1») par le morphisme 115 -voir III,5. Comme
Sym.\(A(1») C Symi:(.\)(A{1»), c'est une consequence de III,5. que A.\ C A(i:(.\».

Comme lls est un isomorphisme, on a en outre:

Nous allons DOUS attacher dans ce paragraphe a. montrer que la. projection
sur A.\ selon EB Aß est un element cle EA et definir et etudier an passage diverses

ß'#-.\

fa.milles cl 'elements remarquables de EA.

Si I.l est une suite de composition de n, definissons tout cl 'abord l'eIement I p

de EA par:
I p := e~l ......... e~Jo(")

Ordonnons alors les operateurs de descente et les operateurs I p de la maniere
suivante:

• si 8(/1) < s(v), on pose Bp < BI/ et 1p < 11/ •
• si s(/I) =s(v) et .1=(/1) < k(v), on pose: Bp < BI/ et I p < 11/'
• si 8(/1) =s(v) et .1=(/1) =k(v), on pose Bp < BI/ et I p < 11/ si le mot

/ll"'/li:(p) est plus petit que le lUot Vl ...Vi:(I/) selon l'ordre lexicographique (Le. si
le plus petit i tel que IJa i:- Vi est tel que: /li < Vi).

Lemme V,I. 11 existe une matrice T trigonale inferieure, dont les coefficients
diagonaux sont egaux cl 1, a. coefficients rationnels et independante de A perme
ttant de passer de 1a famil1e ordonnee (Bp ) a. 1a famille ordonnee (Ip ) d'eIements
de EA •
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Le lemme resulte immediatement de la definition des morphismes e~. On a
en effet, d 'apres 11,5:

On a done IJA =Bp + B', ou B' est combinaison lintSaire d'operateurs de deseente
BII , avee BII > B p • Q.E.D.

On remarquera que les coefficients de T peuvent etre ealeuJes explicitement.

Corollaire V,2. La famille (Ip ) engendre EA •

Par definition, les B p engendrent EA. Le corollaire resulte immediatement de
ce que Test inversible.

Nous alloDs voir que la nouvelle famille generatrice (Ip ) de EA est sous eer·
tains rapports plus simple a. manipuler que la famille (Bp ).

CaleuIons par exemple I p 0 I", ou JJ et v sont deux suites de eomposition telles
que ..\(JJ) = ..\(v). Posons k := k(JJ), on a alors:

- n[1:) 0 e1 0 (II[1:))01: 0 ~[e) 0 e1 0 ~[e).- JA (.. ) 11 ,

ou on pose: e~ := e~1 G9 ... G9 e~.(,.). .

Notons ala maniere de IV,1. JJ" l'ensemble des automorphismes de [1, k] tela
que / E JJ" si et seulement si: Vi E [1, k] lJi =VJ-I(i)'

Si 9 E [1, k](I,e], on notera eneore, par abus, 9 l'endomorphisme de A~I: defini
par:

9(%1 ® ... ® %1:) = %,-1(1) G9 ... G9 %,-1(1:)'

Comme le coproduit est coeommutatif, on verifie d'abord que:

Vg E JJ", e~ 0 ale) =go e; 0 ale].

Comme, par ailleurs:

(le ealeul est le meme que celui de la preuve de IV,1.), on a:

e1 0 (n(1:])0k 0 a(k] 0 e1 0 ß[k] - lull le i 0 alk]
p (k) 11 -,- P ,

et, pour finir:
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En fait, IJJ'" ne depend que de ..\ = ..\(JJ) = ..\(v). Plus precisement, si ..\ r n et
1 =..\1 =... =..\i" 2 =..\i1+1 =... ="\i l+i3, ... ,n =..\i1+...+i __ 1 = ... =~il+ ...+i_, alors
IJJ"I = i1! .. .in L On notera ce nombre 0'(..\).

Proposition V,3. Soient JJ et v deux suites de composition teiles que k(JJ) =
k(v). Alors, on a:

IJA 0 Iv =11(..\) ·IJA si..\ =..\(JJ) = ..\(v)

[JA 0 I" = 0 sinon.

Nous laissons la seconde identite en exercice.

Relions maintenant les IJA aux constructions du paragraphe Irr. Noua sup..
posons le lecteur suffisament familier avec les techniques algebriques et combina
toirea utilisoos jusqu'ici.pour verifier par lui meme certaines identites que, pour ne
pas surcharger cet article de calculs fastidieux, nous donnons sans demonstration.

Proposition V,4. Soit ..\ un partage. La projection sur A>' seloD 1a directioD
EB Aß est donnee par l'eIement E>. de EA defini par:
~~>.

D'a.pres 111,5., le morphisme:

I (~) 0 n[.c(>.)] 0 (eI )0.c(>.) 0 ß[.c(>.)] =_1_ "" I~ = "" E
, A k(..\)' k(..\)1 LJ ~ LJ JA,

. . IJF'(>.),k(ft)=k(>') JA"'(>'),k(JA)=k(>')

est l'operateur de projection sur le sous-espace vectoriel A,(>.) n A(.c(>.)) de Aseion
la direction EB Ai n A(i) •

i~,(>.. ) ou hH(>')

D'apres 111,5. encore, A>' C A(k(>')) et A("'(>'» = EB AJA .
.c(JA);;;;.c(>.)

Verifier que EIJ est a. valeurs dans Aß ne presente pas de difficulte. Reste a.
verifier que, si ß I- 8(..\), k(ß) = k(..\) et ß '# ..\, alors la restrietion de Ep a. A>' est
nulle -mieux encore, il suffit de verifier que la. restriction de IJA a. A>' est nulle
pour tout JJ F 8(..\), k(JJ) =.1:(..\), JJ ft. ..\. La proposition resultera alors de ce que
les sous-espaces vectoriels Aß sont en somme directe.

n suffit finalement de montrer que l'expression:

n[.l:] 0 e~ 0 ß(lJ 0 n1kJ(ZI <9 ... <9 Z.l:),

ou on pose k := k(..\), ou k(JJ) = k, et ou Zj E A~?, est nulle si JJ ~ ..\. Ce type
de calcul nous est desormais familier (c'est a. quelques details pres le meme que
celui de la proposition IV,1 par exempIe). Nous Ie laissons en exercice.

16



Ip 0 E~ =f5~ Ipl

Eß 0 I p = f5~ . (1(ß) Eß.

Signalons pour finir quelques proprietes multiplicatives des morphismes I p

et E). dans l'algebre des descentes EA •

Proposition V,5. Soient Jl F s(,.,), ß I- s(ß), avec keß) = k(JI). Posons ..\ :=
..\(1'), on a:

La proposition V,5. resulte des calculs precedents, de la proposition V,3. et
de la definition des morphismes E).. Le seul point non immediat est la premiere
identite, ou il faut verifier que, si ..\ =ß:

I{ß F s(.\), ..\(ß) =..\ll =k(..\)!(1(..\)-l.

On comparera les propositioDS V,3. et V,5. an theoreme 4,2. de [GR]. Nous
allons expliquer brievement dans le paragraphe VI comment retrouver a. partir
des proprietes des algebres de descentes associees aux bigebres, les constructioDs
de [GR].

VI. L'algebre des descentes de Solomon.

Rappelolls d'abard quelques constructiolls classiques. La bigebre tensorielle
Bur UD alphabet A est l'unique bigebre gra.duee cocommutative connexe dont
l'algebre graduee sous-jacente est l'algebre tensorielle et ponr laquelle les elements
de A soient en outre primitifs.

Le graupe symetrique d'orrlre k, SII:, apere sur TII:(A) par:

"'1(1 E SII:, (1(ZI 0 ... 0 Zl:) =%(1-1(1) 0 ... 0 %11- 1(11:)'

Le coproduit .6. sur T(A) peut etre calcule explicitement. On trouve:

.6.(ZI @ ... @ ZII:) = E L(ZO'(I) (9 ... @ Zll'(p» @ (ZI1(p+l) @ ... @ Zl7(P+t»,
p+q=1I: (1

ou (1 parcourt l'ensemble des elements de SII: tels que:

Calculans maintenant l'operateur de descentes Bp associt~ a. la bigebre ten
sorielle T(A). Par definition:

Bp =Ipl ..... Ip• = n[lI:] 0 (IPI 0 ... @ Ip .) 0.6.(11:].
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L'iteree alA:] du coproduit est donnee par:

a lA:J(ZI 0 ... 0 zn) =

~ ~ (z41(1)0 ... 0 Z41(91))0 ... 0(%41(91+...+f._1 +1)0 ... 0 ZI1(fl+...+f.)'
d=on,A:(f)=.l: 41E8.

ou Bf est Pensemble des elements p de SA: tela que:

p-l (1) < ... < ß- 1(Ql), ... ,ß-l(ql + ...QA:-l + 1) < ... < p-l (ql + ... + q.l:).

On a finalement:

Bp(Zl @ ... @ zn) = L O'(ZI (8) ... 0 zn),

41ES,

ce qui acheve de faire le lien avec [GR] (on comparera notre derniere formule
avec la formule (1,2) p. 194 de Particle cite).
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