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L’algébre des descentes d’une bigébre graduée.

F. Patras.

Motivés entre autres par ’étude de lhomologie et la cohomologie des H-
espaces, nous avons été amenés dans [P2] puis [P3] & définir et étudjer certaines
familles d’opérations sur les bigébres.

Un exemple suffit & comprendre les motivations topologiques conduisant a
introduire ces opérations sur les bigébres: considérons une variété pointée (X, z)
de classe C*, 1-connexe. L'espace de lacets {1, X est un H-espace. Son algébre
de cohomologie rationnelle H*(f2;X,Q) est une bigébre graduée gauche anti-
commutative et connexe -autrement dit, une algébre de Hopf commutative et
connexe.

L’opération qui associe & un lacet v € {1, X son itérée y* induit un morphisme
¥* en cohomologie, qui est un endomorphisme d’algébre de H*(Q.X, Q). On peut
alors montrer -voir {P3}- que le Q-espace vectoriel H"(Q.X, Q) se décompose en
sous-espaces propres H™'(2; X, Q) associés aux valeurs propres k', i € [1,n], du
morphisme ¥,

Cette construction a une interprétation géométrique élémentaire [P1]. Elle
peut étre généralisée & toute bigébre graduée, connexe et commutative (ou co-
commutative, ou gauche anti-commutative, ou gauche anti-cocommutative).

En combinatoire, de nombreux articles se sont attachés récemment & étudier
les algébres de descentes du groupe symétrique [R] [GR], du groupe hyper-
octaédral [BfBnl] [BfBn2] [Bn], et plus généralement des groupes de Coxeter
finis [BfBaMT).

Revenons sur les bigébres et considérons le cas particulier de la bigébre ten-
sorielle T(X) (dite aussi bigébre des polyndmes non-commutatifs) associée & un
alphabet X & n lettres. La bigébre T(X) est munie d’une graduation si I’on con-
sidere les éléments de X comme de degré 1. L'opérateur de projection qui associe
a tout élément de degré n de T(X) sa composante dans le sous-espace propre de
T(X) associé A la valeur propre k' du morphisme ¥*, n’est autre que la projection
x; définie dans [R] (voir [P3]). Ces opérateurs =;, définis par C. REUTENAUER,
appartiennent a |’algébre de Solomon des descentes du groupe symétrique [R],
[GR].

Nous montrons dans cet article que I’on peut associer une algébre de descentes
& toule bigébre gradude. Nous en étudions les propriétés en nous guidant sur
la remarquable description combinatoire de 1’algébre des descentes du groupe
symétrique donnée dans [GR).

Nous construisons en particulier dans ’algébre des endomorphismes de cer-
taines bigébres de nouvelles familles d'idempotents paramétrées par les partages
et les suites de composition des entiers naturels. Nous montrons comment in-
terpréter ces idempotents aux termes des résultats de [MM] sur la structure des
bigébres cocommutatives.

Nous retrouvons enfin comme cas particuliers les propriétes de ’algébre de
Solomon des descentes du groupe symétrique.
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L’article est organisé comme suit:

1. Rappels et notations.

II. Opérateurs de descente.

III. La structure des bigébres graduées cocommutatives connexes.
IV. L’action des opérateurs de descente sur les polynomes de Lie.
V. Quelques opérateurs remarquables.

VI. L’algebre des descentes de Solomon.

I. Rappels et notations.

Nous rappelons briévement certaines définitions et propriétés classiques.
Pour plus de détails, nous renvoyons & [B] pour ce qui est des bigébres, et &
[GR] pour ce qui est de la combinatoire du groupe symétrique.

Dans la suite, K désigne, sauf précision, un corps commutatif quelconque.

Définition I,1. On appelle bigébre graduée sur K la donnée d’un K-espace

vectoriel gradué A = @ An et de morphismes linéaires gradués: I : A® A — A,
neN
n:K—A A:A-»A®Aete: A— K, de telle sorte que:

i) (A, 11, n) soit une algébre graduéde avec unité,
i) (A, A, €) soit une cogébre graduée avec coiinité.
iii) Le diagramme suivant soit commutatif:

A®A o4 4 A®A
aga nen
AQARARA Tele! AQA®A® A;

ol on note I endomorphisme identité de A et T ’endomorphisme de A® A défini
parrT(zy)=yQ®rc.

Par commodité, on supposera en outre dans tout cet article que A est de type
fini, c’est A dire que chacune des composantes A, de A est un espace vectoriel de
dimension finie sur K.

La condition iii) équivaut en fait & exiger que A soit un morphisme d’algébres
de A dans A® A ou, de maniére équivalente, que II soit un morphisme de cogébres
de A® A dans A.

Une bigébre graduée A est dite commutative (resp. cocommutative), si elle
est commutative en tant qu’algébre (resp. cogébre) graduée. Elle est dite conneze
si Ag ~ K.



On peut définir la notion de bigébres graduées gauches (resp. gauches anti-
commulatives, gauches anti-cocommutatives) [B]. La définition d’une bigébre
graduée gauche est la méme que celle donnée en I,1 d’une bigébre graduée, a
ceci prés qu’il faut définir dans ce cas I’endomorphisme T de A® A par:

Yz € An, YWE€E AR T(z®y)=(-1)""y®z.

Les bigébres graduées gauches apparaissent par exemple en topologie algébrique,
dans le calcul de 'homologie ou la cohomologie des H-espaces -on préfére parler
dans ce cas d’algébres de Hopf . On peut leur appliquer les arguments qui vont
étre développés a partir du chapitre II. Afin de ne pas surcharger inutilement la
rédaction de cet exposé, nous nous restreindrons a la considération de bigébres
graduées en laissant au lecteur le soin d’adapter nos résultats et démonstrations
au cas des bigebres graduées gauches.

Soit A une bigébre graduée. On notera £(A) I’ensemble des endomorphismes
linéaires de A compatibles a la graduation. Le produit de convolution de deux
éléments f et g de £(A) est I'élément f « g de L£(A) défini par:

frg:=To(f®g)oA.

Pour ce produit, £(A) est une algébre associative unitaire, d’unité 5oe¢ [B]. Nous
appellerons cette algebre lalgébre de convolution de A. L’algebre des endomor-
phismes linéaires de A désigne l'algebre £(A) pour le produit défini par la com-
position des morphismes.

Nous utiliserons par ailleurs les notations combinatoires suivantes. On dit
qu’une suite d’entiers A = (Aj, ..., A\z) est un partage de n 8i A est une suite crois-
sante d’entiers non nuls de somme n, on notera: A - n. Une suite de composition
g = (p1,...,m;) de n est une suite d’entiers non nuls de somme n, on notera: u | n.
Une sutte de composition généralisée de n est une suite d’entiers v = (v, ..., 1)
de somme n, on notera alors: v |z n.

On remarquera que, si y est une suite de composition de n, on peut lui
associer un unique partage A(u) tel que les termes des suites u et A(u) soient en
bijection.

On notera k(B) le nombre de termes d’une suite d’entiers g et 5(8) la somme:

E(8)
8(8) := Y Bi. Une expression comme: u = s(p) signifie simplement que u est une

i=1
suite de composition dont on ne précise pas la somme.
Si o et B sont deux suites (finies) d’entiers, on note a + 3 la suite obtenue en
mettant boit & bout les suites o et 3. En d’autres termes:

a+f= (a], ...ak(a),ﬁl, ---rﬂk(ﬂ))‘

II. Opérateurs de descente.



Dans ce paragraphe, A est une bigébre graduée conneze sur XK. On note I,
I’endomorphisme de A qui associe & un élément de A sa composante de degré

n. En d’autres termes, I, est la projection sur A, selon la direction @ A;. On

i#n
remarquera que I, n’est autre que noe, I’élément unité de I’algebre de convolution
L(A).

Définition IL,1. Soit p = n. On appellera opérateur de descente associé d
la suite de composition p et on notera B, I'endomorphisme de A défini par:

By =L, «..xlp, ..

On notera £4 le sous-espace vectoriel de £(A) engendré par les opérateurs de
descente. Comme, si p et ¢ sont deux suites de composition, Bp x By = Byy,, £4
est une sous-algébre de 1’algébre de convolution de A. Nous verrons (Théoréme
I1,7) que 4 est également une sous-algebre de I’algébre des endomorphismes
linéaires de A si A est commutative ou cocommutative.

Ces opérateurs vérifient de nombreuses identités remarquables. On remar-
quera que I, o B, =0si plen et m#n.

Lemme I1,2. On a I’ identijté:

Lo(I-Ip)y*= 3 B,
pEn k(p)=k

On a en effet:
Ino(I-Io)* = I, 0 (3 L)
i>0

= I" o( E B“)
sl=e(p) k(p)=h

=hLo( ),  LueBu,
sl (u) k(B)=k

et, comme I, o I,¢,y = 0 si n # s(u), on a finalement:
ILno(I-Iy*= ). ILoB,= Y B, QE.D

sEnk(p)=k pEn k(p)=k

Corollaire 11,3. On a:

Iyo(I =) =0.



Par définition, on appelle k-iéme opération caractéristique sur A, et on note
¥* l’endomorphisme ¥ := I** de A.
On posera: WE := I, o I'*.

Corollaire II,4. On a:

=2 (k(kp)) By

rEn

On a en effet:
V= LoI'* =1, 0[(I-Ip) + Ig)**

- (o

i=0

(on rappelle que I, est élément unité de I’algébre de convolution de A)

() sl

i=0 rlen.k(p)=i

=y, (kfp)) B,. Q.E.D.

rEn

Supposons provisoirement que K est de caractéristique nulle et rappelons
que, si on note s(j,1) le nombre de Stirling de premiére espéce de coefficients j et

i, on a [C] ‘

=1

¥ = }g‘, (k(kp)) By

k(p)

=Y ),[st(k(p) i) ¥ B,
pEn

= Z Z s(k(p) ') B E

plEn 1<i<k(p)

s(k(p),i i
=2[ ) —(kg))!)B,,]k.

i=1 plen E(p)2i

On a donc:



Définition II,5. Si K est un corps de caractéristique nulle, on définit
Pendomorphisme ¢!, de A par:

i s(k(p), )
- '—,gn,z.-s:g(,) CoIN

Corollaire I1,8. Par définition des ¢!, on a:
n . .
\lf:"‘ = Z k' e
i=1

On peut donner une construction plus a.lgébrique des morphismes e},.
Notons ¢' et appelons projecteur de poids i, 'endomorphisme de A défini par:

i ): .
Comme #(k(p), 1) = (—1)*®)-1(k(p) — 1)!, on a:

e _Z( 1)"(?) lk(p E( 1)*-Y z _E]

E(p)=k

D’aprés 11,2, cette égalité se réécrit:
1 b-l(I_ IO)": -
el = Ek :(_1) —— =log I.

Formellement, on a donc:

¥ = 't = expolog I'*
(e
=ezp (k-log I)=ezp (k-e') = Zk'
Pour finir, on a l'identité (utiliser 11,6.):

_ @) (og I

g! 3!

I est possible de donner un sens rigoureux a ces identités entre séries formelles
(ces séries formelles ne comportent en fait qu'un nombre fini de termes non
nuls, si I'on se restreint a étudier leur action sur les composantes de A de degré
inférieur & un entier m arbitraire). On consultera [P3] pour plus de détails et des
informations complémentaires sur ce point précis.

A compter de maintenant et jusqu'a nouvel ordre, nous supposons a nouveau
que K est un corps commutatif de caractéristique quelconque.
Nous allons maintenant calculer la composée de deux opérateurs de descente.
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On comparera ce résultat A celui obtenu dans {GR] pour ’algébre de Solomon
des descentes du groupe symétrique -nous verrons au paragraphe VI comment
expliquer ce phénoméne.

Reprenons les notations de [GR]. Si v = (} Yiet,nlj€l1,m) €8t une famille de

n x yn entiers, on notera c(v) la suite de n entiers définie par: ¢;(v) = ): et r(v)la
. i=1

suite de m entiers définie par: r;(v) = E vi. On note enfin w(v) la suite d’entiers

obtenue en enlevant les termes nuls de la. suite: (b, v, ..., 0}, . 0P, . 0.

Théoreme I1,7. Si la bigébre graduée connexe A est commutative (resp.
cocommutative), pour tous pl=n et ¢ |=n, on a:

ByoBy= 3,  Bu
c(v)=p,r(v)=¢

(resp. ByoB, = 3 Buw))-

c(v)=p,r(v)=¢

Nous allons démontrer ce théoréme dans le cas commutatif. Le cas cocom-
mutatif en résulte par dualité.

Commencons par noter I[¥) (resp. Al*]) litérée k-itme du produit (resp.
du coproduit), i.e. le morphisme de A®* dans A (resp. A dans A®* défini par
récurrence par:

n?.=m 0 .=1me (7 @ n*-1)

(resp. APl := A, Al = (A=Y 0 1) 0 A).

Comme A est une algébre graduée, A®* est naturellement munie d’une struc-
ture d’algébre graduée [B]. Nous noterons Il(y) son produit et H('l) litérée l-iéme
de ce produit.

Ces notations étant fixées, le théoréme IL,7. va résulter du lemme II,8.
Lemme I1,8. On a, pour toute bigébre graduée A, pour tous I, j:

Al sl = I][J] (A[I])@J

De ce que le coproduit est un morphisme d’algébres, on déduit que:
Aombl =¥l o A®s.

Supposons alors le lemme établi pour tous les I < i. Comme:
Al o bl = (A[‘-ll ®IoAo nbl,

on a aussi: )
Ao nb! = (A~ @ 1) o 1Y) @ A%,
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Notons alors T°7 ’endomorphisme de A®‘J défini par:
Tzl ®.92_,02®.080..07_,0)

=2!®..02z_,02?9.94®..07_ 02! ®..9z.
On a alors en particulier: II{"',]) = (V] @ i) 0 724, et donc:

Allo bl = [(A[‘-ll o I]Ul) ® n[i]] o T3 o A®F
= (Y] ), @ nbl) o ((AF-1)83 @ 197) 0 T2 0 A%,
Des définitions, il résulte que:
[(AF-1)85 @ [83] 0 T2 o A®F = T (Al)F

et que: 6l N 6
(I, @ MUy o T4 = T,

ce qui permet de conclure.
Signalons au passage deux corollaires du lemme II,8. (et du lemme "dual”:
i1 — (9! o AR
Ao bl = (ublye? o Ay

ol on note AE’}) Pitérée l-itme du coproduit de la cogebre 4%7), que nous laissons
en exercice -voir [P3] pour plus de détails.

Corollaire I1,9. Si A est une bigebre graduée commutative ou cocommuta-
tive connexe, on a:
¥E oW = wH

Corollaire I1,10. Sous les hypothéses de II,9. et si K est en outre de car-
actéristique nulle, on a: o o
etoed =6 -

On rappelle que, si a et b sont deux éléments d'un ensemble, le symbole de
Kronecker associé a a et b, §f est nul si a # b et est égal a 1 sinon.

Le corollaire II,10. peut s’énoncer de la maniére suivante: les projecteurs de
poids i définissent une famille de projecteurs orthogonaux.

Compte tenu de I1,6., ils décomposent A en sous-espaces propres sous l’action
des opérations caractéristiques ¥*.

On posera AY) := ¢ . A; ’espace vectoriel AY) s’identifie donc au sous-espace
propre de A pour la valeur propre k' du morphisme Wt.

Revenons-en maintenant a la preuve du théoréme I1,7.
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Soient p et ¢ deux suites de composition de n. On a:
ByoBy=(Ip, %...xlp, ) )o (I #...x Iy )
=10 (], ... 8 Ty,,) @ AFE o IO o (1, © .. @ Iy,,,) 0 AL
= [0 o (Ip, ® . @ Ip,,,) 011 i@l (AlE@N)BED) o (In®..®1I,)° Al

{(k(p))
Comme
AVor, = Y (L,®..0L)cAl,
vizon k(v)=i
on a:

A[k(P)]ek(') o (I" @.Q Iq.(.))
= E I; ®..8L; ©.8lr ®-~®th(o)]O(A[h(P)])Qk(l)
vt k(¥)=k(p) e
= z (Iyl ®..0 Iyl @ Q1 Vo ®.0I l:(c)) (A[k(p)])ek(')
vikogi k(v )=k(p)

Comme le coproduit est coassociatif, on a tout d’abord:

(ABEN)BE() o AW = AlE(P)H(0)],
Par ailleurs, le morphisme:

k
(I,, @...@Ip_‘,,)onh(&)})o([,: ®. 0Ly, ©®..8 L)
est nul sauf si v} + ... + v"(") = Py e V}:(P) + ..+ u:g; = pi(p); et est égal &

Ei((;))]) ° (I,; ®..Q Iy:((:;) dans ce cas.

Comme H[*(P)loﬂl(i((:))]) = N@*9)] (le produit est par hypothése commutatif?),
on a finalement:

Bpo By = MF*WIo( Y 1,81,08..0 Iy:((:;) o AP
e(v)=p,r(v)=¢
= Y Lislpt..*lu.
e(¥)=pr(v)=1 B
Le théoréme résulte pour finir de ce que I, est ’élément unité de 1’algébre £(A)
et que donc, pour tout v, ¢(v) = p,r(v) =g, on a:

Iy; x ... % I”:g:; = Iw(y). QED

Sous les hypothéses de I1,7., £4 est donc une sous-algébre de 1’algébre des
endomorphismes linéaires de A. On I’appellera l’algébre des descentes de A.



II1. La structure des bigébres graduées cocommutatives connexes.

Dans ce paragraphe, A désigne une bigébre graduée cocommutative connexe
sur un corps K de caractéristique nulle.
On rappelle qu’un élément z de A est dit primitif 8’il satisfait a:

Alz)=z®1+1Q=.

L’ensemble Prim(A) des éléments primitifs de A est un sous-espace vectoriel
gradué de A. Pour la structure d’algébre de Lie sur A induite par la structure
d’algébre associative de A, Prim(A) est en fait une sous-algébre de Lie de A, Plus
précisément, Prim(A) n’est autre que A{!), le sous-espace propre de A pour la
valeur propre k de I’opération caractéristique ¥* -la vérification de ces propriétés
est élémentaire, nous la laissons en exercice. Voir [P3] pour plus de détails.

Un théoréme classique [MM] montre que A est isomorphe en tant qu’algébre
i l’algébre enveloppante de 1'algébre de Lie A(Y).

Ce paragraphe donne une nouvelle démonstration de ce théoreme. J’en dois
'idée & Pierre CARTIER.

Nous traitons le cas d’une bigébre cocommutative, mais la démonstration
s’appliquerait une fois de plus telle qu'elle au cas d’une bigébre graduée gauche
anti-cocommutative (dans le langage de la topologie: au cas d’une algébre de
Hopf cocommutative).

Plus encore que de la proposition III,1. elle méme, nous aurons besoin dans
la suite de cet article des différents lemmes intervenant dans la démonstration
de cette proposition.

Proposition III,1. L’algébre A est isomorphe a 'algébre enveloppante de
Palgébre de Lie AW,

Comme annoncé, le reste de ce paragraphe est consacré a la démonstration
de cette proposition.

Lemme II1,2. L’opération caractéristique ¥* est un endomorphisme de
cogébre cocommutative de A.

Cela résulte immédiatement de ce que, comme A est cocommutative, le pro-
duit de convolution de deux endomorphismes de cogébre de A est encore un
endomorphisme de cogibre de A (on rappelle que ¥* := I*F).

L’espace vectoriel A®* est un espace vectoriel gradué pour la graduation
induite par la graduation de A. Définissons sur A®* une autre graduation: si
pour tout i € [1, ], z; € A(®), Pélément z, ® ... ® z; sera dit de poids zk: ;.

Si a = (ay, ..., ai) est une suite d’entiers, on posera: =

A = pl) g @ Al
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On rappelle (iue AY) est le sous-espace propre de A pour la valeur propre k' de
'opérateur ¥*.

On remarquera que, comme A se décompose en sous-espaces Propres sous
Paction de W', A®* se décompose également en sous-espaces propres sous |’action
de (¥")®*. Compte tenu de II1,2., 'image par Al¥l d’un élément de A®) appartient
au sous-espace propre de A®F associé 4 la valeur propre I de 'opérateur (W)®*.
D’ou le corollaire I11,3.

Corollaire I11,3. L'image par A®) d’un élément de A() est un élément de
poids i de A®F,
En d’autres termes, on a:

ICI O )
af=at, k(a)=k

Corollaire II1,4. La restriction 8 A*) du morphisme (¢!)®' oAl est 4 valeurs
dans (A(")®* si k = I; elle est nulle sinon.

La restriction de Al1 & A(*) est en effet a valeurs dans @ A Le
alok,k{a)=!
morphisme (¢')® est nul sur A(®) saufsi a = (1,...,1), d’ot le corollaire.

Nous noterons Sym(A(l)} le sous-espace vectoriel des tenseurs symétriques
de Palgébre tensorielle T(A()) [B]. On pose: Symy (A1) := Sym(AD) N (A(1))®%,
Comme le coproduit est cocommutatif, et compte tenu de II1,4., la restriction a
A} du morphisme (e!)®* o Al*¥] (resp. g e)® o Al I # k) est & valeurs dans le
sous-espace vectoriel Sym;(A(")) de (A())® (resp. est nulle).

Proposition I11,5. Le morphisme 3~ <37 0o A¥] de A dans Sym(A()) est un
5

isomorphisme d’espaces vectoriels. L’isomorphisme réciproque est le morphisme
s de Sym(A() dans A induit par le produit.

On notera § le morphisme 3~ <% o AW,
1

Remarquons d’abord que, comme les idempotents ¢' sont deux & deux or-
thogonaux, la restriction & AF) ;.= ¢t . A de el = ‘—,)— ol e Qﬂi o Al est égale
au morphisme identité si k¥ =1 et est nulle sinon. L’endomorphisme IIs 0 S de A
est donc égal au morphisme identité.

Il nous suffit pour établir la proposition de prouver que l’endomorphisme
Solls de Sym(A() est égal  I'identité.

On remarquera d’abord que le morphisme Lﬂ— o Al o Il de Sym, (A1)
dans Sym;(A(")) est nul si I > k et est égal 3 I'identité si k = (utiliser la version
duale du lemme II,8.:

(nH® 5 AE?‘) = Ao i,
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le calcul est un calcul standard sur des suites de compositions généralisées, a la
maniére de I1,7.).

Notons i Vinclusion de Sym(A(?)) dans Sym(A()). Compte-tenu de ce qui
précéde, la restriction & Sym;(A(")) du morphisme S o II — i, est & valeurs dans

@ Sym(AM).
i<k

Soit n un entier arbitraire, la restriction de Solls & @ Sym;(A(")) est donc
I<n

unipotente. Le morphisme S o IIs est par conséquent inversible; en particulier le
morphisme IIg est inversible a gauche.
Finalement, comme IIg o S est égal au morphisme identité de A, on a:

lIs=MsoSolls.

Le morphisme IlIs étant inversible & gauche, SoIls est égal & I'endomorphisme
identité de Sym(AM). Q.E.D.

Revenons-en ala démonstration de la proposition II1,1. Nous supposons con-
nues les propriétés des algébres enveloppantes.

D’apres IIL,5., M5 est un isomorphisme d’espaces vectoriels gradués. Il se
factorise sous la forme:

Sym(AM)-L.u (A g, 4,

ol p est 'isomorphisme canonique d’espace vectoriel entre 'espace vectoriel
des tenseurs symétriques et l'algébre enveloppante et ou Iy est le morphisme
d’algébres de U(A()) dans A induit par 'inclusion de A() dans A.

De ce que IIs est un isomorphisme d’espaces vectoriels, on déduit que Iy est
un isomorphisme d’algébres, ce qui achéve la preuve de III,1.

On remarquera qu’un corollaire élémentaire de III,1. est que A est engendré
en tant qu’algébre par A(1,

En particulier, les éléments de la forme I*l(z; ® ...®@ z}), 00 2. ® ... ® z; €
(A())®* engendrent A en tant qu’espace vectoriel. Dans le cas particulier de la
bigébre tensorielle, ces élément sont appelés les polynémes de Lie; ils jouent un
role important dans [GR].

Nous allons voir que les opérateurs de descente agissent de maniere tres
simple sur ces éléments.

IV. L’action des opérateurs de descente sur les polynémes de Lie.

Dans ce paragraphe et le suivant, A est une bigebre graduée cocommutative
connexe sur un corps de caractéristique nulle.

Si p=(m,..., 1) est une suite de composition u |= n, on appelle mondéme de
Lie de type u tout élément de A de la forme:
z=0"z, @..0z), z1 € AD).
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Un polynome de Lie est une combinaison linéaire de monoémes de Lie.

Calculons l’action de 'opérateur de descente B,, p = n sur le monéme de Lie
z de type u associé & une suite (zi,...,z)) d’éléments de AM), ot z; € AL, On a:

Bp(z) = (Ip, * ... # I, ,,) © 0z, ®...0x)

=m*®o (L, ®..® Iouy) o (1)) o AET)(P)](Z:I ®..0z)

(utiliser la version duale du lemme II,8).

Si a = (a1,...,am) est une suite de composition généralisée ol o; € [0,1], on
posera zo := 1 et z, := I™)(z,, ®...® 2,,.). On laisse au lecteur le soin de vérifier
que, comme z; € A, on a:

(Hm)ek(P)OA?;)(P)](xl @@31) = z Tt @ ...Q Toam),

al,...,ak(r)

olt (al, ..., a*(P) décrit ’ensemble des suites de suites de composition généralisées
satisfaisant aux conditions:

i} k(a*) = | pour tout i € [1, k(p)]

ii) Vie (L, k(p)), Vi€[L,1], o} €[0,1).

ili) La suite de composition généralisée a! + ...+ o) contient une et une
seule fois chacun des entiers 1, ..., 1.

iv) Si l'on enléve les termes nuls de la suite of, i € [1, k(p)], la suite obtenue
est une suite croissante d’entiers.

Remarquons alors que:

I, ® .. ® I, (Ta1 ® ... @ Zori)

est nul sauf si: Vi € [1, k(p)] Y Bai = pi-
el aizo ’
Soit maintenant f € {1, k(p)]!** (i.e. soit un morphisme d’ensembles f de [1,1]
dans (1, k(p)]). On notera f! la suite ordonnée (strictement croissante) associée
a Pensemble f~!({i}). On dira enfin que f est un y,p-morphisme et on notera

feptsi
J()=i

Avec ces notations et compte-tenu des calculs précédents, on a finalement la
proposition IV,1., qui permet de décrire l’action des opérateurs de descente sur
les monémes de Lie.

Proposition IV,1. Soit z = )(z, ® ...® z;) un monéme de Lie de type u
ot 4 = n, k(p) = 1. Soit p = n. Alors:

- k()
By(z) = f; 1) [z)-1®...® z,.-(:’)].

13



Nous allons voir dans le paragraphe V comment I’action de l'algébre des
descentes sur les polynomes de Lie peut étre décrite plus avant.

V. Quelques opérateurs remarquables.

Si pu est une suite de composition, on posera:

AEJI) = AE!II) ®..0 AE‘IE)(;')'
Notons sym la projection canonique de T(A()) sur Sym(AM)) [B]. Si A est un
partage, posons enfin: Sym* (A1) := aym(Agl)).
On remarquera qu’on a, par définition de Sym(A(1)), I'identité:

Va ek s(d) 1 sym(AS)) = sym(4().

Par ailleurs, on a aussi: Sym(4(0)) = @ @ Sym*(AM).
nEN AkFn
Notons A* I'image de Sym®*(A()) par le morphisme IIs -voir III,5. Comme
Sym* (A C Symy(x)(A()), c’est une conséquence de IIL,5. que A* C A,
Comme I est un isomorphisme, on a en outre:

A= PP

nelN Akn

Nous allons nous attacher dans ce paragraphe a montrer que la projection

sur A* selon @ A” est un élément de £4 et définir et étudier au passage diverses
B#A
familles d’éléments remarquables de £4.

Si u est une suite de composition de n, définissons tout d’abord 1'élément 7,
de T4 par:
I, = e}” * .. tc},‘(’).

Ordonnons alors les opérateurs de descente et les opérateurs I, de la maniére
~suivante:

e si s(u) < s(v), on pose B, < B, et I, < I,.

o si 8(p) = s(v) et k(u) < k(v), on pose: B, < B, et I, < I,.

e si s(p) = s(v) et k(p) = k(v), on pose B, < B, et I, < I, si le mot
f1...pe(u) €5t plus petit que le mot v...v4(,) selon 'ordre lexicographique (i.e. si
le plus petit i tel que u; # v; est tel que: py; < y;).

Lemme V,1. Il existe une matrice T trigonale inférieure, dont les coefficients
diagonaux sont égaux a 1, a coefficients rationnels et indépendante de A perme-
ttant de passer de la famille ordonnée (B,) a la famille ordonnée (I,) d’éléments
de £4. :
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Le lemme résulte immédiatement de la définition des morphismes ¢. On a
en effet, d’apreés 11,5:

B,
ev=la+ D (-1
Pl E(p)22 K’

On a donc I, = B, + B, ol B’ est combinaison linéaire d’opérateurs de descente
B,, avec B, > B,. Q.E.D.

On remarquera que les coefficients de T peuvent étre calculés explicitement.

Corollaire V,2. La famille (1,) engendre £A.

Par définition, les B, engendrent £4. Le corollaire résulte immédiatement de
ce que T est inversible.

Nous allons voir que la nouvelle famille génératrice (I,) de £4 est sous cer-
tains rapports plus simple & manipuler que la famille (B,).

Calculons par exemple I,oI,, ol p et v sont deux suites de composition telles
que Au) = AM(v). Posons k := k(u), on a alors:

I,ol, = ntl o c:. o Al o NI o ef, o Al¥)

=M o el o (MM)®F 0 Al o ¢} 0 AW,

oil on pose: e ~em® Qe _
Notons a la. manijére de IV 1 ¥ I'ensemble des automorphismes de [1, k] tels
que f € ¥ si et seulement si: V: € [1 k) pi = vp-aiy
Si g € {1, k]**], on notera encore, par abus, g I'endomorphisme de A®* défini
par:
g(zl ®..8 .‘I:g) =Zz,-101) ®.0 Ty-1(k)

Comme le coproduit est cocommutatif, on vérifie d’abord que:
Vg € u¥, e}, oAM= goel o Al
Comme, par ailleurs:

c:‘ o (M*N)8k o AE’:]) oel oAlMl = z foelo Alkl
Jen

(le calcul est le méme que celui de la preuve de IV,1.), on a:
1, (H[k])ak °AEi]) oelo Al¥l — |ﬂ”|¢,1, o Al
et, pour finir:

Liol, =¥ o[y el o AM) = |*|1,.
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En fait, {4*| ne dépend que de A = A(u) = A(v). Plus précisément, si At n et
T=Ar= = Xy, 22 A 41 = o = Aiyiay oo = Xy g dinny = oo = Myt in alOT8
|#¥| = i1!...5x!. On notera ce nombre o(A).

Proposition V,3. Soient p et v deux suites de composition telles que k(u) =
k(v). Alors, on a:

Liol,=0() -1 si A= A(u)=Av)

Iyol, =0 sinon.

Nous laissons la seconde identité en exercice.

Relions maintenant les I, aux constructions du paragraphe III. Nous sup-
posons le lecteur suffisament familier avec les techniques algébriques et combina-
toires utilisées jusqu’ici.pour vérifier par lui méme certaines identités que, pour ne
pas surcharger cet article de calculs fastidieux, nous donnons sans démonstration.

Proposition V4. Soit A un partage. La projection sur A selon la direction
@ AP est donnée par ’élément E, de £* défini par:

BEA
Ey = — E I
A = e -
k(A). slEs(A),u€EA

D’apres II1,5., le morphisme:

ro) . (e1)BFN) oy _ 1 —
Loy Mo CrmoatW e & = ¥ B,
PRAOVLE@=EQ)  uka(A)E(u)=EQ)

est 'opérateur de projection sur le sous-espace vectoriel A,(»yN A*®) de A selon
la direction %) A N AU,
i#s(A) ou jEE(A)
D’apres II1,5. encore, 4* C AGO) et ACON = @ A+,
E(u)=k(2)

Vérifier que Ep est a valeurs dans A? ne présente pas de difficulté. Reste a
vérifier que, si 8 F s()),k(8) = k()) et 8 # A, alors la restriction de Es 4 A* est
nulle -mieux encore, il suffit de vérifier que la restriction de 7, 4 A% est nulle
pour tout u = s(X), k(u) = k(A), p ¢ A. La proposition résultera alors de ce que
les sous-espaces vectoriels A? sont en somme directe.

Il suffit finalement de montrer que ’expression:

ntlo cil‘ o Alo (2, @ ... @ 24),
ol on pose k := k(A), ou k(p) = k, et ol z; € Af\l..), est nulle si u ¢ A. Ce type
de calcul nous est désormais familier (c’est & quelques détails prés le méme que
celui de la proposition IV,1 par exemple). Nous le laissons en exercice.

16



Signalons pour finir quelques propriétés multiplicatives des morphismes I,
et £, dans l'algébre des descentes TA.

Proposition V,5. Soient u = s(u), B+ 8(8), avec k(8) = k(u). Posons A :=
A(p), on a:
I,oEs=8) I,

Egol, =8} -o(p) Ep.
La proposition V,5. résulte des calculs précédents, de la proposition V,3. et

de la définition des morphismes E,. Le seul point non immédiat est la premiére
identité, ou il faut vérifier que, si A = g:

{8 = 8(2), A(8) = A} = k(A)le(X)™*.

On comparera les propositions V,3. et V,5. au théoréme 4,2. de [GR]. Nous
allons expliquer bri¢vement dans le paragraphe VI comment retrouver a partir
des propriétés des algébres de descentes associées aux bigébres, les constructions
de [GR].

VI. L’algébre des descentes de Solomon.

Rappelons d’abord quelques constructions classiques. La bigébre tensorielle
sur un alphabet A est I'unique bigébre graduée cocommutative connexe dont
I’algébre graduée sous-jacente est I’algébre tensorielle et pour laquelle les éléments
de A soient en outre primitifs.

Le groupe symétrique d’ordre k, Si, opére sur T;(A) par:

Yo € Sg,ﬂ(zl ®R.0 zg) =Te-1(1) @ o @ To-1(k)

Le coproduit A sur T(A) peut étre calculé explicitement. On trouve:

Az ®.®x) = E Z(:a(l)®---®3c(p))@(zo(p+l)®~--®zo(p+q)):
pte=k ¢

ol ¢ parcourt ’ensemble des éléments de S; tels que:

ol <...<oHp), o7 p+1)<..<o”p+4).

Calculons maintenant 'opérateur de descentes B, associé a la bigebre ten-
sorielle T(A). Par définition:

By=I,+..xL, =N o (I, ®..0L,) 0 Al
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L'itérée Al*) du coproduit est donnée par:
A[k](zl .. zn) =

Z E (2o(1)® - ®F4(9,))® - ®(To(git ..t a1 +1)® - BT o (1. 4+0) )s
ton k(g)=k 0€B,

ol B, est 'ensemble des éléments 7 de S} tels que:

By < .. < B M) B+ e+ ) < < B H @ + 4 @)

On a finalement:

Bp(z1®..®@zn) = Y 0(21®...® Zn),
oEl,

ce qui achéve de faire le lien avec [GR] (on comparera notre derniére formule
avec la formule (1,2) p. 194 de larticle cité).
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