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EINLEITUNG

Die vorliegende Arbeit handelt, wie der Titel zum Ausdruck bringt, von
Singularit3ten und gewissen Liealgebren sowie dazu assoziierten Gruppen.
Sie ist aus der Uberzeugung entstanden und versucht zu zeigen, daB die be-
treffenden cbjekte durch mathematische Konstruktionen eng miteinander ver-
knipft sind. Ausgangspunkt und Modellfall zugleich ist dabei ein Satz

von E. Brieskorn aus dem Jahre 1970 (vgl. [Brieskorn4] und Kapitel 2),

der zeigt, wie die semiuniverselle Deformation ¢ : Y > U einer sogenann-

ten einfachen Flachensingularitdt X vom Typ Az , D, oder E, in den

L L
adjungierten Quotienten x : g * h/W der einfachen Liealgebra g glei-

chen Typs eingebettet werden kann

Y <«
lw x
u

(eine &hnliche Aussage gilt auch fir den adjungierten Quotienten G - T/W

v
ha

der zugehdrigen einfach zusammenhingenden algebraischen Gruppe G ). Die-
ser Satz erklirte mit einem Schlage eine‘vielzahl geometrischer EBigen-
schaften der einfachen Singularitéten, ihrer Aufldsungen und Deformationen
von einem Liealgebra- bzw. Liegruppen-theoretischen Standpunkt. Insbesonde-
re lieferte er eine Identifikation des Basisr#umes U der semiuniversellen
Deformation ¢ mit dem Quotienten h/W einer Cartanunteralgebra h von
g nach der natirlichen Aktion der Weylgruppe W , und eine Identifikation
der in U enthaltenen, die Konfigurationen singul&rer Punkte in den Fasern

von ¥ kontrollierenden Diskriminantenhyperfliche D mit dem Verzweigungs-
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ort der verzweigten Uberlagerung h <+ h/W .

Diese Beschreibung des Paares (U,D) , die fir sich nicht die volle Theorie
der Lieschen Algebren und Gruppen sondern nur die in sich abgeschlossene
Theorie der‘Wurzelsysteme und Weylgruppen erfordert, wurde seitdem zu einem
erfolgreichen Paradigma bei den Untersuchungen der semiuniversellen Defor-
mationen auch komplizierterer Singularitdten, so der einfach elliptischen
Singularititen ([I,ooijengéz'3], [Merindol], [pinkham,]), der spitzensingu-

larititen (‘ [I.oo:i.jem_:a5 6]) und anderer ([Knbrrer] ’ [W:Llrt:l'nniiller2 3])
’ ’

Wéahrend bei den einfachen Singularitdten dber deren Aufldsung eine Bezie-
hung zu Wurzelsystemen schon seit den Arbeiten von Du Val vor 50 Jahren be-
steht, treten "verallgemeinerte" Wurzelsysteme bei den komplizierteren
(zweidimensionalen kompleien) Singularititen (vollst&ndiger Durchschnitte)
nicht in Zusammenhang mit deren Aufldsung auf, sondern mit deren Milnorgit-
ter, 4. h. der zweiten Bomologiegruppe HZ(F,Z) einer glatten Faser F
der semiuniversellen Deformation V¥ : Y + U . Die Rolle der Wurzeln spielen
‘dabei die verschwindenden Zykel, die der Weylgruppe spielt die algebrai-
sche Monodromiegruppe I der Singularit&t. Eine Beziehung zwischen der Ba-
sis U wvon ¥ und dem Milnorgitter wird in den genannten Arbeiten im we-

sentlichen durch eine I'-&quivariante Periodenabbildung
- 2
p : U —— H(F,C)

vermittelt. Dabei ist U eine verzweigte I-Uberlagerung der offenen Teil-
menge U(®) von U , ¢ber der die Fasern von % hdchstens einfache Singu-
larititen haben. Insbesondere ist U\U(@) in der Diskriminante D enthal-
ten. Sofern die Periodenabbildung gentigend gute Eigenschaften hat, identi-

fiziert sich U(#) mit dem Quotienten des Bildes p(U) nach der Aktion
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der Monodromiegruppe T . Das Problem der Rekonstruktion von D erscheint
nun als das der Beschreibung einer gewissen partiellen Kompaktifizierung
des Orbitraumes p(U)/I' . AuBer in den oben schon genannten Fillen ist
dieses Problem bisher nur noch fir die sogenannten exzeptionellen unimoda-
len oder Dreieckssingularitéten erfolgreich geldst worden (vgl. [Bries-

korn6 8]' Ebooijenga7 9], wo auch die Problemstellung prdziser dargestellt
’ r’

ist).

Insofern wir oben von "verallgemeinerten" Wurzelsystemen im Milnorgitter
gesprochen haben, erhebt sich die Frage nach dexr Realisation solcher Systeme
in tats&chlichen Liealgebren. Bis auf den Fall der einfachen Singularititen,
bei denen die verschwindenden Zykeln im Milnorgitter ein endliches Wurzel-
system vom Typ der Singularit&t bilden, war die Antwort auf diese Frage,
strikt genommen, bisher nein. Weiter unten werden wir auf diesen Punkt zu-
rickkommen. Hier geht es zun&chst darum zu beschreiben, wie im Fall der ein-
fach elliptischen und Spitzensingularititen dennoch ein Zusammenhang mit

der Theorie der sogenannten Kac-Moody-Liealgebren existiert. Im Fall dieser
Singularititen ist die Schnittform auf dem Milnorgitter entartet. Das Bild
des Systeins der verschwindenden Zykel im Quotienten wvon 82 (F,Z) nach
einem isotropen Rang-1-Untergitter erweist sich dann als das System der so-
genannten reellen Wurzeln einer Kac¥uoody-Liealgebra g - Die von Looijenga
gegebene Beschreibung des Basisraums U der semiuniversellen Deformation
involviert allerdings nicht mehr den Orbitraum (eines Gebietes) einer Car-
tanunteralgebra h von g nach der Weylgruppe W, sondern nach einer
durch Translationen erweiterten Weylgruppe W ;, die im wesentlichen isomorph
zur Monodromiegruppe 1st. In etwas anderer Formulierung identifiziert

Looijenga den Basisraum U als partielle Kompaktifiz;erung j>/w des
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W-Orbitraumes 7 /W eines Gebietes T innerhaldb eines maximalen Torus

T einer g zugeordneten Gruppe G ([I.ooijengasl) .

Der dberwiegende Teil der Untersuchungen dieser Arbeit (Kapitel 5,6,7)

ist durch die Frage motiviert worden, ob die der Kac—Moody-Liealgebra g
zugeordnete Gruppe G , oder vielmehr ein Teil e& derselben, einen adjun-
gierten Quotienten Uber 'f'/w » d. h. eine konjugationsinvariante Abbildung
X : ”b > '_f'/ﬂ besitzt mit der zusitzlichen Eigenschaft, daB sich die semi-
universelle Deformation ¥ : Y -+ U der Ausgangssingularitit X in diesen

Quotienten einbetten 138t:

v

c ——
<

P —of
>

v

Eine positive Antwort auf diese Frage haben wir als Vermutung weiter offen
lassen miissen (vgl. 8.2). Allerdings werden wir in Kapitel 7 einen adjun-
gierten Quotienten yx : 93 > 3"/w definieren und untersuchen, der weitge-
hend &hnliche ﬁigenschaften hat wie der adjungierte Quotient endlichdimen-

sionaler reduktiver Gruppen und eine positive Antwort erwarten l4Bt.

Kac-Moody-Liealgebren wurden im Jahre 1968 unabhiéngig von XKac und Moody bei
der Verallgemeinerung eines auf Chevalley, Harish-Chandra, Jacobson und
Serre zurickgehenden Konstruktionsprozesses fir halbeinfache Liealgebren

eingefohrt ([Kac,], [Moody,], vel. xapitel 3).

Erste Untersuchungen von Gruppen, die diesen Liealgebren nach der Methode

von Chevalley und Steinberg zugeordnet wurden, begnligten sich mit der kon-



struktion eines Tits-Systems (vgl. [Moody—Teo], [Marcuson]). Erst in neu-
erer Zeit fanden diese Gruppen ein weitergehendes Interesse (vgl. [Gar-

landz], [‘Kac—Peterson2 3], [Peterson-xac], [Tits jedoch gab es
’

3,4,50 "
bisher keine Ergebnisse {iber Xonjugationsklassen oder adjungierte Quotien-
ten (abgesehen von denen in £81060wy3'4] fir spezielle Situationen, oder
denen far die Liealgebra [Frenkel], [Segal], [Peterson-xac]), geschweige
denn eine derart entwickelte Theorie wie sie 1970 fiir reduktive Gruppen

nach Arbeiten von Dynkin, Kostant, Springer, Steinberg und anderen zur Ver-

figung stand.

Neben einer fiir unsere Zwecke geniigend flexiblen Konstruktion von Gruppen
zu Kac-Moody-Liealgebren in Kapitel 5 wird daher das Hauptgewicht dieser
Arbeit auf der Untersuchung der Konjugationsklassen in solchen Gruppen, der
Definition eines adjungierten Quotienten und der Analyse der Fasern dieses

adjungierten Quotienten liegen (Kapitel 6,7).

Der friher aufgeworfenen Frage nach der Realisierbarkeit des Systems der
verschwindenden Zykeln im Milnorgitter einer isolierten Singulariti&t (sagen
wir, einer zweidimensionalen Hyperfldche) als (Teil-~) System der ("reellen"
odér "Weyl"-) Wurzeln einer geeigneten Liealgebra widmet sich das Kapitel 4.
Ausgehend@ von der Schnittmatrix des Milnorgitters bezliglich einer Basis von
verschwindenden Zykeln (oder auch allgemeineren Matrizen, vgl. 4.1) kon-
struieren wir zun&chst eine Klassé von Liealgebren g mit den folgenden
Eigenschaften. Das komplexifizierte Milnorgitter identifiziert sich mit
einer "Cartanalgebra” h von g . Die verschwindenden Zykeln gehen dabei
tber in die sogenannten Weylwurzeln von h in g , und die Monodromie-

gruppe I identifiziert sich mit der Weylgruppe W von (h,g) . Nach Uber-
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gang zu einer Erweiterung operiert die Weylgruppe W durch Automorphis-
men auf der Liealgebra g . Die letzte Eigenschaft impliziert eine we-
sentliche Différenz unserer Konstruktion zur Konstruktion der sogenann-
ten kontragredienten Liealgebren ([Kacl], vgl. auch 3.6), die sogar belie-
bigen komplexwertigen quadratischen Matrizen zugeordnet werden k&émnen. Bei
der Untersuchung von Singularititen werden gewisse Basen des Milnorgitters
als "geometrische Basen" ausgezeichnet (vgl. 1.8). Diese sind nicht ein-
deutig festgelegt, sondern k&mnen durch eine gewisse Klasse von Transfor-
mationen ineinander uberfdhrt werden (vgl. 1.9). Soll die Liealgebra g
eine Invariante der Singularitit sein, so mu8 ihr Isomorphietyp unabhingig
sein von der Wahl der geometrischen Basis des Hilnorgitters. Dies zwingt
uns zu einer Modifikation der urspringlichen Konstruktion. Leider kd&nnen
wir die Nichttrivialitat der modifizierten Liealgebren nur in Einzelf&llen
nachweisen. Diese Lage verbietet uns vorerst, weitergehende Vermutungen
tber den Zusammenhang der koadjungierten Darstellung dieser Liealgebren mit
der semiuniversellen Deformation der betreffenden Singularit&ten zu &uBern.
Im Fall der einfach elliptischen und Spitzensingularititen besitzt jedoch
die zugeordnete Liealgebra vermutlich eine Interpretation als Schleifenal-
gebra Uber der weiter oben schon betrachteten Kac-Moody-Liealgebra, die
einem Quotienten des Milnorgitters der Singularitit zugeordnet war. Die Aus-
fihrungen in 4.16 Ober die Konjugationsklassen in- Schleifenalgebren in Zu-
sammenhang mit unserer Untersuchung der Konjugationsklassen in Kac-Moody-
Liegruppen (Kapitel 7) mdgen eine Beziehung zwischen den neu konstruierten
Liealgebren und den semiuniversellen Deformationen wenigstens der einfach
elliptischen und Spitzensingularititen als nicht ganz abwegig erscheinen

lassen.
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Wir wollen nun auf den Inhalt der einzelnen Xapitel gesondert eingehen.

Kapitel 1 bringt eine Ubersicht Gber Eigenschaften isolierter Singulari-
taten, ihrer Deformationen, ihrer Milnorfasern und der algebraischen In-
varianten, die ihnen assoziiert werden. Besonders ausfihrlich werden da-
bei die Konstruktion und die Kquivalenzen geometrischer Basen im Milnor-
gitter beschrieben (1.6 - 1.10), da diese den Hintergrund liefern fir

die Liealgebraischen Entwicklungen des Kapitels 4. Diejenigen Klassen

von Singularitdten, die einen Bezug zu dieser Arbeit haben, werden ein-

zeln vorgestellt (1.13 - 1.18).

In Kapitel 2 werden noch einmal der Satz von Brieskorn und seine Anwen-
dungen auf die Deformationstheorie der einfachen Singularititen dargestellt.
Neu ist hier eine Liealgebrentheoretische Konstruktion einer Periodenab-
bildung £dr die semiuniversellen Deformationen der einfachen Singulariti-

ten (2.5, 2.6).

Kapitel 3 berichtet iiber die Grundlagen aus der Theorie der Kac-Moody-Lie-
algebren. Dabei gehen wir auch auf Sachverhalte ein, die nicht unbedingt

in sp&teren Kapiteln benutzt werden, daflir aber ein vollst3ndigeres Bild
Ober diese Ligalgebren vermitteln. Dieses Material findet sich teillweise
nur verstreut in der Originalliteratur. Hervorheben wollen wir, daB wir die
Konstruktion von Kac-Moody-Liealgebren (und anderen) systematisch von Aus-
gangsdaten entwickeln, die wir in Anlehnung an eine &hnliche Terminologie
in [Looijengasl Wurzelbasen nennen, und die feinere Information enthalten
als die Oblicherweise zugrundegelegten Cartanmatrizen. Diese Wurzelbasen
ermdglichen eine gréBere Flexibilitit im Umgang mit nat{irlichen Unteralge-

bren und Homomorphismen. Bei der Konstruktion von Gruppen dr&ngen sie sich
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ohnehin automatisch auf (vgl. auch [Tits4 5]).
’

Wie schon oben erliutert, beschiftigt sich Kapitel 4 mit der Konstruktion
einer neuen Klasse von Liealgebren, die wir Verallgemeinerte-Schnittmatrix-
Liealgebren, oder kiirzer GIM-Liealgebren nennen. Als eine Unterklasse ent-
h&lt diese die der KacQMoody-Liealgebren. Ein erster wesentlicher techni-
scher Punkt ist hier der Beweis der Nichttrivialit&t der Konstruktion,

der sich nicht mehr so einfach wie fir Kac-Moody-Liealgebren fihren l&8t.

Er erfolgt durch Einbettung (eines Quotienten) einer GIM-Liealgebra g

als Fixpunktalgebra einer Involution in einer zugeordneten Kac-Moody-Lieal-
gebra g . Das Coxeterdiagramm von ¢ tritt dabei in natlrlicher Weise als
"Orientierungstiberlagerung"” des Diagramms von g auf, und die Involution
auf §_ wird durch die korrespondie;ende Decktransformation induziert

(4.5 - 4.8). Die vom Standpunkt der Singularit&ten natiirlich auftretende
Frage nach der "Zopfinvarianz" dieser Liealgebren (vgl. 4.9) f{hrt zu einer
Modifikation der GIM-Liealgebren, die wir IM-Liealgebren nennen (4.10, 4.12).
Natirliche Beigpiele fiir IM-Liealgebren (oder gewisse Quotienten derselben)
ergeben sich durch iterierte Bildung von Schleifenalgebren g @ l![z,z-l]

zu schon konstruierten IM-Liealgebren g , wie z. B. zu endlichdimensiona-
len halbeinfachen Liealgebren oder Kac-Moody-Liealgebren g . Die Erléute-
rung der Ergebnisse von Frenkel und Segal iber die Konjugationsklassen in
Schleifenalgebren zu endlichdimensionalen Liealgebren in 4.16 legt die Ver~
mutung nahe, daB &hnliche Ergebnisse flir beliebige Schleifenalgebren korrekt
sind. In diesem Fall reduzierte sich die Beschreibung der Konjugationsklassen
in den den Milnorgittern der einfach elliptischen oder Spitzensingularititen
zugeordneten IM-Liealgebren auf die Beschreibung des lokal~endlichen ad-

jungierten Quotienten der Kac-Moody-Liegruppe, die einem Quotienten des
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Milnorgitters zugeordnet ist (s. o.). Das Kapitel schlieSt mit einigen

offenen Fragen zur Strukturtheorie (4.17).

Kapitel 5 handelt von Gruppen zu Kac-Moody-Liealgebren, genauer zu ganzzah-
ligen Cartanschen Wurzelbasen. Die Darstellung der Konstruktion dieser
Gruppen schliefit sich eng an die von Tits gegebene Konstruktion an (vgl.
[Tit33'4]). Dabei haben wir versucht, so viel wie mdglich die als bekannt
vorausgesetzte Theorie der reduktiven Gruppen zu benutzen (5.7) oder die

der Lieschen Gruppen zu imitieren (5.2 - 5.5). Letzteres ist wesentlich da-
durch erm8glicht, daB wir nur in einer Charakteristik-Null-Situation arbei-
ten. Wir konstruieren also zundchst die sogenannten Standard-parabolischen
Untergruppen endlichen Typs und definieren die gesuchte Gruppe G als das
Amalgam dieses Systems (5.7, 5.8). Diese Gruppe G besitzt ein Titg-System,
dessen Standard-parabolische Untergruppen endlichen Typs gerade mit den oben
genannten Obereinstimmen, und das die theoretische Basis fir fast alle spi~
ter folgenden Untersuchungen ist. Die Existenz dieses Systems im Rahmen

der angegebenen Konstruktion folgt aus einem allgemeinen Satz von Tits

(vgl. [Tits3'4]). Unter Benutzung der Darstellungstheorie der zugeh&rigen
Liealgebra (5.10) und der von G (5.11) geben wir dafidr einen unabhingigen
Beweis (5.12), der wie frihere Arbeiten dem Schema von Chevalley und Stein-
berg folgt ([Chevalley], [Steinbergl]). U. a. mittels des Tits-Systems un-
tersuchen wir diverse Untergruppen von G (5.9) und beschreiben die Struk-

tur gewisser homogener RAume (5.13).

In Kapitel 6 referieren wir zun&chst Looijengas Theorie der holomorphen Ver-
vollsténdigung (oder der partiellen Kompaktifizierung) f{ir den Weylgruppen-—

orbitraum T/W eines Diskontinuit&tsgebietes T < T im maximalen Torus



von G (6.3, 6.4). Diese Theorie beruht auf einer geometrischen Analyse
des sogenannten Tits-Kegels (6.1, 6.2). Wir leiten hier auch einige Aussa-
gen ab, die sich, explizit wenigstens, nicht in der Literatur finden. Der
zweite Teil von Kapitel 6 konstruiert eine Zerlegung von G in konjuga-~
tionsinvariante Teile G(0) , die den Randkomponenten der Vervollst&ndi-
gung f’ /M von T /W entsprechen. Wesentlich ist dabei die Untersuchung
der Fixpunktmengen der Elemente von G auf dem Geb&ude von G , dessen
Eigenschaften in 6.6 und 6.7 beschrieben werden. Hauptresultat ist ein
"Homogenititssatz" von Looijenga (6.8, Theorem), der die Disjunktheit der
konstruierten Zerlegung impliziert. Dieser Satz wird hier zum ersten Mal
mit der Erlaubnis E. Looijengas verdffentlicht. Mit Hilfe der Darstellungs-
theorie konstruieren wir dann effektiv Elemente fOr jeden Teil dieser Zer-
legung, und wir formulieren eine vérmutung ber die darstellungstheoreti-

sche Interpretation der Zerlegung (6.9, 6.10).

Kapitel 7 untersucht die Konjugationsklassen und einen adjungierten Quotien-
ten fir Kac-Moody-Liegruppen G . Zunichst beschrinken wir uns dabei auf die
Teilmenge G(@) derjenigen Elemente von G , die in eine Boreluntergruppe

B konjugiert sind (7.1 - 7.5). Die proalgebraische Jordanzerlegqung auf B
induziert dann eine Jordanzerlegung auf diesem Teil der Gruppe (7.3), die
die Definition eines "partiellen" adjungierten qutienten Xe(p) ¢ G(P) > T/W
sowie die Analyse der Fasern dieser Abbildung ermSglicht (7.5). Wie im Pall
reduktiver Gruppen haben diese Fasern die Gestalt eineg assoziierten Bln-
dels, dessen Faser wiederum eine unipotente VarietiAt einer kleineren Gruppe
ist (7.4, 7.5). AuBerdem erlaubt die gesamte Familie G(#) + T/W eine "si-
multane Aufldsung” (7.6). Mittels der in Kapitel 6 konstruierten Partition

von G ist es nun mSglich, eine konjugationsinvariante Abbildung X : G+ T/w



von G auf eine mengentheoretische Vervollstindigung '%/W von T/W zu
definieren (7.7), die auf G(g) mit XG(¢) Obereinstimmt. Die Fasern
von Y Uber den Randkomponenten von ﬁ/w sind wvieder assoziierte Bfindel,
deren Faser selbst im wesentlichen das Produkt der unipotenten Varietit
einer kleineren Gruppe M*c G mit der speziellen Faser einer &hnlichen
Abbildung XM : M > 'f'M/WM fir eine andere Kac-Moody-Lieuntergruppe M < G
ist (7.9). Uberrjeder Randkomponente von /W gestattet Y eine "simul-
tane partielle Aufldsung”, die den unipotenten Anteil aufldst und den spe-
ziellen invariant 148t (7.10). Im letzten Abschnitt 7.11 diskutieren wir
offene Fragen, die sich um die analytisch-geometrische Interpretation der
Abbildung X , wenigstens Ober dem analytischen Teilraum ‘f/w von f/w '

drehen.

Kapitel 8 restmiert inwiefern uns die Resultate der letzten Kapitel dem
Ziel n&hergebracht haben, fir die semiuniversellen Deformationen der einfach
elliptischen und der Spitzensingularititen eine gruppentheoretische Konstruk-

tion zu liefern.

All denen, die durch ihre Anregungen, Bestlrkungen und offenen Ohren zum Ent-
stehen dieser Arbeit beigetragen haben, vor allem E. Brieskorn, E. Looijenga,
K. Saito und J. Tits, m3chte ich f£fir ihre Untersttzung und Hilfe herzlich

danken.

Mein Dank geht ebenfalls an Frau M. Barrbdn, die das Manuskript mit Geduld,
Sorgfalt und, trotz anwachsenden Zeitdrucks, mit zunehmender Begeisterung

fertiggestellt hat.

Bonn, MArz 1984
Peter Slodowy
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XVIiI

Einige Konventionen

Zur Vermeidung unnétiger Konfusionen wollen wir auf einige, mSglicherweise
von anderen Quellen abweichende Konventionen und Notationen hinweisen. Teil-

weise werden diese im laufenden Text nochmals explizit eingefthrt.

Das Komplement einer Teilmenge B in einer Menge A bezeichnen wir mit
A\B . Eine Liegruppe G heiBe einfach (in anderen Quellen gelegentlich pr&-
ziser, fast-einfach), wenn G keine echten Normalteiler positiver Dimen-
sion hat. Das Wurzelsystem einer Kac-Moody~Liealgebra bezeichnen wir mit

I , eine Basis einfacher Wurzeln mit A (in den meisten Referenzen wird
mit A und A mit I bezeichnet!). Diese Notation ist konform mit der in
der Arbeit [Slodowyz], aus der wir auch die Konventionen £{r assoziierte
Biindel {bernehmen (loc. cit. 3.7). Alle HOchstgewichtsmoduln werden ab
Kapitel 6 immer irreduzibel und zu dominantem h&chstem Gewicht sein (vgl.

5.10, 5.10).
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KAPITEL 1: SINGULARITATEN

1.1 Isolierte Singqularitidten

Unter einer isolierten Singularitdt verstehen wir einen komplex-analytischen

Raumkeim (X,x) der in x einen isolierten singuldren Punkt besitzt.

Einige der folgenden Begriffsbildungen werden fir solch allgemeine Raumkeime
sinnvoll sein, bei den Betrachtungen ilber Milnorfasern werden wir jedoch an-

nehmen missen, da8 (X,x) ein vollst&ndiger Durchschnitt ist, 4. h. daB

(X,x) isomorph zur Faser (f-l(o),o) eines flachen Morphismus
£ : (€0 + @0

ist. In den spdteren Anwendungen werden wir uns dann auf sehr spezielle norma-

le zweidimensionale Singularit&ten beschrénken.

1.2 Deformationen

Sei (X,x) eine isolierte Singularitit. Eine Deformation von (X,x) ist ein

Paar (¢,1) bestehend aus einem flachen Morphismus analytischer Raumkeime
¢ : (Y,y) + (U,u)

und einem Isomorphismus
£ o 3 0ty

von (X,x) auf die spezielle Faser (¢-1(u).y) . Der Raum (U,u) heiBit die

Basis und (Y,y) der Totalraum der Deformation (¢,1) .



Ein Isomorphismus & : (¢,i) * (¢',i') zweier Deformationen

¢ : (Y,y) * (U,u)

¢' = (X', ¥y') =+ (U,u)
von (X,x) tdber (U,u) besteht aus einem Isomorphismus
$ : (Y,y) > (¥',¥") ’
der das folgende Diagramm kommutativ macht
(X,x)

(Y,y) > (Y'IY') .

o~ L

(U,u)

Ist ¢ : (Y,y) * (U,u) eine Deformation von (X,x) und o : (T,t) * (U,u)

ein Morphismus, so ist das Faserprodukt

(Y,y) X(U,u) (T,t)

wieder flach tber (T,t) und definiert eine offensichtliche, die durch o

aus ¢ induzierte Deformation von (X,x) :

(X,x) (X,x)
I I

- ] [

(T, t) —>  (U,u)

(Y,y) %




Konvention: Der Kiirze halber werden wir im folgenden die Immersion
i: (X,x)=* (Y,y) nicht mehr gesondert in der Notation flr Deformationen mit-

fihren. Entsprechend identifizieren wir die Punkte x und y .

Eine pDeformation ¢ : (Y¥,x) - (U,u) von (X,x) heiBt versell falls jede an-
dere Deformation ¢' : (Y',x) + (T,t) von (X,x) isomorph zu einer induzier-

ten Deformation o*(¢) : (¥,x) X (T,t) *> (T,t) ist beziliglich eines ge-

(U, )

eigneten Basiswechsels a : (T,t) *= (U,u) . Sie heiBt semiuniversell, wenn zu~-

dem das Differential von o im Punkt ¢t € T eindeutig bestimmt ist. Semiuni-
verselle Deformationen sind bis auf Isomorphie (der Basis und der Deformation)
eindeutig bestimmt und existieren fir isolierte Singularitdten (DGrauert],

[Kas-Schlessinger], Erjurinal]).

1.3 Deformationen vollstindiger Durchéchnitte

Ist (X,x) ein vollstdndiger Durchschnitt mit isolierter Singularitdt, gegeben
als Faser (f-l(O).O) eines flachen Morphismus £ : (m“,O) > (Ek,O) s So 1last

sich eine semiuniverselle Deformation von (X,x) leicht explizit angeben.

Sei G?cn o (bazw. Q?x 0 ) die lokale Algebra der Keime holomorpher Funktionen
) ’ ’

auf €' (bzw. X ) im Punkte O . Dann induziert das Differential
S
pf : e + £t

nach Restriktion dber X und Ubergang zu den Schnitten eine G&'o-lineare
’

Abbildung

n k
Df = Oy o * Ugo

deren Kokern Tl(f) wegen der Isoliertheit der Singularititen von X ein

endlichdimensionaler €-Vektorraum ist. Seien S}.....S; die Elemente einer



k

T-Basis von Tl(f) und bl""'bt ihre Liftungen nach (@ )" . Sei

» . €n,0
(¥,0) ¢ (€” x ET,O) definiert als Faser F-I(O) der Abbildung

F : T XC + €
T
Flx,u) = £(x) + ) ub (x)
i=1
und sei ¢ : (Y,0) + (ET,O) die Einschrdnkung der zweiten Projektion auf

(Y,0). Dann identifiziert sich (¢ 1(0),0) mit (£ 1(0),0) = (X,0) und ¢

realisiert eine semiuniverselle Deformation von (X,0) (vgl. 1.2, loc. cit.).

Beipiel: Sei (X,0) die Hyperflache (£ (0),0) € (€,0) gegeben durch die

quadratische Form

2
f(zl,....zn) = z1 +oo.t+ 2Z .

Dann heiBt (X,0) ein gewShnlicher Doppelpunkt der Dimension n-1 , oder auch

eine Singularitdt vom Typ A (falls n = 3 4ist). Der Raum Tl(f) berechnet

1

sich als

= C ’

CQCn,ofﬁf,zl,...,zn>

und die semiuniverselle Deformation von (xo,O) wird durch

¢ = £ : (£8,0) + (€,0) gegeben.

1.4 Die Diskriminante

Im folgenden sei (X,x) eine isolierte Singularitit, reduziert und reindimen-
sional von der Dimension 4 . Sei ¢ : (¥,x) > (U,u) eine Deformation von

(X,x) und (C,x) ¢ (Y,x) die kritische Menge von ¢ , 4. h.

c = {yey|¢ ist nicht glatt in y} .



bas Bild (D,u) = ($(C),u) der kritischen Menge in U heiBt die Diskriminan-

te von ¢ .

Eine geeignete, d. h. mit Basiswechsel vertr&gliche, analytische Struktur auf
D erhdlt man folgendermaBen (fiir Details und Erlduterungen vergleiche man

[Teissier] § 1,2):

1
Sei QYIU

Der Quotient

die Ga;:be der relativen Differentiale auf Y und 4 = dim(X,0)

1
@Y/deylu)

von (QY nach der d-ten Fittingidealgarbe hat als Tr&ger C und definiert eine
analytische Struktur (C, Uc) auf C . Wegen der Isoliertheit der Singulariti-
ten von X ist die Einschrinkung von ¢ auf C endlich, und ¢ X (Qc ist des-
halb eine koh3rente Garbe auf U . Die Strukturgarbe OD auf D ist nun als
Quotient

0 y/%, (6, O

von (’)U nach der ersten Fittingidealgarbe von ¢ *(9

c gegeben.

Im wesentlichen interessiert uns spiter der Fall, da8 ¢ : (Y,x) + (U,u) die
semiuniverselle Deformation eines volist&ndigen Durchschnitts (X,0) = (f-l(o) +0)

ist. Es gelten dann die folgenden Aussagen (vgl. ['reils:l.er] . [Vohmann]) t

Der Basisraum U ist glatt von der Dimension T = dim Tl(f) . Die kritische
Menge C ist normal, D ist eine reduzierte irreduzible HyperfllAche in U , und

die Einschra&nkung
¢|C : C + D

ist die Normalisierung von D .



Die Diskriminantenvarietdt D c U in der Basis U einer semiuniversellen De-
formation enthdlt zahlreiche Informationen dber die urspriingliche Singularitat
{X,x) und die Singularitdten der Nachbarfasern ¢-1(u') s u' € U . Auf einer

aligemeinen Ebene hat man die folgenden Aussagen:

Nach einem Resultat von Wirthmiiller ([Wirthmﬁller]) bestimmt die analytische
Struktur von D die von X . Praziser gilt: Sind (X,x) und (X',x') iso-
lierte Singularitéiten vollstindiger Durchschnitte, und sind die Diskriminanten
{D,u) und@ (D',u') ihrer semiuniversellen Deformation isomorph, so auch (X,x)
und (X',x') falls dim X = dim X' gilt. Im Fall dim X # dim X' folgt, da8
beide Singularititen Hyperfl&dchen sind und durch "stabil-dquivalente" Funktions-

keime

£ : (€*,00 + (€,0)
und

fl

@' ,00 + (2,0

definiert werden kdnnen ("stabil-~&quivalent” bedeutet im Fall n < n' , daB in

geeigneten Koordinaten

2 2
s =
£ (zl,...,zn,) f(zl,...,zn) + zn+1+...+zn,

gilt).
Betreffend der Nachbarfasern hat man das Resultat (ber die "Offenheit der Ver-

salitat” (vgl. [Teissier] fiir den Fall vollstndiger Durchschnitte und [Pourcin]

fir den allgemeinen Fall):

Sei ¢ : Y+ U ein geniigend kleiner Reprisentant einer versellen Deformation

(Y,y) + (U,u) von (X,x) . In einer Faser ¢-1(u') , ' € U treten dann



héchsten endlich viele singullre Punkte XysooorXy auf. Sei

-1 . -
(xi'xi) = (¢ (u )lxi) r i l'ooopk r

¢ . (%) + (Uu) , i=1,...k

die zugehSrige semiuniverselle Deformation. Dann ist die Einschrinkung

k

¢ = I l (Y'xi) + (U,u")
i=1
k .
von ¢ auf den Multikeim l l (Y,xi) eine verselle Deformation dieses Multi-
i=1

keims, 4. h. fiir ein geeignetes 1 € IN gibt es Isomorphismen a und B , die

das folgende Diagramm kommutativ machen

k k
i=1 i=1
¢ p(¢)

k
wu) —B @ x [ w e
i=1

dabei ist far VEC  , y € Y,

p(¢)(V1Y) b (Vpulp---,ui_lyy,ui+1,...,uk) .

Insbesondere ergibt sich daraus, daB die Diskriminante (D,u') im Punkte u'
isomorph zum Produkt
1 k
(€”,0) x l ' (D, ,u,)
s §
img
eines trivialen Paktors mit den Diskriminanten (Di'“i) der Deformationen ¢1

ist.



Fiir den Fall, da8 ¢ : (Y,x) * (U,u) die semiuniverselle Deformation eines
vollstandigen Durchschnitts (X,x) 4ist, ermdglichen die obigen Resultate
die Rekonstruktion der Singularitidten der Fasern ¢_1(u') , ' € U, aus der
lokalen Struktur der Diskriminante in u' . Als einfachen Fall erwdhnen wir
den eines reguldren Punktes u'¢€ D € U der Diskriminante. Solche Punkte
sind dadurch charakterisiert, daB8 die zugehérige Faser ¢_1(u') genau einen
singuldren Punkt, n&mlich einen gewShnlichen Doppelpunkt, besitzt (vgl.

[Teissier], [VOhmannJ fir weitere derartige Beschreibungen).

AuBerhalb des Bereichs der vollstindigen Durchschnitte findet man analoge Ver-
hiltnisse fir die Diskriminante nur in einigen Randf&llen (z. B. fir einfach
elliptische oder Spitzensingularititen vom Grad 5, vgl. 1.16, 1.17). Im all-
gemeinen brauchen die Basisrdume U weder glatt, noch reduziert, noch irre~
duzibel, und die Diskriminanten nicht unbedingt Hyperfl&ichen zu sein. Aus die-
sen Griinden sind die im folgenden zu erdrternden Begriffe und Strukturen bis-
her auch nur fir den Fall vollsténdiger Durchschnitte systematisch entwickelt

worden.

1.5 Die Milnorfaserung

Sei (X,x) die isolierte Singularitit eines vollstindigen Durchschnittes der
Dimension 4@ und ¢ : (cn,O) hd (ck,O) die sem;gniverselle Deformation von
(X,x) . Nach Ubergang zu einem Repr&sentanten von ¢ und Einschr&nkung auf
genligend kleine offene Umgebungen Y wvon O in ¢ und U von O in m&

induziert ¢ ein differenzierbares Faserbindel

wobei U*= I\D das Komplement der Diskriminante in U und y¥*= ¢~l(u%



ist. Die typische Faser F dieses Bindles hat den Homotopietyp eines Buketts

von U Sphiren S9 der reellen Dimension d = n-k :

F v de...\ISd .

Die Faser F heift die Milnorfaser und U die Milnorzahl von (X,x) .
(Sie sind unabhingig von den getroffenen Auswahlen, fiir Details vgl. [Milnor] '

[Hamm] )

Fir die reduzierte Homologlie von F ergibt sich somit

Hi(F,Z) = .

Da wir in dieser Arbeit niemals den Fall 4 = O betrachten werden, nehmen
wir der einfacheren Bezeichnungen wegen d > O im folgenden an. Insbesondere

gilt dann
Ed(F,Z) = Hy(F,Z) .

(Andererseits bleiben die Aussagen betreffend Hd(F,Z) auch im Fall d =0

giltig, sofern man dann HO(F,Z) als die reduzierte Homologie interpretiert.)

Da die reelle Dimension von F gleich -2d ist, liefert die Poincaré&dualitat

einen Isomorphismus
P : Hy(F,Z) e H‘:(F,z) .
Mittels der natirlichen Abbildung
v : 8@z 5 oatra = g rz*

erhalten wir dann eine Bilinearform
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<., > : H/(F,Z) X Hy(F,Z) > Z
<h,h'> = (voe p(h))(h') .

Diese Form ist symmetrisch fir gerades d und antisymmetrisch fdr ungerades

d . (Da F nicht kompakt ist (d > 0) , kann diese Form entartet sein.)

Wir nennen H = (Hd(F,Z), < , >) das Milnorgitter von (X,x) .

Die Familie der Gruppen ad(qfl (0) ,Z) , u € U®, bildet ein lokales System
iber dem zusammenhingenden Raum U¥ . Nach Wahl eines Basispunktes u, € u*
und Identifikation von F mit ¢-1 {u o) erhalten wir die zugehdrige Monodro-

miedarstellung
L (U*,u) + Aut (H)
1 o

der Fundamentalgruppe von u¥*. pas Bild wWc Aut(H) dieser Darstellung

heiBt die (algebraische) Monodromiegruppe von (X,x) .

Sei LC ck eine komplexe Gerade durch den Nullpunkt O € Ek , die nicht im
Tangentialkegel der Diskriminantenhyperfldche D in O 1liege. Fir genigend
kleines U schneidet dann L n U die Diskriminante nur im Punkt O . Der

positive Umlauf um O in L N U induziert daher ein bis auf Konjugation be-
stimmtes Element von 1r1 (U ,uo) und somit die W-Konjugationsklasse C eines
Elementes ¢ € W . Diese Klasse C hingt nicht ab von den bisher getroffenen

Auswahlen und heifit die queterklasse von (X,x) . Jedes Element in C heiBit

Coxeterelement.

In den folgenden Abschnitten werden wir genauer auf die Bestimmungen der In-

varianten H , W , C von (X,x) eingehen. Details dazu findet man in den
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Arbeiten [Husein-Zade], [Lamotke], [Lé], [ﬂooijengas], [Brieskorns],

[Brieskorn7], [Brieskorna].

Bemerkung: Bis zum Augenblick dieser Niederschrift ist kein Beispiel zweier
topologischer nichtdquivalenter (Hyperfldchen-) Singularit3ten bekannt, fir
die alle Invarianten H , W , C Ubereinstimmen. Dagegen gibt es Beispiele
nichtiquivalenter Singularitdten mit gleichem Gitter H (aber verschiedenem
W und C , vgl. [Brieskorn7]) und Beispiele mit gleichem Gitter H , glei-

cher Gruppe W (aber verschiedenen Klassen C , vgl. [Ebelingll, [Ebelinqz]).

Alle Invarianten des Gitters H s8ind insbesondere Invarianten der Singulari-
tit, so z. B. die Signatur (u_,uo,u+) der Schnittform, wobei u_ (bzw. Uy

bzw. H, ) die Zahl der negativen (bzw. Null-, bzw. positiven) Eigenwerte

einer reellen Diagonalisierung bezeichnet.

1.6 Gewdhnliche Doppelpunkte

In diesem Abschnitt wollen wir die Milnorfaserung fir einen gewdhnlichen Dop-

pelpunkt (X,0) ,

+z +...4+2

+1| zz 2 2
o1 d

x = {zed? = o} -

der Dimension d genauer betrachten. Dieser Fall dient als Baustein in der

Untersuchung komplizierterer Singularitlten.

Die semiuniverselle Deformation von (X,0) besitzt den "globalen" Reprisen-

tanten
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der ein Faserbiindel
*hx » e\lo}

induziert, welches zu jeder "lokalen" Milnorfaserung topologisch iquivalent
ist. Sefi € € R , € > O . Dann ist xe = ¢-1(e) homotopiedquivalent zur

reellen d-Sphdre

x n®* =[x e r? x‘2)+...+x2

e a=ch -

Die Gruppe H = H d(xs,Z) wird von der Klasse h dieser Sphire (versehen

mit einer Orientierung) erzeugt

H = Z*h .

Das Normalenbilndel von xe n Rd+1 in X e identifiziert sich mit dem Kotan-

gentialbindel der Sphdre. Beziglich der komplexen Orientierung auf xe er-

halt man so die folgende Selbstschnittzahl

2 o
o - 1
<h,h> = -2 falls n = 2 mod 4 .
(o] 3
Als Monodromiegruppe W € Aut(H) ergibt sich
z/22 gerade
W = falls n .
1 ungerade

Beim Ubergang € + 0 wird die Sphire X n mdﬂ

vom Radius V€ zunehmend
kleiner bis sie in den singulidren Punkt O € xo = X verschwindet. Daher

heift die Klasse h € H auch ein in den Doppelpunkt O € X verschwindender

Zykel. Bis auf Orientierung (Vorzeichen) ist dieser Zykel eindeutig als Er-

zeuger von H bestimmt.
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In den folgenden Abschnitten werden wir beschreiben, wie sich das Milnorgitter

eines vollsti&ndigen Durchschnitts aus solchen Zykeln aufbauen 148t.

1.7 Verschwindende Zykeln und Picard-Lefschetz-Formeln

Sei nun (X,x) isolierte Singularitdt eines wvollstdndigen Durchschnitts der
Dimension 4 (4> 0, vgl. 1.5) und ¢ : (€%,0) + (€X,0) ihre semiuniverselle
Deformation. Mit ¢ bezeichnen wir einen fiir die folgenden 2wecke jeweils ge-
nigend klein zu wihlenden Reprd@sentaten Y + U von ¢ mit lokaler Milnorfa-
serung 45* : Y* + u* . Wir wihlen einen Basispunkt u € U¥ und identifizieren
die Milnorfaser F mit ¢ (u) . Sei y : [0,1] » U ein Weg mit Y([0,1)) c U
Y(©) =u, und Y(1) = v ein reguldrer Punkt der Diskriminante D c U . Die
Faser Y1 = ¢-1 (v) besitzt also einen einzigen singuldren Punkt y € Yl , vom
Typ A1 , und ist Deformationsretrakt von YY = ¢-1 (Y([O,l])) . Wir haben da-

her einen Isomorphismus

Bd(YY'z) *> Hd(Yl'Z) .

Andererseits ist Y: = YY\ Y, =¥ Y n Y¥ ein triviales Faserbiindel dber

‘Y([Q,l)) . Wir erhalten somit Isomorphismen

. |
Hy(F,Z) = By(Y},z) = Hy(¥,,m)

fir alle Fasern Yt - ¢-1(Y(t)) , L € [0,1) . Fir eine geniigend kleine Kugel

B um y€Y, und t nahe genugbei 1 , t ¥ 1 , gilt nach 1.6

1

Hd(Ytn B,Z) = ZhY ’

wobei hY ein in den Doppelpunkt y verschwindender 2Zykel ist. Diese Homolo-

giegruppe injeziert sich in das Milnorgitter

*

’
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= Cnp =
th Hd(Yt N B,Z) Hd(Yt'z) H

und identifiziert sich mit dem Kern der durch die Inklusion Y;' > YY indu-

zierten Abbildung

~ #* =
H = Hd(YY'Z) e Hd(YY'Z) Hd(YI'Z) .

Bemerkung und Definition: Obwohl strikt genommen alle Klassen h € H des

Milnorgitters beim Ubergang
Hd(FrZ) d Hd(er) = Hd(xlz) = 0

in die Singularitdt x € X verschwinden, reservieren wir den Namen verschwin-
dende Zykeln von jetzt ab fir diejenigen h € H , die die Form hY fir einen

Weg wie oben haben.

Die Menge aller verschwindenden Zykel in H bildet eine Invariante der Sin-
gularitit, die i. a. stirker als das Milnorgitter ist (vgl. hierzu [Brieskorn.’] '
[Brieskorne]). Bis auf den Fall, daB (X,x) ein gewdhnlicher Doppelpunkt un-
gerader Dimension ist, bildet die Menge aller verschwindenden Zykel einen Orbit

unter der Aktion der Monodromiegruppe W .

Jedem Weg Y wie oben wollen wir wie folgt ein Element OY € Trl(U*,u) zu-
ordnen. Da v = Y(1) ein regulfirer Punkt von D ist, gibt es eine kleine ab-
geschlossene Umgebung V von v in U ¢ in der das Paar (V,Vv n D) die Ge-
stalt ((VAD) X E,(VA D) X 0) annimmt, wobel E = {z € €| |z| < 1} eine
komplexe Kreisscheibe ist. Wir definieren nun OY durch die Schleife, die von
u aus mittels Yy auf einen Randpunkt, o. B. 4. A. (v,1) € (VN D) X 3E ,

von V trifft, dann den Kreis {v} x 3E positiv durchliuft, und mittels Y-l
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wieder nach u zurlckfihrt.

Wir nennen diese Schleife als auch ihre Klasse UY € "1 (U*,u) eine einfache

Schleife zu Yy .

Die GY entsprechende Monodromietransformation sY € W operiert dann gemif

der Picard-lLefschetz-Formel:

h - <h,h >
s, (h) = { hY hY falls |

Y
h + <h'hY>hY

0'1
mod 4 .

2,3

Ist 4 gerade, so impliziert diese Formel wegen <hy'hy> = *2 , da8 sY als

orthogonale Spiegelung an h

v operiert. Ist d ungerade, so ist sY eine

symplektische Transvektion.

1.8 Geometrische Basen

Wir betrachten die gleiche Situation wie in 1.7. Es sei m die Multiplizitit
der Diskriminante (D,0) C (mk,O) . Sei L c.ck eine "generische" Gerade
durch den Nullpunkt O € €° , d. h. L 1liegt nicht im Tangentialkegel der
Diskriminante D und trifft D nur in O ( U genlgend klein). Fir ein

geeignetes, genigend kleines a € Gk trifft die Parallelverschiebung
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l:.a = L + a die Diskriminante in m verschiedenen requldren Punkten

vl,...,vln € Dc U, und wir kdnnen annehmen, daB vl,...,vm im Inneren einer

abgeschlossenen Kreisscheibe E < La N U liegen.

Sei u € dE ein festgewdhlter Punkt. Ein System von stetigen Wegen Yg v

i=1,...,m
Yy ¢ [0,1] > EcCU
heifit geometrisch mit Basispunkt u falls die folgenden Bedingungen erfidllt
sind
£ vy ©@=u, v,)=v, , vi(fo,1))cEn u* .
ii) Yi ist injektiv.
i11) Bild y; NBLA Y, = {u} far 1 #3.

iv) Fir Jj > i verlaBt der Weg Yj den Punkt u im Uhrzeigersinn spiter

als der Weg Yy -



1-17

Wir wdhlen nun ein geometrisches System von Wegen Yi s 1=1,...,m , und
identifizieren die Milnorfaser F mit ¢'1(u) . Si F'= ¢'1 (L) und

hi.e H ein langs des Weges Yi verschwindender Zykel (i.e. hi = thY
i
vgl. 1.7). Mit &hnlichen Methoden wie in [brieskornS], App. (vgl. auch

[Looijengae]) erhdlt man dann eine exakte Sequenz

m
o+u, (F,z) >P zh +ru+r0 .

i=1

Die Gruppe Hd+1(F',Z) hat dabei die folgende Interpretation. Ist

™ -»> - eine Pro tion gs der Geraden un

> ! et jektion langs d den L und
Yy=m7od: (c™,0) » (¢k~1,0) , SO is£ F' eine Milnorfaser der isolierten

Singularitit (X',0) = (w_l(O),O) . Der Rang H' wvon H (F',Z) ist also

a+1
die Milnorzahl von (X',0) . Die Singularitat (X,0) ist eine Hyperfliche

genau dann, wenn (X',0) glatt, also U' = O ist. In diesem Fall ist dann
m
@zni + H

i=1

ein Isomorphismus.
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Ein wie im voraufgehenden gewonnenes Erzeugendensystem (hl' oo ,hm) des
Milnorgitters H heiBt geometrisch. Ist (X,0) eine Hyperfliche, so nennen

wir ein geometrisches Erzeugendensystem auch eine geometrische Basis von H

(ausgzeichnet im Sinne von [Husein-Zade] ’ [Gabrielov] ).

Die Bedeutung eines geometrischen Erzeugendensystems (hl' e 'hm) von H
liegt darin, daB sich damit die Monodromiegruppe W und die Coxeterklasse

C &€ W bestimmen lassen:

Die Einbettung E n u¥* -+ u¥* iridnziert n3mlich einen Epimorphismus der Funda-

mentalgruppen
1r1(En w™t,u) -+ Trl(U*.u) - 1 ’

und die erste Gruppe wird von den einfachen Schleifen 0 Yi zu den Wegen Y i
erzeugt (o.B.b.A. mdgen diese Schleifen in E n u* liegen). Daher wird die
Monodromiegruppe von den diesen Schleifen entsprechenden Monodromietransfor-
mationen s i € Aut(H) erzeugt. Die Picard-Lefschetz-Formeln beschreiben nun
die Aktion der s i Ein Coxeterelement c € C € W 14Bt sich realisieren
als Monodromie des positiven Umlaufs um den Rand 09E der Kreisscheibe E .

Dieser ist homotop zu der Komposition der einfachen Schleifen

(Erst Durchlaufen von GY , dann von 0‘Y 1+ ). Die zugehSrige Monodromie-
n m=-1

transformation ist
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Anhang: Ist (X,0) keine Hyperfliche, so ist die surjektive Abbildung
a m v
B = P zh > H
i=1
nicht injektiv. Wie K. Saito im Rahmen seiner Theorie der erweiterten affinen
Wurzelsysteme und am Beispiel der einfach elliptischen DS—SingularitAt ge-

zeigt hat, ist es sinnvoll, das PrA-Milnorgitter H mit der Bilinearform

<h,h'>ﬁ = <v(h).v(h')>H

zu betrachten ([Saito3]). Mittels des formalen Analogons der Picard-Lefschetz-

Formel 13Bt sich jedem Basisvektor hi € 8 eine Transformation 31 € Aut(ﬁ)

zuordnen. Die von diesen Transformationen erzeugte Gruppe
W o= <5,....8>

heiBe die Pr&-Monodromiegruppe, und die Konjugationsklasse in # des Elementes

die Pra-Coxeterklasse, ¢ selbst ein Pri-Coxeterelement (diese Benennung stammt

von K. Saito). Obwohl es bisher keine unmittelbare geometrische Interpretation
~

von i v ﬁ und C gibt, folgt mit dem nichsten Abschnitt, daB es sich dabei

dennoch um Invarianten der Singularitit (X,0) handelt (dies wurde zuerst von

E. Brieskorn bemerkt).

1.9 Xquivalenz von Basen

Die Konstruktion eines geometrischen Erzeugendensystems (hl""'hm) von H
hingt von verschiedenen Auswahlen ab, wie der von L , L, »u, den Wegen Yy

und den Zykeln hY . In diesem Abschnitt betrachten wir daher Operationen auf
i
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der Menge m-Tupel verschwindender Zykeln in H , die verschiedene Erzeugen-
densysteme ineinander tberfiihren. Diese Operationen werden von vier Klassen

fundamentaler Transformationen erzeugt.
i) "Orientierungswechsel”:

T (hl""'hm) = (hl""'h

3 go1rByeBypg e o)

j=1,...,m .
ii) "Monodromietransformationen":
w(hl""'hm) = (w(hl),...,w(hm))
wWEW .
iii) “Zopftransformationen":
Lj(hl,...,hm) = (hl""'hj-l'sj(hj+1)’hj'hj+2""’hm)
j=1,...,m-’1 .

(Hierbei bezeichnet s die durch die Picard-Lefschetz~-Formel definierte

3

von hj abhingige Transformation h® h % (h,hj>hj .)

iv) "Permutationen":

Ohyse.cihy) Mg (1yre- s o (my’

g€ ESm (symmetrische Gruppe) .

Alle diese Operationen erhalten die Eigenschaft eines m-Tupels (hl””'hm)
ein Erzeugendensystem (bzw. eine Basis) von H 2u sein. Auch die von den fun-

damentalen Transformationen ﬂ:h*ht<mmmi,i=hu”m,m Aut (H)
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erzeugte Gruppe ist bis auf W-Konjugation invariant (uns interessiert ohne-
hin nur der Fall, in dem sie gleich W ist). Jedoch erhalten nur die Opera-

tionen der Klassen i), ii), iii) die W-Konjugationsklasse des Elementes

Wie die Beispiele von Ebeling zeigen, kdnnen Operationen der Klasse iv) die

Konjugationsklasse von ¢ verandern (vgl. [Ebelingl]).

Bemerkung: Analoge Aussagen erhdlt man auch fir die im letzten Abschnitt 1.9,

Anhang, eingefihrten Pr&-Objekte H ’ W ' ¢ .

Wir nennen zwei Erzeugendensysteme (hl,...,hm) und (hi,...h&) von ver-
schwindenden 2Zykeln in H geometrisch (bzw. schwach) &quivalent, wenn sie
sich durch Iteration von Operationen der Klassen i), ii) und iii) (bzw. i),

ii), 1iii) und iv)) ineinander {berfiihren lassen.

Diese Begriffbildung ist motiviert durch die Tatsache, daB zwei verschiedene
geometrische Erzeugendensysteme geometrisch dquivalent sind und jedes Erzeu-
gendensystem, das geometrisch &quivalent zu einem geometrischen System ist,
selbst geometrisch ist. wWahrend die Operationen der Klasse i) die verschiede-
nen mdglichen Orientiérungen der verschwindenden Zykel ineinander dberfihren,
und die Operationen der Klasse ii) die Unbestimmtheit des Basispunktes u € U¥
der Fundamentalgruppe wl(U*,u) ausgleichen, dienen die Operationen der
Klasse iii) dazu, die Varianz eines geometrischen Erzeugendensystems bezlglich
der mSglichen Knderungen des zugrundegelegten geometrischen Wegesystems aus-
zudricken. Ist nimlich in der in 1.8 beschriebenen Situation (hl""'hm) ein

System von lings den Wegen YyreeerYy verschwindenden 2Zykeln, so bildet

Cj(hl,...,hm) = (hl'""hj-l'sj(hj+1)'hj'hj+2""'hm)
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ein System von ldngs den Wegen Yi,...,YA verschwindenden Zykeln, wobei

Y T Yy

und Y% ein zum Weg (o_ )~

.Y homotoper Weg wie in der folgenden
Yy I+

Skizze ist:

Die gerade beschriebenen, Cj entsprechenden Wegetransformationen erzeugen
eine Zopfgruppe zm zZza m Stringen, und man sieht leicht, daB zwei verschie-
dene geometrische Wegesysteme (Yi""'Ym) und (Yi,...,Y&) gerade einen
Zopf aus zm definieren, der sie ineinander {berfiihrt (fir Details wvgl.

[Husein-zade]) .

In spiteren Anwendungen werden wir eine Abschwlchung des Beqriffs des geome-
trischen Erzeugendensystems benutzen. Wir nennen ein Erzeugendensystem

(hl"“'hm) von H kombinatorisch oder schwach ausgezeichnet, wenn es

schwach &quivalent zu einem geometrischen Erzeugendensystem ist.
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Bemerkungen: 1) Diese Definition eines schwach ausgezeichneten Erzeugenden-
systems ist a priori etwas enger als die von Gabrielov und Husein-Zade gege-
bene Definition (vgl. [Husein—Zade]). Diese Autoren vermuten jedoch, daB bei-
de Definitionen Ubereinstimmen, 4. h. da8 alle schwach ausgezeichneten Erzeu-

gendensysteme im Sinne von [Husein—Zade] zueinander schwach &quivalent sind.

2) Da wir uns spiter ausschlieBlich mit zweidimensionalen Singularitdten be-
schiftigen werden, merken wir noch an, daB die Gruppe der schwachen Kquiva-
lenzen, d. h. der von den Operationen aller Klassen i), ii), iii), iv) er-
zeugten Transformationen, im Fall d = dim(X,0) gerade schon von den Permu-

tationen (Klasse iv)) und den folgenden Operationen erzeugt wird
v) ;ij(hll--.'hm) = (hl'...'hj-I'si(hj)'hj"'l"“'hm)

i'j = 1,...'m .

1.10 Schnittdiagramme

Sei (X,0) 1isolierte Singularitdt eines vollstiandigen Durchschnitts der Di-
mension d . Wir nehmen jetzt d gerade an. Beziiglich eines geometrischen
oder schwach ausgezeichneten Erzeugendensystems (hl""'hm) des Milnorgit-

ters H bilden wir die Schnittmatrix C = ((cij))i’jnl,.,,,m

c

ij = <hi'h >

3

der jetzt symmetrischen Schnittform < , > . Die Information dieser Matrix

wird dblicherweise in einem Schnittdiagramm kodiert. Die Ecken dieses Dia-

gramms entsprechen den Elementen hi , i=1,...,m , und zwel verschiedene

Ecken- h, und h

i j werden mit ‘<hi'hj>| Kanten verbunden, die im Fall

<hi'h > < 0 unterbrochen gezeichnet werden:

3
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Beispiele:

<hi,hj> Schnittdiagramm
1 L ]
-1 .2
2 L J
-2 i 3

/2

Wegen <<hi,hi> =2 (—1)d erhdlt man die Schnittmatrix unmittelbar aus

dem Schnittdiagramm zurick.

Ist (hl""'hm) ein geometrisches Erzeugendensystem, so werden die Ecken des

Schnittdiagramms mit der gleichen Numerierung versehen wie die Elemente h1 .

Wir sprechen dann auch von einem geometrischen Schnittdiagramm. Ist dagegen

(hl""'hm) nur schwach ausgezeichnet, so enthdlt die Numerierung der Ecken
keine eigentliche Information dber (X,0) und kann daher entfallen. Wir spre-

chen in diesem Fall auch von einem schwach ausgezeichneten Schnittdiagramm.

Man kann zeigen, daB jedes schwach ausgezeichnete Schnittdiagramm zusammen-

hingend ist (vgl. [Husein—Zade], [Looijenqaa]).

Bemerkungen: 1) Ist d ungerade, so kann man auf 3hnliche Weise Schnittdia-
gramme definieren. Wegen der Antisymmetrie der Schnittform sind jetzt aber die

> = -<h 'hi> = 1 entspricht i J .

Kanten zu orientieren, z. B. <hi’hj 5 N

2) 1Ist (X,0) eine Hyperfliche, so gilt m = U , und die Schnittmatrix ¢ ,
oder das zu ihr &quivalente Schnittdiagramm, bestimmt das Milnorgitter H und
die Monodromiegruppe W € Aut(H) , sowie die Coxeterklasse Cc W , falls die

Ausgangsbasis geometrisch ist. Ist dagegen (X,0) keine Hyperflache, so gelten
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diese Aussagen nur fir die Pr&-Objekte H,# und C . Zur Kenntnis von

H, W und C bendtigt man noch zus&tzliche Information dber die linearen Re-
lationen der hi » 1 =1,...,m, in H . In Saito's Theorie der erweiterten
affinen Wurzelsysteme werden solche Relationen mittels der Klasse Ce W aus-

gedrickt ([Saito3]). Es ist nicht klar, ob sich dies verallgemeinern 148t.

Wir haben nun einer Sigularitdt (X,0) 2zwei Klassen von Schnittdiagrammen
zugeordnet, namlich die geometrischen und schwach ausgezeichneten Diagramme.
Mittels der in 1.9 beschriebenen Transformationen lassen sich die Diagramme
jeweils einer Klasse ineinander Gberfihren. In vielen Fillen (vgl. 1.13, 1.16,
1.17, 1.18) hat sich ein spezielles Diagramm als besonders charakteristisch
fir die Singularitdt erwiesen (einer der Griinde dafilr ist die "Nidhe" zu einem
Coxeter-Dynkin-Diagramm, vgl. auch 4.12, Korollar). Ob es im allgemeinen Fall

auch solche "optimalen" Diagramme gibt, ist allerdings fraglich.

1.11 Aufldsungsgraphen

Sei nun (X,x) eine normale zweidimensionale Singularit&t, nicht notwendiger-
weise ein vollstindiger Durchschnitt. Dann kdnnen wir (X,x) ein natirli-

ches Diagramm zuordnen, den dualen Graph einer minimalen guten Aufldsung von
(X,x) . Bis auf den Fall der einfachen Singularititen (vgl. 1.13) wird dieses
Diagramm allerdings keine unmittelbare Beziehung zu den ber die Milnorfaserung

gewonnenen Schnittdiagrammen (vgl. 1.10) haben.

Sei w : (i,w-l(x)) + (X,x) eine Aufldsung der Singularitdt x ¢ X . Dann ist

die reduzierte Ausnahmefaser w_l(x) eine Vereinigung kompakter irreduzibler

T (x) = E1 V ceo U Er .
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Die Auflésung T heiBt gut, falls die folgenden Bedingungen erfdllt sind:

i) Jede Komponente E ist nichtsingulér.

i

ii) Zwel verschiedene Komponenten Ei , E, ., 1 #3 , schneiden sich,

3

wenn Uberhaupt, transversal.

iii) Der Durchschnitt dreier verschiedener Komponenten ist leer
EinEjr\Ek=¢ ' i#3#Fk#FLi .

Zusdtzlich heift ® mninimal, wenn jede andere gute Aufldsung 7' : X'+ x

tber i faktorisiert

X'———~————~9 X

N/

Minimale gute Aufldsungen existieren und sind bis auf Isomorphie eindeutig

bestimmt (vgl. [Lauferll, Th. 5.12).

Der duale Graph der minimalen guten Aufldsung 7 wvon (X,x) ist nun wie
folgt gegeben: Jeder Komponente Ei ist ein Eckpunkt zugeordnet, der mit dem

Geschlecht gy von E, und der Selbstschnittzahl e, = <Ei'E > von E, in

i i i i

X versehen wird

E?J

€

Schneiden sich zwei verschiedene Komponenten Ei v Ej » 8o werden die zugehd-

rigen Eckpunkte <Ei'E >-mal verbunden (<Ei'Ej> = Schnittzahl). Ist 9; = 0,

3
oder g, = 0 und e, = -2 , so entfallen die‘entsprechenden Markierungen.
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Beisgiel:
El P9 = o ! ¢ = -2
(1]
Ez g, = 1 ' e, = -2 ———
-2
<E1,E2> = | .

Wegen Zariskis Hauptsatz ist der duale Graph von (X,x) zusammenhingend
(vgl. [Hartshorne] IIX 11.4). Der duale Graph erlaubt unter anderem die Re-

konstruktion der symmetrischen Schnittform

<, > az(i,m x nz(i,z) + =z

W

r
> -1
H, (X,Z) Hy(m  (x),Z) = iQ__alz[Ei] .

Diese Form ist stets negativ definit (vgl. z. B. [Lauferll Th. 4.4).

1.12 DieHierarchie der Singularitdten

Im folgenden erinnern wir an einige Begriffe, die im wesentlichen von Arnol'd
zur Klassifikation der isolierten Singularit&ten von Funktionen eingefihrt
wurden ([Arno], 'dl], [Arnol'dz]) . Dabei lbernehmen wir die auf den Fall

von Varietiten angepafSten Definitionen von Looijenga ([Looijengae] ).

Sei ¢ : Y+ U der Reprisentant einer semiuniversellen Deformation der iso-
lierten Singularitdt (X,x). Dann zerlegt sich Y in eine Vereinigung von

Klassen entsprechend der Xquivalenzrelation

g~y <= @ 1@dy)),y) ist isomorph zu (4 l(dty')).¥y") .
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Eine andere isolierte Singularitadt (X',x') heiBt einfacher als (X,x) ,
in Zeichen (X',x') < (X,x) , falls es in jeder Umgebung von x in Y Punk-
te y mit (0 1(d(y)),y) = (X',x') gibt. Man sagt dann auch (X,x) defor-

miere nach (X',x') , oder (X',x') sei eine Nachbarsingularitdt von (X,x) .

Man kann zeigen, daB " < " eine Halbordnung auf der Menge der Isomorphie-

klassen von isolierten Singularitdten definiert (vgl. [Looijengae]).

Die Modalitdt mod(X,x) von (X,x) ist definiert als die kleinste ganze
Zahl k , fiir die es einen Repr3sentaten ¢ : Y >+ U der semiuniversellen De-
formation von (X,x) und eine analytische Menge 2 c Y der Dimension < k

gibt, die jede Equivalenzklasse in Y beziglich der Relation " ~ " trifft.
Die Relation (X',x') < (X,x) impliziert dann
mod(X',x') < mod(X,x)
T(X',x') < T(X,%x) ,

wobei T die Dimension der Basis der semiuniversellen Deformation bezeichnet.
Ist zudem (X,x) ein vollstdndiger Durchschnitt, also auch (X',x') , so
bettet sich das Milnorgitter H' von (X',x') primitiv (d. h. ohne Kotorsion)
in das Milnorgitter H von (X,x) ein. (Genauer 138t sich ein geometrisches
Erzeugendensystem fiir H' 2zu einem geometrischen Erzeugendensystem fir H er-
weitern. Insbesondere erhdlt man somit auch Einbettungen der Pri-Milnorgitter,

Fir Details vgl. [Siersma]). Fir die Milnorzahlen folgt mit dem obigen

HX',x') < u(X,x) .

Bemerkung: Es ist praktisch und sehr oft @iblich, die Relation " < " auch
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auf grdSbere Klassen von Singularitéten (topologisch &quivalente, &quisingu-
lére, zur "gleichen Familie" gehdrige) auszudehnen. Entsprechend sagen wir,
daB eine Kl#sse X' von isolierten Singularititen einfacher sei als eine
andere X , in Zeichen X' < X , wenn jeder Reprdsentant von X in einen
Repradsentant von ¥X' deformiert. Man beachte, daB8 die Relation " < "
zwischen solchen Klassen von Singularit&ten nicht unbedingt weiterhin tran-
sitiv ist. Gem3B der Grobheit der Klasseneinteilung sind die Konsequenzen der
Deformationsrelation entsprechend schwicher. Fir die sogenannten |-Homotopie-

klassen vergleiche man [s;lersma] .

1.13 Einfache Singularitdten

Es gibt zahlreiche Charakterisierungen der sogenannten einfachen Singulari-

titen, z. B. 'als die O-modalen isolierten Singularitdten von zweidimensiona-
len vollstandigen Durchschnitten ([Arnol'dl] ’ [Giusti] ), als rationale Dop-
pelpunkte von Flichen ([Artin] ), oder als Quotientensingularititen X = d:2/I' '
wobei [' eine endliche Untergruppe von SI..2 () ist (fir eine ausfdhrliche
Ubersicht vergleiche man [Durfee] ). Der Aufldsungsgraph einer einfachen Sin-

gularitit ist ein Dynkindiagramm vom Typ Ar , D oder E e Dieser Graph

r
bestimmt die jeweilige SingularitiAt bis auf analytische Isomorphie.
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T Xc d.'3 Aufldsungsgraph Typ
Zyklische Gruppe
der Ordnung n x® +yz =0 e s A

n-1

Bindre Diedergruppe
der Ordnung 4n x(xn+y2) + 22 = 0 e "—< D 42

Bin&re
4 3 2 I
Tetraedergruppe X +y +2 =0 E

6
Binidre
3 3 2 I
Oktaedergruppe x +xy +z =0 E,,
Bindre
5 3 2 L ——
Ikosaedergruppe x +y +2 =0 - >—e E8

Zu jeder Numerierung der Eckpunkte des Aufldsungsgraphen gibt es eine geome-
trische Basis des Milnorgitters H von X , deren Schnittdiagramm eben die-
ser numerierte Graph ist (vgl. [Brieskorn.’]) . Insbesondere ist das Milnor-
gitter H 1isomorph zum Gitter (82 (;(,Z) ¢+ < 4 >) der minimalen guten Auf-
15sung X+ X von X . Die Schnittform des Milnorgitters ist somit negativ

definit, und dies ist eine weitere Eigenschaft, mittels der sich die einfa-

chen Singularitdten unter den zweidimensionalen Hyperflichensingularititen
auszeichnen (vgi. ['rjurinaz]). Der Identifikation von H und nz(i,m

liegt geometrisch ein Diffeomorphismus zwischen Milnorfaser F und Aufls-
sung X zugrunde, den man mittels einer simultanen AuflSsung erh&lt (vgl.

dazu 1.14 unten).

Als Konsequenz der oben beschriebenen speziellen Gestalt eines Schnittdia-
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gramnes identifiziert sich H nach Vorzeichenwechsel der Schnittform mit
dem Wurzelgitter Q des zugehdrigen Wurzelsystems vom Typ A , D, E . Die
Menge der verschwindenden Zykeln in H bildet dabei die Menge aller Wurzeln,

und die Monodromiegruppe W ist genau die Weylgruppe dieses Systems.

1.14 Simultane Aufldsungen

Sei ¥ : Y+ U ein flacher Morphismus von komplexen R3umen. Eine simultane

Aufldsung von ¥ besteht aus einem kommutativen Diagramm

¢

2 ——— Y

i X
4
V ——eao—U

mit den folgenden Eigenschaften:

i) 0 ist ein glatter Morphismus.

i) ¢ ist eine verzweigte Uberlagerung.

1ii) Die Einschridnkung von ¢ auf die Fasern von 9

-1

. : 6 “(v) - x'l(w(v)) , VEV ,

liefert Aufldsungen der Singularititen der Fasern von ¢ .

Sei nun Y eine flache Familie von Flichen ber einer irreduziblen Basis U .
Die generische Faser sei glatt, und die Singularititen der singuldren Fasern
sejien isoliert und (lokal) vollstindige Durchschnitte. Dann zeigten Bries-
korn und Tjurina, daB X eine simultane Aufldsung genau dann besitzt, wenn
die Singularititen der Fasern von Y einfach sind ([Brieskornl], [Brieskorn3],

Prieskorn4], [Tjurina3]).
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1.15 Unimodale Singularitdten

Entsprechend der Monotonie
(x',x') < (X,x) => mod(X',x') < mod(X,x)

lassen sich O-modale, also einfache, isolierte Singularititen vollstindiger
Durchschnitte nur wieder in solche deformieren. Als n#chstkomplizierte nach
der Klasse der einfachen Singularititen kdnnen wir daher die Klasse der
i-modalen oder unimodalen Singularitdten von zweidimensionalen vollstindigen

Durchschnitten betrachten. Diese Klasse zerfdllt in drei Unterklassen
i) die einfach elliptischen Singularitéiten,

ii) die Spitzensingularititen,

iii) die exceptionellen oder Dreieckssingularititen.

Fir die Klassen gilt
1) < 1ii) < iii)

in dem strikten Sinn, daB keine Singularitit der Klasse i) (bzw. ii)) nach

ii) oder iii) (bzw. nach iii)) deformiert.

Allgemeiner als fir vollstindige Durchschnitte von Flichen lassen sich die
obigen drei Klassen fir normale Flachensingularititen definieren. Dies werden
wir in den folgenden separaten Betrachtungen genauer ausflhren. Fir weitere
Ubersicht vergleiche man [Arnol'dzl, [BrieskornG], [Brieskcrng], [Looijenqas],

sowie die im folgenden zitierten Referenzen.
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1.16 Einfach elliptische Singularititen

Eine normale Flachensingularitdt (X,x) heiBt einfach elliptisch wenn der

Ausnahmedivisor E = 1|'-'1 {(x) der minimalen guten Aufldsung T : (X,E) > (X,x)
eine elliptische Kurve ist. Die Selbstschnittzahl von E 1in X ist dann
eine negative ganze Zahl, und man nennt 4 = -<E,E> den Grad der Singulari-

tat.

Eine einfach elliptische Singularitdt wird bis auf analytische Isomorphie
durch ihren Grad d und die analytische Struktur der Kurve E eindeutig
bestimmt. Insbesondere erhdlt man jede einfach elliptische Singularitdt als
Kontraktion des Nullschnitts eines negativen Geradenbiindels lber einer ellip-
tischen Kurve. Das Komplement X\x des singuliren Punktes einer solchen Sin-
gularitat ist somit ein o*-Bindel dber einer elliptischen Kurve. Die Funda-

mentalgruppe II = 1r1(x\x) ist dann eine Heisenberggruppe
0O+Z +1l+2Zx Z~+0

1ac

n = { 01b

001
wobei & der Grad der Singularitdt ist.

a,bez, c G(l/d)'Z} '

Eine einfach elliptische Singularitit (X,x) ist ein vollstindiger Durch-
schnitt (bzw. eine Hyperfliche) genau dann, wenn der Grad d < 4 (bzw. < 3)
ist. In diesem Fall 1488t sich (X,x) durch die folgenden Gleichungen be-

schreiben (flr Details vgl. [Saitol]):
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Name Grad Gleichung(en) J Q)
12
Es 1 x6+y3+z2+xxyz =0 —EL'—
A =2716
4,413
E_, 2 x4+y4+zz+kxyz = Q —-—-————-(l :3 64;
(A"-64)
. o4 \3
E6 3 x3+y3+z3+)«xyz = O (———-——-—-8 2;)‘ A )
AT+27
= . x24y2+hzv = O 160 A 441422413
- 2.2 ’ 2 2 4
xy+z“+® =0 AT (A"-1)

Der Parameter A in den obigen Gleichungen kann jeden komplexen Wert anneh-
men, fir den die Funktion 3j(A) keinen Pol annimmt. Diese Funktion beschreibt
die j~Invariante der exzeptidnellen elliptischen Kurve E gemi8 der Konven-
tion von [Hartshorne] IV, 4. (Die Angaben fir 3(A)/1728 in [Saitoll sind

nicht immer korrekt, vgl. dazu [Miller]).

Ist der Grad 4 < 3 , so liBt sich eine geometrische Basis des Milnorgitters

H finden, fir die das (unnumerierte) Schnittdiagramm die folgende Form hat:

P-4 q-1
”» L .
a Y > o 00 e e———
Dabei ist
(2,3,6)
{(p,q,r) = (2,4,4) falls d = 2 ist.

(3,3,3) 3
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(Dies sind gerade die ganzzahligen Tripel (p,q,r) € IN3 , fir die

-!1;4- :11- + -i_- = 1 gilt.) Fir Details sowie eine zuldssige Numerierung verglei-
che man [Gabrielov] . Im Fall 4 = 4 gibt es nach [Saito3] ein geometri-

sches Erzeugendensystem mit (unnumeriertem) Schnittdiagramm

Dieses System enth3lt eine Basis von H mit dem Diagramm

Jedes dieser Milnorgitter H ist negativ semidefinit mit Signatur (u_,2,0),
wobei Y_ =8 (bzw. 7,6,5) im Fall d =1 (bzw. 2,3,4) ist. Der Quotient
Ho = H/B‘L nach dem Radikal liefert ein Wurzelgitter vom Typ EB (bzw. E., .

EG’ R D5 ). Die Monodromiegruppe W ist ein semidirektes Produkt
W = WK zz“-
o

der zugehdSrigen endlichen Weylgruppe wo c Aut(no) und eines Gitters z2u_ .
das Wo-isomorph zu dem Gitter ao o Bt ist (vgl. [Iooijenqa3]). Die Menge der

verschwindenden Zykeln besteht gerade aus dem Urbild unter H -+ Ho des end-

lichen Wurzelsystems in Bo .

Offensichtlich liegt die Differenz h - h' der 2Zykel zu den Eckpunkten einer
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Kante der Form *===¢ im Radikal H' von H . Division von H nach

Z * (h~-h') liefert daher ein Gitter der Signatur (ﬁ_,l,o) . Die Bilder der
geometrischen Basis von H bilden dann eine Basis dieses Quotientengitters
‘'mit den folgenden Schnittdiagrammen, die den Singularit&ten ihre Typbezeich-

nung gegeben haben und als erweiterte Dynkindiagramme bekannt sind:

d=1 N ] . . E

——— 8

Bemerkung: In H selbst kann es keine Z- Basen (hl""'hu) von ver-
schwindenden Zykeln geben, bézﬁglich denen alle Schnittprodukte <h1'hj> ’
i # j , nichtnegativ, also alle Kanten des Schnittdiagramms durchgezogen

sind. Dies folgt mit [LIE] v, 35, vgl. [Siersma] p. 81,

Die einfach elliptischen Singularit&ten der Grade 4 = 5,6,7,8 lassen sich
noch glitten, besitzen also noch "Milnorfasern". Diese lassen sich als Kom-
plemente einer elliptischen Kurve in gewissen Del-Pezzo-Flichen beschreiben
(vgl. [PinkhamI], [Pinkhamz], [Merindol]). Die entsprechenden Milnorgitter
haben wiederum die Signatur (u_,2,0) und projezieren auf die Wurzelgitter

der Typen A4 ' A2 X A (in den F3llen 4 = 5,6 ). Wie Looijenga gezeigt

1
hat, erh&lt man im Fall d = 5 auch eine natdrliche Projektion auf das semi-

definite Gitter vom Typ 34 mit dem Schnittdiagramm
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bezilglich einer geeigneten, geometrisch definierbaren Basis, vgl.

[Looijengas] .

‘1.17 Spitzensingularititen

Eine normale zweidimensionale Singularitit (X,x) heiBt Spitzensingularitit

wenn die Komponenten des Ausnahmedivisors 1r-'1 {(x) einer minimalen guten
Aufldsung T : (i,'ﬂ'_l (x)) + (X,x) glatte projektive Geraden sind, die sich

gemdf einem zyklischen dualen Graphen schneiden
-e

-8 -2
2 k (x > 2) .

Eine Spitzensingularitdt ist bis auf analytische Isomorphie durch ihren Auf-

18sungsgraphen eindeutig bestimmt ([Karrasl] ’ [Laufetz]) .

Spitzensingularititen treten auf bei der Kompaktifizierung Hilbertscher Mo-
dulfl&chen ([Hirzebruch] ). Ihre lokale Fundamentalgruppe schreibt sich als

semidirektes Produkt
2
LI (X\x) = Z X Z ’

wobei ein Erzeuger von Z# auf z2 mittels der Matrix

operiert. Hierbei sind -e, i=1,...,k, Qie Selbstschnittzahlen der
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exzeptionellen Komponenten.

Die negative Definitheit der Aufldsungsschnittmatrix impliziert die folgen-

den Ungleichungen fir die e i

1) Gibt es keine exzeptionelle Komponenten mit e = 1 , so gilt e > 2

fir alle i =1,...,k , und e, > 3 £dr mindestens ein J .

3

2) Gibt es eine exzeptionelle Komponente E' mit <E',E'> = -1 , so ist
k=2, i.e. 11-1 (x) besteht aus zwei Komponenten 1r-1(x) =E gE' mit

<E,E'> = 2 , und es gilt <E,E> = -e mit e > 5 .

Der Grad 4 von (X,x) ist definiert als die negative Selbstschnittzahl,
d = —<%,2> , des Fundamentalzykels 2 der Aufldsung 7 : X * X (vgl.
[Laufer,]). Es gilt damn

k

a = 121 (e;-2) im Fall 1)

d = e-4 im Fall 2) .
Eine Spitzensingularitit (X,x) ist eine Hyperfldche (bzw. ein vollstindi-

ger Durchschnitt) genau dann, wenn ihr Grad A4 < 3 (bzw. < 4 ) ist. Sie

158t sich dann durch die folgenden Gleichungen beschreiben:

Name Grad Gleichung (en)

1 p-2,q-3'r>6
T xp+yq+zr+xyz-o P = s 9>4 , xr> 4
P.q,x -

3 p > r 923, 2>3

xp+yq+zw-o p>22,q2>2

H 4
p./q,x,s xy+zr+ws-o r>2,8>2

Fir die prazise Zuordnung von Gleichungen zu Aufldsungsgraphen vergleiche
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man [Karrasi], [xarrasz], [Kulikov}, [InoijengaGJ, [Nakamurall.

Ist der Grad 4 < 3 , so besitzt das Milnorgitter H eine geometrische Basis
mit einem Schnittdiagramm wie fir die entsprechenden einfach elliptischen Sin-
gularititen (vgl. 1.16), wobei die "Armladngentripel" (p,q,r) durch den In-

dex des Singularitdtentyps Tp Qx gegeben werden. Insbesondere gilt jetzt
rar

1-+ + L. 1 .
P . r

Q-

Im Fall d = 4 138t sich die Existenz eines geometrischen Erzeugendensystems

von H mit einem Schnittdiaramm der folgenden Form vermuten

looijenga gibt eine Basis von H an, in deren Schnittdiagramm wie im Fall
der einfach elliptischen Singularitdt vom Typ 55 eine Doppelkante ®===e

mit einem Eckpunkt entf&llt ([Looijengas]).

Jedes dieser Milnorgitter H ist indefinit mit Signatur (u_,1,1) . Der
Quotient Ho = H/HL nach dem Radikal liefert ein Wurzelgitter zu einer Kac-
Moody-Liealgebra (vgl. Kapitel 3). Die Schnittdiagramme zu den Bildern in Ho

der oben beschriebenen Basen haben dann die Gestalt eines Coxeterdiagramms
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T
Prq,X

da-=1,2,3)

H
P/q,x,s

(@ = 4)

Die Monodromiegruppe W ist nun ein semidirektes Produkt

Ww o= wxz't o,
o

=1 oien

wobei Wo die Weylgruppe des Wurzelsystems in Ho ist, und =
W -4quivariant mit dem Gitter H_  identifiziert ([Gabrielov] ’ [I.ooijengazl) .
Die verschwindenden Zykeln in H bilden gerade das Urbild unter H -+ Ho

der reellen Wurzeln in Bo (vgl. Kapitel 3; 3.4, 3.9).

Loocijenga und Nakamura haben auch den Fall der gl&ttbaren Spitzensingulari-
tdten vom Grad d = 5 untersucht und dabei in H/H“' Basen mit den folgen-

den Schnittdiagrammen erhalten
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P
p.qa,r,s,t

.

(vgl. [Looijengas], [Nakamurazl). Wie im Fall der einfach elliptischen Sin-
gularititen vom Grad 5 tritt die Bedeutung dieses Diagramms in der Defor-

mationstheorie hexvor.

1.18 Dreieckssingularititen

Als letzte der unimodalen Klassen verbleibt noch die der exzeptionellen oder
Dreieckssingularititen. Ihre Milnorgitter und Deformationen sind in letzter
Zeit ausgiebig studiert worden (vgl. z. B. [brieskorné], [Brieskorne],
Ezbelinqi], DUmoijenga7]). Ob Beziehungen zu Liealgebren &hnlich denen im ein-
fachen, einfach elliptischen oder Spitzensingularit&ten-Fall bestehen, bleibt

vorerst offen. Wir geben daher nur eine kurze Ubersicht.

Eine normale Flachensingularitit (X,x) heiBt exzeptionell genau dann, wenn
der Ausnahmedivisor T > (x) einer minimalen guten AuflSsung

T (i,w-l(x)) + (X,x) aus vier projektiven Geraden besteht, die sich ge-

mi8 dem folgenden dualen Graphen schneiden:
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Fir die negative Definitheit der Aufldsungsschnittmatrix muB das Tripel

(p,q,r) hyperbolisch sein, d. h. die Bedingung

+ =+

Q|
W
A
-

1
p
erfidllen.

Bis auf analytische Isomorphie gibt es genau zwei exzeptionelle Singularita-~
ten zu gegebenem hyperboliscilen Tripel, von denen die eine eine "gute"”
t*-Aktion zuldSt und die andere nicht. Die quasihomogene Singularitit heiBt
auch Dreieckssingularitdt vom Typ D , da sie sich nach [Dolgachev]

P/d,x
mittels der hyperbolischen Dreiecksgruppe A(p,q,r) 2zu den Winkeln n/p ,

n/q , T/r konstruieren l1i8t. Insbesondere ist die lokale Fundamentalgruppe

dieser Singularitidt eine zentrale Erweiterung
O+ Z ~» 1r1 (Xix) + A+(p,q.r) +1
der Untergruppe A+ (prq,r) der Rotationen in A(p,q,r) .

Fir 14 (bzw. 22 ) Tripel (p,q,r) ist (X,x) eine Hyperfl8che (bzw. ein
vollstindiger Durchschnitt). Die zugehSrigen Gleichungen findet man in

[Arnol'dzl ’ [Pinkham3] ’ [Iooijengaa] .

Fir die Milnorgitter der 14 Hyperfl&chen DP qx hat Gabrielov geometri-
rar . .
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sche Basen mit Schnittdiagrammen der folgenden Gestalt konstruiert:

]

Dabei durchlaufen die Tripel (p',q',r') die Menge der 14 Tripel (p,q,r)
gem3B der Arnol'd'schen "strange duality" (vgl. [Arnol'dzl, [Pinkham3]). Die
Signatur der Schnittform ist (u_,0,2) . Sowohl die Monodromiegruppe W als
auch die Menge V der verschwindenden Zykel lassen sich mittels der Schnitt-

form allein charakterisieren. Nach [Ebeling], [Pinkham,] giit
w = o¥m ,

wobei O¥(H) mittels der Spinornorm und des Diskriminantengitters von H
definiert ist (vgl. loc. cit.). Nach Looijenga (vgl. [Brieskorn7], [Brieskornel)

gilt
vV « {heB|<hh>=-2 und <h,@> =2} .

Diese beiden Resulthte gelten allgemeiner flir alle vollstindigen Durchschnitte,
die in die exzeptionellen deformieren (vgl. [Ebeling3]), und damit u. a. far
alle Hyperflichensingularititen auBer denen der Serie Tp,q,r
({p,q,x) # (2,3,7),(2,4,5),(3,3,4)) .
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1.19 Periodenabbildungen

Als wesentliches Hilfsmittel beim Studium der semiuniversellen Deformation
vor allem der in den letzten Abschnitten 1.13 - 1.18 vorgestellten Singu-
larititen haben sich lokale Periodenabbildungen erwiesen

([Looijenga ). Wir werden hier die allgemeine Konstruktion be-

1,3,4,6]
schreiben und spiter auf spezielle Anwendungen zuriickkommen.

Sei ¢ : Y > U semiuniverselle Deformation einer isolierten Singularitit
eines vollstandigen Durchschnitts der Dimension n , ¢ = ¢* : Y* > U*
eine genigend kleine Milnorfaserung (vgl. 1.5),\%>e U* ein Basispunkt
und F = w-l(uo) die Milnorfaser. Das direkte Bild
H := RW,r,
Y
der konstanten Garbe auf Y* ist dann eine lokal konstante Garbe ber U*

assoziiert zur Monodromiedarstellung
* n
p ﬂl(U ,uo) —> Aut(H (F,C)) .

Sei w : 0 ~» U* die durch den Kern von p definierte Uberlagerung, i.e.
* *
n  ist Uberlagerung mit Galoisgruppe W = p(wl(u .uo)) . Dann ist = H

eine konstante Garbe auf U , isomorph zu Hn(?,c)ﬁ .

' * *
Sei nun w € BO(Y ,Qn eine relative holomorphe n~Form auf Y . Fir

y*/u*)

*

Jedes ue€evu ist dann die Einschrinkung ml -1 eine geschlossene
- ¥ “(u)

n-Form auf V¢ I(u) , und definiert somit eine Kohomologieklasse

Wl e P tw,o .

Wir erhalten daher einen Schnitt ([w] in der H zugeordneten kohirenten
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*
Garbe H 8.0, , . sei v [wl der induzierte Schnitt in " m) 8, =

B (F,T) 006 . Dann definiert die Zuordnung

-~ *
a — 1 [w] ({) ’

o
m
=]

eine holomorphe W-3quivariante Abbildung

B, : 8 —— @0 .

Diese heiBt die der Form w zugeordnete Periodenabbildung.

Die Periodenabbildung pw heiBe nichtentartet, oder w heiBe Zzuldssig,

falls P, eine analytische Immersion ist.

Existiert ein analytischer Quotient des Bildes pm(ﬁ)cz Hn(F,m) nach der
Monodromiegruppe W , so steigt die Periodenabbildung P, ab zu einer ana-

lytischen Abbildung
* ~
p, : U = U/W -——-—»pw(t))/w .

Bei geeigneter Wahl einer zul3ssigen Form « 18Bt sich fir die Singulari-
titen der Abschnitte 1.13 - 1.18 das Verhalten von pm bzw. 5; (Struktur
des Bildes, Randverhalten) so genau beschreiben, daB eine Rekonstruktion
des Raumes U und der Diskriminante D = U\U* mbglich ist (loc. cit.).
Aus allgemeiner Sicht lassen sich Uberlegungen anstellen flr geeignete Wah-
len von W , oder {iber die “"wesentliche" Unabh&ngigkeit der Periodenabbil-
dung von der Wahl von w . Dazu vergleiche man z. B. die Arbeiten [Saitoz],

[Varchenko-civental'].
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KAPITEL 2: EINFACEE LIEGRUPPEN UND EINFACHE SINGULARITATEN

2.1 Adjungierte Quotienten reduktiver Gruppen

Im folgenden erinnern wir an einige grundlegende Eigenschaften der adjun-
glerten Quotienten reduktiver Gruppen, die wesentlich sind zum Verstdnd-
nis der Beziehungen einfacher Liegruppen zu einfachen Singularit3ten. Far
Details betreffend reduktive Gruppen vergleiche man [Borel] ' [Humphreys] ’
[Springer] . Einzelheiten (lber die adjungierten Quotienten finden sich in
[Steinberqz] , sowie [SIOdowyl] ’ [Slodowyzl und der dort zitierten Lite-

ratur.

Sei nun G ) eine komplexe reduktive Gruppe mit einfach zusammenhingendem
Teil DG , maximalem Torus T und Boreluntergruppe B , Tc B . Wir nennen
r = dim T den reduktiven und £ = dim T N DG den halbeinfachen Rang von
G . Die Gruppe der Charaktere Hom('r,Gm) von T werde mit H* , die der
Xo-Charaktere Hom(Gm,'r) mit B bezeichnet. Es sei I B' das System
der Wurzeln von T in G und A = {cl,...,ul} € I das durch die Borelun-
tergruppe B festgelegte System einfacher Wurzeln, entsprechend

Vs {ui' ,...,u;} c H das System der zugehdrigen einfachen Kowurzeln, und

W= NG(’I‘) /T die Weylgruppe.

Jedes Element x € G besitzt eine Jordanzerlegung

als Produkt eines eindeutig bestimmten halbeinfachen Elementes x s € G mit

einem (ebenso eindeutig bestimmten) kommutierenden unipotenten Element



x, € G . Jedes halbeinfache Element in G ist zu einem Element in T kon-
juglert, und sind zwei Elemente von T in G konjugiert, so auch schon

unter W .
Die Zuordnung
X ¢t G ——T/W ’

die jedem Element x € G den Durchschnitt x(x) = t(xs) N T der Konju-
gationsklasse C (x.) des halbeinfachen Teils mit T zuweist, ist somit

eine wohldefinierte Abbildung und heifit der adjungierte Quotient von G .

Die Abbildung x 1ist realisierbar als Morphismus algebraischer Varietiten,
genauer noch ist X der Quotient von G nach der adjungierten aAktion

von G , d. h. der Aktion von G auf G durch Konjugation, in der Katego-
rie der komplex algebraischen Varietiten. Die Algebraiziti&t von X ergibt

sich aus der folgenden charaktertheoretischen Interpretation.

Da DG einfach zusammenh@ngend ist, existieren fundamentale dominante Ge-

»*
wichte mien s i=1,...,2

“’1(“3) = 6“ .

*
Diese lassen sich 2zu einer Basis ”1"”'”!.""!.-&1"“"‘“: von H erweitern

mit w £1 f4r Jj > L . Seien

| PR,

Py ¢ G — Gn(vi) R i=1,...,r ’

die den w, zugehdrigen irreduziblen Darstellungen von G (fiir 4 > £

sind diese eindimensional) und

Xy : 6 — ¢ , Xy (x) = Spur(oi(x))
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deren Charaktere. Setzen wir

X ¢ 6" , X® = X, (x)

so faktorisiert die Einschrankung .EIT : T >’ dber einen Isomorphismus

L L

~ *r_
1 ¢+ T/W —/m= ¢ x(€C)

des Quotientenraumes T/W auf eine offene Teilmenge von ol (die im Fall

G=DG, also r = £ , mit €° dbereinstimmt)

X
T T > ¢
T/W > otx (¢hr
und fir alle x €G gilt
X(x) = 1(x(x)) .

Daher 1&Bt sich 'Y mit X identifizieren.

2.2 Die Fasern des adjungierten Quotienten

Nach Konstruktion ist X invariant gegenfber Konjugation. Daher zerlegt sich

jede Faser als Vereinigung von Konjugationsklassen. Ebenfalls nach Konstruk-

tion hat jede Faser die Form x_1(x(t)) fir ein bis W-Konjugation eindeu-
tig bestimmtes Element t € T . Sei e € G das Neutralelement. Die Faser
x-i(x(e)) besteht gerade aus allen unipotenten Elementen in G und heiBt

daher die unipotente Variet&t Uni(G) von G . Fir ein beliebiges Element
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t € T ist der Zentralisator ZG (t) von t in G eine reduktive Unter-
gruppe mit maximalem Torus T und Wurzelsystem ZX(t) = {a € Z]a(t) = 1}.
Sei Uni(t) die unipotente Varietit von zG(t) . Mittels der .»'Iordamv.erle-~
gung erhéilt man nun einen G-Isomorphismus der Faser x-l(x (t)) auf das
homogene B{ndel

ZG(t)
G x Uni(t)

assoziiert zur Prinzipalfaserung G - G/zc(t) und zur Konjugationsaktion
von ZG(t)' auf Uni (t) . Dieser Isomorphismus reduziert das Problem der
Beschreibung der Fasern von X auf das der unipotenten Varietit in belie-

bigen reduktiven Gruppen.

Ein Element x € G heiBt reguldr (bzw. subregullr) genau dann, wenn die
Dimension dim zG(x) des Zentralisators von x gleich r (bzw. gleich
r+2 ) ist. sinngemlﬂlheibt eine Konjugationsklasse reauldr (bzw. subrequldr),
wenn eines und damit jedes Element dieser Klasse reguldr (bzw. subregullr)
ist. Die unipotente Varietidt Uni(G) (und damit jede Faser von X ) zer-
£%11t in endlich viele Konjugationsklassen, von denen genau eine regqulir

~ ist. Der zariski-AbschluBf dieser Klasse ist gleich Uni(G) , insbesondere
ist Uni(G) 4irreduzibel. Das Komplement der reguliren Klasse in Uni(G)
ist von der Kodimension zwei in Uni(G) und enth&lt genauso viele subregu-
l&re Xlassen wie G einfache Faktoren besitzt. Die unipotente Varietit
von G ist isomorph zum Produkt der unipotenten Varietiten der einfachen

faktoren von G .



2.3 Die Auflésung der Fasern.

Sei G xB B das homogene Blindel assoziiert zur B-Prinzipalfaserung
G * G/B und zur Konjugationsaktion von B auf B . Da jedes Element von

G nach B konjugiert ist, erhalten wir mit

g+b —> gbg !

eiﬁen surjektiven G-&quivarianten Morphismus (zur Notation vgl. [SIOdowyz]
3.7), der auch eigentlich ist. Die Boreluntergruppe B 1ist das semidirekte
Produkt TX U wvon T mit dem unipotenten Radikal U wvon B . Sei

T : B2 T die Projektion auf T . Diese induziert einen G-invarianten glat-

ten Morphismus
X ¢+ GX B =1
g*b H—— 1(b)

Ist ¢ : T » T/W die natlrliche Quotientenabbildung, so wird das folgende

Diagramm kommutativ

T —> T/W

Nach Springer und Grothendieck ist dieses Diagramm eine simultane Aufld-~

sung von X im Sinne von 1.14.
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2.4 Der Satz von Brieskorﬁ

von jetzt ab sel G 2usitzlich einfach vom Typ A" ’ Dz » E, . Es gilt

2
also r = £ . Sel x €& G ein subregulidres unipotentes Element,

O = Ad(G) °x der adjungierte Orbit durch x , d. h. die Konjugationsklasse
von x , und S € G eine transversale Scheibe an diesen Orbit im Punkte x.
Dann hat S die Dimension r+2 = 242 ., Das folgende Resultat wurde von
Grothendieck vermutet und von Brieskorn bewiesen ([Brieskorn 4] , fOr Details

und eine Diskussion der Fille B, , C, , Fy und Gy vgl. man [SIOdowyzl).

Satz:
i) Der Raumkeim (X,x) = (S n Uni(G),x) ist eine einfache Singularitit
vom gleichen Typ wie G .
ii) Die Einschrinkung xls : (S,x) + (T/W,x(e)) des adjungierten Quo-
tienten auf S realisiert eine semiuniverselle Deformation der ein-

fachen Singularit&t (X,x) .

Dieser Satz hat zahlreiche Anwendungen auf die Deformationstheorie der ein-

fachen Singularititen:

So erhilt man durch Einschrénkung der simultanen Aufldsung von X (vgl. 2.3)
auf S eine simultane Aufldsung der semiuniversellen Deformation wvon
(X,x) , welche vor der Existenz des Satzes in jedem Eingzelfall separat kon-

struiert worden war (vgl. 1.14).

Der Satz ermdglicht auch eine vollst&ndige Beschreibung der Konfigurationen
von Singularititen in beliebigen Fasern der semiuniversellen Deformation.

Fir t nahe genug bei e ist die Faser Sn x'i(x(t)) singuldr genau in
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ihren subregul&ren Elementen. Diesen entsprechen {ber den Isomorphismus

ZG(t)

xﬁl(x(t)) 8 G X Uni(t) genau die subregullren Orbiten in Uni(t) .
Mit der Aussage i) des Satzes erhslt man dann, daB alle Singularititen von
Sn x-l(x(t)) einfach sind und den gleichen Typ haben wie die einfachen
Faktoren der Gruppe ZG(t) . Diese einfachen Faktoren werden wiederum durch
die Zusammenhangskomponenten des Wurzelsystems I(t) = {ae Ia(t) =1}

in ihrem Typ beschrieben. Fiir t nahe bei e 1&8Bt sich eine Basis A(t)
einfacher Wurzeln von I(t) stets zu einer Basis von I erginzen. Daher

ist das Dynkindiagramm von A(t) ein Unterdiagramm des Diagramms von G

bzw. (X,x) .

Die Beschreibung der singuliren Konfigurationen in allen Fasern der semi-

universellen Deformation 148t sich auch folgendermaBen formulieren:

Sei V¢ : (¥,x) + (U,u) semiuniverselle Deformation von (X,x} und D die
Menge aller nicht notwendig zusammenh&ngenden Dynkindiagramme aus Komponen-

ten der Form A , D , E . Durch die Zuordnung

v € U +— Dynkindiagramm der Singularitlten in v v
erhalten wir eine Bewertung

§ : U — D
Der Raum T/W erh&lt ebenfalls eine Bewertung

o+ /W — D

auf die folgende Welse. Sei te T/W und t € T ein Reprdsentant von t

in T . Der Stabilisator 2z(t) = {we w|wt =t} wird dann von den Spie-
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gelungen zu den Wurzeln o € I(t) erzeugt und ist bis auf Konjugation ﬁn-

abhingig von der Wahl von t . Es sei nun
o(t) = Dynkindiagramm von I(t) = Dynkindiagramm von z,(t) .

Somit reflektiert o das Verzweigungsverhalten der verzweigten Uberlage-

rung T + T/W . Die Aussage Uber die Nachbarfasern lautet jetzt einfach:

Der bewertete Keim (U,u,8) ist isomorph zu dem bewerteten Keim

(T/W,e,0)

(Uu) —==__ 5 (T/W,e)

N A

$
D

Diese Beschreibung des Basisraums der semiuniversellen Deformation in Ter-
men einer nat@rlichen verzweigten Uberlagerung, die zur Monodromiegruppe
der Singularitét @ssozi:l.ert ist, wurde seit der Existenz von Brieskorns
Satz zu einem Modell £{ir die Untersuchung der Deformationen komplizierter
Singularititen. Unter Benutzung von Periodenabbildungen (1.19) oder dazu
verwandter geometrischer Methoden wurde so die Struktur der semiuniversel-
len Deformation aller unimodalen sowie einiger nicht-zweidimensionaler Sin-
gularititen erfolgreich gekliart ([Brieskoms' 8] ’ [xnbrrer] ’

[tooijengay , ¢ 5 o], [Merindol], [einkham, , /1, [wirtnmorier, J].

'3,4

Ebenfalls mittels einer Periodenabbildung hat looijenga eine von Brieskorns

Satz unabhingige Konstruktion des Basisraums der semiuniversellen Deforma-

tion einer einfachen Singularitit geliefert ([I.ooi:lenga1 3] » £4r noch eine
14

andere auf ['l‘jurina3] aufbauende Konstruktion vgl. [Pinkhamsl) .
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In den n&chsten beiden Abschnitten werden wir sehen, daB8 der Liealgeben-
theoretische Rahmen auf natidrliche Weise ebenfallseine Periodenabbildung
fir die semiuniversellen Deformationen der einfachen Singularitdten lie-

fert.

2.5 Die koadjungierte Darstellung

Sei G reduktiv wie in 2.1, g = Lie(G) die Liealgebra von G und
h = Lie(T) die Liealgebra von T . Die Gruppe G operiert auf g mittels

der adjungierten Darstellung

Ad : G — Aut(g) .

Wegen der Existenz einer Killingform, 4. h. einer nichtentarteten,
Ad(G)~-invarianten, symmetrischen Bilinearform auf g , identifiziert sich
g mit dem Dualraum g* = HomeE,c) und Ad mit der zu Ad kontragre-

dienten koadjungierten Darstellung

a6 —— aut(gn .

Der algebraische Quotient von g nach der Aktion von Ad(G) 14Bt sich,
shnlich wie der adjungierte Quotient von G , mit Hilfe der jetzt additiven
Jordanzerlegung

x = xs+xn ’ [xslxn] = 0 '

fir Elemente von g in der Form

X' : g — bh/W
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realisieren, wobeli x € g auf den Durchschnitt (Ad(G) °* xs)n h des Or-
bits des halbeinfachen Teiles x, von x mit h abgebildet wird (vgl.

[xostant ]).

Die analytische Exponentialahbildmg exp : g * G induziert einen Isomor-
phismus exp : V' >V von einer Umgebung V' von X'(0) in h/W auf
eine Umgebung V von X(e) in T/W und einen G-&quivarianten Isomorphis-
ms x'-l(v') > x_l(v) der Urbilder, so da8 das folgende Diagramm carte-

sisch ist (vgl. [81odowy2] 3.15):

g > x’-l(V') .0 JEN x-i' V) ¢ G
x' X
e > v ZXP > V < T/™

Fir die Untersuchung der Deformationstheorie der einfachen Singularititen
genlgt es somit die transversale Scheibe S an den subreguldren unipotenten
Orbit in G durch eine solche an den entsprechenden subreguliren nilpoten-
ten Orbit in g (oder auch in g* ) zu ersetzen. Wir glauben, daB dies
nicht blo8 technische Vorteile mit sich bringt (die z. B. beim Beweis der
~ Semiuniversalitit von x'|s : S+ h/W in [810dowy2] 8.7 wesentlich benutzt
werden) , sondern daB auch prinzipielle Grinde fdr eine Liealgebrentheoreti-
sche Interpretation oder, genauer, eine Interpretation im Rahmen der ko-

adjungierten Darstellung sprechen.

Einer dieser Grinde ist die Existenz einer symplektischen Struktur auf allen

koadjungierten Orbiten einer beliebigen (endlichdimensionalen) Liegruppe G.
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Diese wurde von Kirillov entdeckt und spielt eine wichtige Rolle in der
Darstellungstheorie (vgl. [Kirillov] ch 15, [Kostantz']). Sie ist wie

folgt definiert (vgl. loc. cit.):

Sei Oc g* ein Orbit der koadjungierten Darstellung Ad* , A€ ¢ und
z, die Liealgebra des Zentralisators 2z, = {ge G| Ad*(g) *X = A} . Dann
identifiziert sich der Tangentialraum TAO von O im Punkt A mit
E/EA und das Tangentialbiindel T,® mit dem assoziierten Bindel

Z
G x A(_g/g)‘) . Die Rbbildung

axg > g > €

(x,y) +—m— [x,¥] +—— A([x,¥]D)

faktorisiert dber eine nichtentartete, schiefsymmetrische und zx-invariante

Form
w, : (g/z)) x (g/z,) — C

und definiert daher eine G-invariante nichtentartete 2-Form w auf O .
Diese Form ist geschlossen, und sie ist reguldr (bzw. analytisch, bzw. dif-
ferenzierbar) wenn G algebraisch (bzw. analytisch, bzw. differenzierbar)

ist. In jedem Punkt )A'e @ hat o die Form
Ukl H (2/5A|) X (2/-2-)") b T
Wy (x,y) = A'(lx,¥yD

fir Reprisentanten X,y € g Von X,y € /2y, -

Bemerkung: Man beachte, daB fdr die Definition der Form w die Endlich-
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dimensionalitit von G keine Rolle spielt.

Im n&chsten Abschnitt werden wir die jetzt fiir jeden Orbit einzeln defi-
nierte Kirillov-Form wenigstens auf einer offenen Teilmenge einer redukti-

ven Liealgebra als relative Differentialform interpretieren.

2.6 Eine Lie-theoretische Petiodenabbildung

Sei G wieder reduktivund < , > : g X g +* T eine Killingform, die _g*
*

mit g und die koadjungierte Darstellung Ad mit der adjungierten Dar-

stellung A4 identifiziert. Die Kirillov-Form auf einem adjungierten Orbit

@ c g ist dann auf dem Tangentialraum 'r;d % g/z, definiert durch
Wy * 5 xg9n — ¢
WX (;0;) - <A'[er]>

f0r Représentanten x,y € g von X,y .

Sei gr die Ad(G)-stabile Teilmenge der reguléren halbeinfachen Elemente
in g und hr = hn gt die W-stabile Teilmenge der regullren Elemente in
h . Dann ist g° das Urbild von h*/W unter X' . Sei § :=G/T x h' =
&G xT _If (hier operiert T trivi&l auf _!f" Yo b ¢ 1: +> 1: die Abbildung

$(gT,A) = Ad(g)*A und § : h* + h'/W die natfrliche Quotientenabbildung.

Das Diagramm
ir ¢ - ir
l pr, l x'
n* LN

v



2-13

ist dann cartesisch, und ¢ realisiert gr als Quotienten der affinen

Varietat j_r = G/T X Er nach der freien Rechtsaktion der Weylgruppe W

" 5 .Y
g xwv g

((gT,A) ,w) r— (gw‘l‘,w-l'k) .

Insbesondere ist _gr ein algebraisches Faserbilindel tber _llr/W mit Fasern

G-isomorph zu G/T (fdr Details vgl. [Slodowy,] 3.3). Die Zuordnung

2 * 2. *
A, € A(g/z,) = AT (AA(G) M)

definiert also eine relative 2-Form

w o1 g —— AN (F | mEmy .

Lemma 1: Die Form ® ist regqullr.

*
Beweis: Es genligt die Regularit&t der zurlckgezogenen Form ¢ w nachzu-

*
weisen. Dies folgt unmittelbar, wenn wir ¢ w als den Schnitt

gr —_——— AZT* (gr Ihr)

6 xT hF ~——— G xT(n x A% (g/h)*)

(9 * 1) —— g » (prx)

interpretieren, da die Abbildung gr > £ (g/h)* , A = w, + dle Einschrén-

kung einer linearen Abbildung auf h ist. (Hier haben wir die Tangential-

réume g/z, fOr alle Ae h” mit g/h identifiziert.)

*
Da die Einschrénkung von w auf einen Orbit &< _g_r bzw. von ¢ w auf
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eine Faser von _§r + p_r geschlossen ist, stellt sich die Frage nach der

Kohomologieklasse dieser Form.

Nach einem Satz von A. Borel (vgl. [Borelzl) definiert die Abbildung
* 2 ,
T : H —— B°(G/T,Z) v

die jedem Charakter A\ € a* die negative Chernklasse des der entsprechen-
den Darstellung 7T - E* = GI.l (€) assoziierten Bilndels G xT €C(A) zuord-
net, einen W-&quivarianten Isomorphismus (die Aktion von W auf
#2(G/T,Z) ist dabei von der Rechtsaktion von W auf G/T induziert).
Wir erhalten somit eine Identifikation von H2(G/T,0) mit H @ =h ,

und, tber die Killingform, mit h .

Sei Aeh,uw € A2 (g/h)* definiert durch w, (&, 7) = <A, [x,y]> , und
wld) ¢ G/T + G x° £ (g/h)* , gT — g + w, » die resultierende G-invariante

geschlossene 2-Form auf G/T .

Lemma 2: Die Kohomologieklasse ‘[w(\)] € Hz (G/T,C) ist gleich A unter

der obigen Identifikation von H2(G/T,C) mit h .

Beweis: Offensichtlich genigt es die Behauptung fOr ganzzahlige A , 4. h.
A€ H. zu beweisen. In diesem Fall ‘lst dann zu zeigen, daB [w())] die
Chernklasse des Geradenbiindels G xT C(-A) ist. Dies folgert man entweder
mit [Borel-nirzebruch] 14.6 oder mit [Kostantzl 5.7 durch Reduktion auf
die kompakten Formen Gc T, von G, T (in [Kostantz] erscheint w(A)

c
als die xrﬁmunésfom einer 'rc-invari.anten Metrik auf G xT c-2) ).

Sei nun G einfach vom Typ A , D oder E , und S< g eine gentgend
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kleine transversale Scheibe an den subreguléren nilpotenten Orbit in g -
In [Slodowyl] 4.5 wird gezeigt, daB die Inklusion Sn @& + O fir alle
adjungierten Orbiten & in gr nahe bei Nil(g) einen Isomorphismus in

der zweiten Kohomologie induziert
2 ~ 2
" (0,€) /@ H (O n S,0)

Die Milnorfaserung st » l‘l_r/w wird ebenso wie die Faserung gr > _q_r/w
nach Rickzug mit der Uberlagerung _llr > _t_x_r/w trivialisiert (vgl. z. B.

loc. cit.).

Sei U¢e _l_\_r das Urbild unter ¢ von x'(sH) e gr/W . (Fir eine geeignete
Scheibe S gqgilt 0 = Er , vgl. loc. cit..) Fixieren wir eine Faser
F=s"no& von x' : st » gr/w als "die" Milnorfaser, so erhalten wir nun

mit den Lemmata 1 und 2 in der Terminologie von 1.19:

Satz: Die Einschrénkung der Kirillov~Form w auf sr induziert eine

Periodenabbildung
~ 2
P, y —— H"(F,C) ’

die beziiglich der Identifikation von HZ(F,&) = H2(®,0) mit h die Ein-

schrinkung der Identitd&t idh auf U ist. Insbesondere ist P, nicht

entartet.

Bemerkung: Es wire interessant die obige Periodenabbildung mit der in

[Loo:l.janqa1 3] zu ldentifizieren. In Anbetracht von Theorem 3 in [Var—
14

chenko-Givental] sind beide Abbildungen auf jeden Fall in dem dortigen

Sinne &quivalent.



KAPITEL 3: KAC~-MOODY-LIEALGEBREN

3.1 Wurzelbasen

Sei R ein kommutativer Ring, der die ganzen Zahlen Z enthdlt (i.e.
R=2Z,®, R,oder € in unseren Anwendungen).

Eine R-Wurzelbasis ist ein Tripel (H,V,A) bestehend aus

e einem freien R-Modul H von endlichem Rang,

* einer Familie V = (hi) , 1€ I , von Elementen hi € H beziglich einer

endlichen Indexmenge I ,
¢+ und einer Familie A = (ai) , 1 € I , von Elementen a; € ¥ = HomR(H,R)

beziiglich derselben Indexmenge I .

Der Rang r von H heiBt der reduktive, und die Cardinalitidt 1 = |I| von

I heiBt der halbeinfache Rang von (H,V,A) . Wir lassen auch den Fall I =0,

also 1 =0, zu.

Die ai , L €1 , (bzw. hi € H, 1 €1 ) heiBen die einfachen Wurzeln (bzw.

Kowurzeln) von (H,V,A) . Statt hi schreiben wir gelegentlich auch (ai)v

oder h, , entsprechend AV fir V . Die R-wertige Matrix A = (A
i

i, €1, mit

Aij - “j(hi)

heiBt die Strukturmatrix von (H,V,A) .

Ein Morphismus von R-Wurzelbasen
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besteht aus einem R-Homomorphismus
$ : H +~ H'

und einer Bijektion

mit der Eigenschaft

¢ty = ier ,

L]
hO(i) !
und

¢*(u5) = a , Jeg ,
wobedi ¢* : %+ H¥® ale zu ¢ transponierte Abbildung bezeichnet.

Seien A-Hﬁﬂ),hkel,h'-uﬂﬂ),LlEJ,dmsuummunun

der beiden Wurzelbasen. Dann gilt offensichtlich

Ak = Mok C

Wir folgern auch unmittelbar

Ker ¢ C {heulai(h)=o far alle i € 1}
ker ¢¥ < {y e m’ |y(h5)-o far alle j e J)
Bild ¢ > R'{h5|J€J}

Bild ¢* > Re {o, |1 €1}

Wir sagen (¢,0) sei ein Isomorphismus von Wurzelbasen, falls ¢ : H+> H'

ein Isomorphismus ist.

Eine R-Wurzelbasis (H,V,A) heiBt frei, falls die Elemente hi €EH,i1€e1I,

und die Elemente ui €H ,1¢€1I, jeweils R-linear unabhingig sind.



Jede Matrix A € Ml(R) 138t sich als Strukturmatrix einer R-Wurzelbasis mit
halbeinfachem Rang 1 realisieren. Soll diese frei sein, so muB der reduk-

tive Rang r mindestens den Wert 21 - Rang(A) = 1 + Korang(A) haben. Jede
R-Wurzelbasis (H,V,A) ist Subquotient einer freien R-Wurzelbasis, d. h. es

gibt Morphismen
(¢IU) 2 (HIVIA) + (A rv' AY)
(llh’l') H (g" IV"IA") + ("' ,V"A‘)

von R-Wurzelbasen, wobei (H",V",A") frei, ¥ surjektiv und ¢ injektiv
ist. Ist A € Ml(R) und R ein Kdrper, so sind alle freien R-Wurzelbasen
mit Strukturmatrix A und minimalem reduktiven Rang r = 1 + Korang(A)

zueinander isomorph.

Seien (H,V,A) , (H',V',A') 2zwei R-Wurzelbasen, V = (hi)i €1’

V' = (h , & = (o A'=(aj)jeJ.Sei

5€ea 1 er
H' = H®H'
A L P

A" = o))y 1 vy

Fassen wir V" (bzw. A" ) in kanonischer Weise als Familie von Elementen in

H" (bzw. (H")* =pg*en* ) auf, so definiert
(H" 'Vn 'An )

eine neue R-Wurzelbasis, die direkte Summe

(4,V,A) © ' ,V',A") .

Eine R-Wurzelbasis heiBt unzerlegbar falls sie sich nicht als direkte Summe



zweier R-Wurzelbasen (H,V,A) und (H',V',A') mit H,H' # {0} schreiben

last.

Eine Matrix A = ((Aij))i'j €1 heiBt zusammenhingend falls es keine Zerle-

gung

I = I VIl

in disjunkte nichtleere Teilmengen I1 ’ 12 gibt mit

Aij'A = 0

fir alle i € I1 r 3 e 12 .

Eine R-Wurzelbasis heifit zusammenhingend, wenn ihre Strukturmatrix zusammen-

hingend ist.
Sei nun R ein K&rper.

Jede unzerlegbare R-Wurzelbasis (H,V,A) mit halbeinfachem Rang 1 und Struk-
turmatrix A hat dann einen reduktiven Rang r < 1 + Korang(A) . Es gilt das
Gleichheitszeichen genau dann, wenn (H,V,A) frei ist. Ist (H,V,A) frei und
unzerlegbar, so ist (H,VY,A) auch zusammenh&ngend (dies gilt nicht unbedingt
fdr nichtfreie Basenl!). Jede freie R-Wurzelbasis zerlegt sich in eine direkte
Summe unzerlegbarer freier Wurzelbasen

sg% (Ripvi,Ai) .

(Die Zahl der Summanden mit Vi - Ai = @ ist dabei gleich r-l-Korang(A) .)

Sei (H,(hi)1 e I,(cx.i):'_ c 1) eine R-Wurzelbasis und ¢ : R+ R' ein Homo-

morphismus kommutativer Ringe, Z € R' . Mit



(H ®, R',(h}) .(Gi) )

R i'fe1 ie1

wobei hi (bzw. ai ) das Bild von h in H oR R' (bzw, das Bild von

i

oy in H*'OR R' = (H QR R')*) ist, erhalten wir dann eine R'-Wurzelbasis,

die Basiserweiterung (H,V,A)R, von (H,V,A) mittels ¢ .

Konventionen: 1Ist (H,V,A) = (H'(hi)i € I,(ai)i € I) eine freie R-Wurzel-

basis, so sind die Abbildungen

und

injektiv. Wir kdnnen dann V (bzw. A ) als indizierte Teilmenge von H

(bzw. H*) auffassen, und es gilt dann in H (bzw. %)
Vn -V = ¢
An-A = ¢ .

Die durch die Indizierung vermittelte Bijektion

A =+ v

Gi Lad hi

138t sich nun in der Form

A »~ v

Lag h -

schreiben. Ahnlich kénnen wir die Strukturmatrix A durch A indizieren



A = ((Ahs)?a's €A

AGB = B(ha) .

Bel der Konstruktion gewisser Liealgebren in diesem und dem nichsten Kapitel
ermdglichen diese Fakten eine Skonomische Notation. Obwohl wir uns im wesent-
lichen auf die Untersuchung freier Wurzelbasen beschrinken werden (und kdn-
v nen) wollen wir jedoch auch den Fall nichtfreier Wurzelbasen betrachten. In

dieser Situation gelten die obigen Eigenschaften i. a. nicht mehr:

Beispiele: 1) Sei A = (_g -g) » H=2Zh, ® Zh, , V= (h) , 8 = (ai) '

i= 1,2' mit
al(hl) = 2 = -a.l(hz)
az(hz) - 2 = -uz(hl) .
In diesem Beispiel sind die Abbildungen

i v h und 1 b o

i i

noch injektiv, so daB wir V (bzw. A ) als Teilmenge von H (bzw. H¥)
auffassen kdnnen. Es gilt jedoch AN ~-A = A £ ¢ .

22
2) Ssel A= (33 H=Zh ®0Zh, ,V=(h) ,A=(a),4i=1,1, mit

Gi(hi) = di(hz) = 2 ’ i = 1'2 .

Es gilt also a in B*.

1 =%

Un dennoch die besagte Skonomische Notation auch im Fall nichtfreier Wurzel-
basen beibehalten zu kdnnen, werden wir die folgenden Konventionen fdr eine

Wurzelbasis (H,V,A) benutzen:



Nach Definition ist V (bzw. A ) eine Teilmenge von I X H (bzw. I x H¥),

Sei

h = (i,hi) €V

a = (j:G)EA

]
x € H

Yy € u*
Wir setzen dann

Y(h) := Y(hi)

a(x) := aj(x)

oa(h) := aj(hi)
~h = (1,-h))
- = (j,-aj)

o' =h, = (3,hy)
also

-V = {-h|he"
N o | a € A}
Ay = ¥

Es gilt dann (in I X H bzw. I X H*W

VNn-Va= g
An'A-¢ [

und die natiirlichen Abbildungen

sind nach Definition injektiv.



Ist die Basis (H,V,A) frei, so sind die obigen Operationen unter den Ein-

bettungen
V+H8H , A+ u¥
vertr&glich mit den entsprechenden Operationen auf H , BH¥ und =H x H* .

Das Wurzelgitter TI' (bzw. Kowurzelgitter L ) einer R-Wurzelbasis (H,V,A)

ist der freie Z~- Modul

I‘-@Zu

onel

auf A , (bzw.

1= D zn

hev

auf V ). Durch die Vorschrift

a = (1,ai) ad oy

» 1L €1 ,

h = (i'hi) - hi.
werden Z-lineare Abbildungen

u:I‘*B*

vV : L + H
definiert, d4ie Paarungen
' L + R

(y,h) ¥» y() = u(y)(v(h))



''xu® »> R

(y,h) ¥ y(h) = u(y)(h)

induzieren.1st (H,V,A) frei, so sind 4 und V. Einbettungen, und wir

identifizieren dann T (bzw. L ) mit ihren Bildern in H¥* (bzw. H ).

3.2 Verallgemeinerte Cartanmatrizen, Symmetrisierbarkeit

Sei I eine endliche Menge und A = ((A,.)) , i, € I , eine ganzzahlige

i3
Matrix. Dann heiBt A eine verallgemeinerte Cartanmatrix oder GCM (fir:

generalized Cartan matrix) falls die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

A, =2 v » Lerxr ,
By £ 0O r L#jer ,
A, = O <> A, =0 , i,jer .

1ij i

Gelegentlich werden wir eine verallgemeinerte Cartanmatrix auch einfach als
Cartanmatrix bezeichnen. Urspringlich war die letztere Benennung fir die Ma-

trizen von endlichem Typ reserviert (vgl. 3.5).

Eine Wurzelbasis heifit Cartansch oder GCM-Datum, wenn ihre Strukturmatrix

eine verallgemeinerte Cartanmatrix ist.

Jede Cartansche R-Wurzelbasis 148t sich als Basiserweiterung einer Cartan-

schen Z -Wurzelbasis mittels Z + R erhalten.

Bemerkung: Ist (H,V,A) eine Cartansche Wurzelbasis, so kdnnen wir V

(bzw. A ) als indizierte Teilmenge von H (bzw. H*) auffassen. Wegen
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“1“‘1) = Au = 2

a,(h,) = A, < O

3 i)

a(h) = A, < 0

sind die hi € H (bzw. ay € 8*) nimlich paarweise verschieden.

Sei R ein Ring wie in 3.1. Eine R-wertige Matrix A = ((Aij)) » 1,jJe1,

heiSt symmetrisierbar, wenn es Elemente d:L er\fo} ,1€1, gibt mit der

Eigenschaft

far alle i,jeI.

8ind die 4, invertierbar, so gilt auch

i

-1 -1
Aij'(dj) = Aji.(di) .

Ist A zusammenhdngend, so sind die d, bis auf einen gemeinsamen Faktor

i
eindeutig bestimmt.

Eine Wurzelbasis heife symmetrisch (bzw. symmetrisierbar) wenn ihre Struk-

turmatrix symmetrisch (bzw. symmetrisierbar) ist.

Sei nun (H,V,A) eine symmetrisierbare R-Wurzelbasis, und D°*A die symme-
trisierte Strukturmatrix. Dann induziert D*A eine symmetrische Bilinearform

auf dem Wurzelgitter

(,) ¢+ T'xI - R
durch

((1tﬁi)v(j10j)) - di Aij .
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Durch

A

erhalten wir eine entsprechende Form auf dem Bild u(T) C H *, die wir zu

einer symmetrischen Bilinearform
(,) : H*xH* + R

auf ganz 5% mit der Eigenschaft

1
@) = 3 (@ ,a)oh) wern® , i1e1 ,

ausdehnen kdnnen. Eine solche (im aligemeinen nicht eindeutige) Form auf n¥

nennen wir invariant.

Sind die di invertierbar, z. B. wenn R ein Kdrper ist, oder wenn wir eine

Z~- Wurzelbasis nach Basiswechsel als @-Wurzelbasis auffassen, so definieren
wir auf dem Kowurzelgitter L (bzw. seinem Bild V(L) ¢ H ) eine symmetri-

sche Bilinearform durch

-1
((i'hi)'(j'hj)) = Aij dj

-1

(bzw. (hi'h ) = A dj ). Die Form auf v(L) 148t sich zu einer symmetri-~

3

schen Bilinearform

i3

() HXH + R

mit der Eigenschaft
1
(h'hi) -7 (hi'hi)ai(h) + he€eR ’ ier '

fortsetzen. Eine solche (im allgemeinen nicht eindeutig bestimmte) Fortsetzung

nennen wir eine invariante Form auf H .
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3.3 Coxeterdiagramme

Sei (H,V,A) eine Cartansche Wurzelbasis. Das Coxeterdiagramm A von

(H,V,A) ist dann wie folgt definiert:

A ist ein Graph mit Eckemmenge A , und zwei Eckpunkte a,BE€ A , o #8 ,

werden durch eine Kante genau dann verbunden, wenn
u(ha) ¥ O ( <=> B(ha) # 0)

gilt. Zusitzlich wird eine solche Kante mit einem Coxeterkoeffizienten

maﬁ - mBa € N v {»} bewertet. Dieser wird durch die folgende Tabelle de-

finiert
a(hg) *B(h,) | 0 l 1 l 2 | 3 | 34|
®a8 l 2 I 3 | 4 | 6 | "1

Die Bewertung mit 3 entfillt Oblicherweise (ebenso wie die der leeren Kan-

temit 2 ).
Es ist offensichtlich, daf das Coxeterdiagramm é_ nur von der Strukturmatrix

A = ((AGB)) ’ o,8el
A“B - B(hc)

abhingt. Wir sagen daher auch, A sei das Coxeterdiagramm von A .

Das Coxeterdiagramm A ist genau dann zusammenhingend (als 1-dimensionaler

Komplex) wenn (H,V,A) zusammenh&ngend im Sinne von 3.1 ist.
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Beispiele: 1 = card(d) = 2

Strukturmatrix A Diagramm A
&3 .
2D _—
2 —4 .

3.4 Weylgruppen

Sei (H,V,A) eine Cartansche Z-Wurzelbasis. Sei h = H ozc und

!1_* = g* sz . Jeder Wurzel o € A wird durch

8 : h =+ h
a — —

s,(M) = h-amh, , heh

eine Spiegelung auf h zugeordnet, die sowohl H als auch H®_ 1R <h in

4
sich Uberfihrt. Die kontragrediente Aktion von Sy auf _tl* wird durch die

analoge Formel

- - *
8, (@) w-whjae , weh ’

beschrieben, Auch diese Aktion Gberfihrt H* und E* 8, Rch* in sicn.

Die von den Transformationen 8, o € A , erzeugte Gruppe W < Aut(h) heiBt

die Weylgruppe der Wurzelbasis (g,v,4) .
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Zerlegt sich (H,V,A) in die direkte Summe zweier Wurzelbasen
(l@ll,\T1 'AI) ® (HZ'VZ'A2)
80 zerlegt sich die Weylgruppe W in das direkte Produkt

W = WIXNZ

der zugehSrigen Weylgruppen. Aus der Tatsache, daB es zu gegebener Struktur-
matrix bis auf Isomorphie nur eine freie C-Wurzelbasis minimaler Dimension
gibt, folgt somit, daB die Struktur der Gruppe W fir eine freie Wurzelbasis
unabh&ngiq von der Auswahl der (freien) Wurzelbasis zu gegebener Struktur-

matrix ist, also nur von der letzteren abhiingt.

Von nun an sei (H,V,A) frei. Mittels einer geometrischen Analyse der
W~Aktion auf H ’z IR oder den spiter einzufiihrenden Kac-Moody-Liealgebren
148t sich zeigen, daB (W,{sal a € A}) ein Coxetersystem ist, dessen Coxeter-
diagramm gerade das in 3.3 eingefdhrte Diagramm A ist (vgl. [Hoody-’l‘eo] '
[V:l.nberg] ' [LooijengaS] ). Daraus folgt unter anderem, daB die Einschrankungen
der W-Aktion von H auf das Kowurzelgitter L bzw. von H * auf das Wurzel-

gitter I' treu sind.

Im folgenden fassen wir V (bzw., A ) als Teilmenge von H (bzw. B*) auf.
Die Bahn We*A der einfachen Wurzeln unter W heift die Menge R der reel-
len oder Weylwurzeln, entsprechend W'V die Menge der reellen oder Weylkowur-
zeln. Man kann zeigen, daB es eine eindeutig bestimmte Fortsetzung der Bijek-

tion
V i A +V

zu einer W-equivarianten Bijektion
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R o+ wy

Vi
gibt ([Looijengasl ’ [Kac-PetersonI]) . Daher bezeichnen wir WeV auch mit

RV una YV,Y e R , mit hY .

Sei y=w(a) , &« € A . Dann heiBt

-1
S, = WS W

Y a

die Spiegelung zu Y . Es gilt

h) = h - y(h)h ' heh '
SY() Y()Y €h

und

s @ = o-wh)y wen* |

Sei nun (H,V,A) auch symmetrisierbar und ( , ) eine invariante Form auf

g ¥ (bzw. H ). Dann gilt fir alle Y €& ZR :

= - 2(‘01!) *
sY((u) (0] oY) Y + ®W€EH

und

2(h,h)
sY(h) = h- (hY.hY) hY '

heH .

Daraus ergibt sich unmittelbar, daB die Weylgruppe W die Form ( , ) auf

H* (bzw. H ) invariant 1&8t.

Bemerkungen: 1) Die Weylgruppen fir nichtfreie Wurzelbasen kdnnen gegen-
(lber denen des freien Falls degenerieren. Sie sind im allgemeinen echte Quo-
tienten der "freien" Weylgruppen (fir Beispiele betrachte man den affinen

Fall).

2) Mit den gleichen Formeln wie oben 148t sich eine Gruppe W filr Wurzel-

basen definieren, die nicht Cartansch sind. Diese Gruppe wird jedoch keine
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Beziehung mehr zu den in 3.6 eingefdhrten kontragredienten Liealgebren ha-
ben. Anders verhdlt es sich mit den in Kapitel 4 behandelten GIM-Liealgebren

zu GIM-Wurzelbasen. Wir werden darauf jedoch gesondert in 4.3 eingehen.

3.5 Klassifikation der verallgemeinerten Cartanmatrizen

Sei I eine endliche Menge und A = ((A“))' , 1,3 € I , eine verallgemeiner-

te Cartanmatrix. Wir sagen A sei zusammenhingend genau dann, wenn es keine

Partition

I = Ilul:2

in nichtleere disjunkte Teilmengen 11 ’ 12 gibt mit

Ay = Ay = O

far alle ieIl,jeIz.

Eine Wurzelbasis mit Strukturmatrix A ist zusammenhi&ngend genau dann, wenn

A 2zusammenhingend ist.

Vinberg ([Vinberq]) hat eine grobe Klassifikation der zusammenhingenden ver-
allgemeinerten Cartanmatrizen gegeben. Dazu betrachten wir die folgende,

nicht unbedingt freie Z-Wurzelbasis (H,V,A) mit Strukturmatrix A :

e H sgei der freie Z-Modul Gber V , i.e. H := @ Zh

ie1I i

e die einfachen Wurzeln oy € n* ,» 1 €I , seien dAurch
ui‘hj) - Aji (4 ilj e I ’

definiert.
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Sei nun

B = { ] kb eB|k >0 firalle 1e1}:

ierx

++ .

B = { ] xh €8x >0 far alle i €1}-
i1éx

€ := {hen|a () 20 firalle ie1}"

¢ := {neH|a (h) >0 for alle L €T1}-

K := {heH|a,(h) =0 fir alle L eI}-

Dann ist A entweder

« vom sphirischen oder endlichen Typ, d. h. det A# 0 ‘und CcH' 'y {0}

oder

» vom euklidischen oder affinen Typ, d. h. Rang(A) = 1-1, 1 = |1| , und

C=X=2zh firein her ",
oder

¢+ vom allgemeinen Typ, d. h. es gibt ein h € H++ mit -h € C , und

g'n T= {0} .
Beispiele: Wir betrachten die Matrizen
2 -d
A= (g Q)

mit 4 =1,2, >3 . Dann ist A entsprechend der Reihenfolge von endlichem,

affinem oder allgemeinem Typ.



3-18

Nl

K=

SV
-

Jede Cartanmatrix von endlichem oder affinem 'ryp' ist symmetrisierbar. Die
symmetrisierte Matrix ist definit im ersten und semidefinit im zweiten Fall.
Die Symmetrisierung einer symmetrisierbaren Matrix von allgemeinem Typ ist

immer indefinit.

Die zusammenhingenden verallgemeinerten Cartanmatrizen von endlichem Typ sind
genau die Gblichen Cartanmatrizen der Typen Al ' B1 v cl v D1 ' E6 ¢ E.’ ’ Ee .
F 4’ G2 aus der Theorie der einfachen endlichdimensionalen komplexen Lieal-

gebren.

Khnlich lassen sich auch noch die verallgemeinerten Ca;ta:mttizen von affi-
nem Typ aufzdhlen. Wie im endlichen Fall 148t sich ihre Information voll-
stindig in einem Dynkindiagramm verschl{isseln. Dazu modifizieren wir das jedem
Wurzeldatum (H,V,A) mit Strukturmatrix A zugeordnete Coxeterdiagramm 4

in der folgenden Weise:

Zwei Eckpunkte «,8 € A werden nun durch eine (a(hB) . B(ha))-fache Kante
verbunden. AuSerdem wird die von o nach £ fdhrende Kante mit einem

"¢"-Zeichen versehen, falls a(hs) > B(h“) gilt.
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Beispiel: e amr—s
1 B

falls G(hB) = -1, B(ha) = -2 .

Die zusammenhingenden Cartanmatrizen vom affinen Typ entsprechen nun den

Dynkindiagrammen der folgenden Listen:

A{” =

A(i) , D> 2 — e —
n -— R
B(l) n>3 ]
’ - ..........___*

C(1)0n22 Py g e e gy

n

D(l)’n24 t——I——o ------ -o—l—‘

n

(1)

gl

7 L - - 4 . °

(1)
Eg

T
9
[ 3

(1) . . ) .
Fa

Gé“ —— by

(Die Zahl 1 der Eckpunkte in der obigen Liste ist gleich n + 1 , wobei n

(1)

der untere Index in der Bezeichnung xn ist.)
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(1) % - al2) !
(B_."7) AZn—l e n>3 e cgp———

n

-
(¥ - 82 ———

G o o —

At ==

a2 a2 U

(Die Zahl 1 der Eckpunkte ist gleich n + 1 , wenn n im unteren Index

der Bezeichnung xé’a ) auftritt.)

Der obere Index (k) in den obigen Bezeichnungen ist die sogenannte "tier
number" ([Moodyz] ). Sie ist eng mit der Xonstruktionder zugehdSrigen Xac-Moody-

Liealgebren verkndpft (vgl. [Kgcll) .

Bemerkungen: Bei verallgemeinerten Cartanmatrizen von allgemeinem 'ryp 148t
sich die Information der Matrix im allgemeinen nicht mehr in einem Dynkin-

diagramm der obigen Art verschlilsseln. Man betrachte z. B. die Matrizen

2 -6
(Lo J)

2 -4
und (_3 2) [
die das gleiche Dynkindiagramm liefern. Die Konventionen fiir Schnittdiagramme
von Singularititen (1.10) sind nicht konform mit denen fir Dynkindiagramme.

So entspricht der Matrix (2 “2) aas

Dynkindiagramm __—_—
und das

Schnittdiagramm ey
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Wir hoffen durch die unterschiedliche Namensgebung eine Konfusion vermeiden

zu kdnnen.

Wir nennen eine zusammenhdngende Wurzelbasis von endlichem, affinen, oder

allgemeinen Typ, wenn ihre Strukturmatrix diese Eigenschaft hat.

3.6 Kontragrediente und Kac-Moody-Liealgebren

Sel R einRingmit Z < RCC und (H,V,A) = (H'(hi)i e I’(ai)i e I)
eine R-Wurzelbasis. Ist (H,V,A) nicht frei, so benutzen wir im folgenden

die in 3.1 eingefilhrten Konventionen betreffend V und A .

Sei :'f_ die freie komplexe Liealgebra, die erzeugt wird von dem komplexen

Vektorraum h = H €, € sowie Elementen e

! a € A , und £ der Quotient

von E:'. nach dem von den folgenden Relationen erzeugten Ideal:

[hn] = o ., hmh'eh ,
[he,] = ate, .+ heh , o €xr ,
[ea,e_s] = 8,00, , aBEA .

sei T das Wurzelgitter zu (H,V,4) (vgl. 3.1). Durch die Vorschrift
Grad(e,) = & und Grad(h) = 0 , h€ h , wird £ zu einer '-graduierten Lie-
algebra

e - D .

- vyer Y
Sei r c £ das groBte I-graduierte Ideal, das £ nur in {0} schneidet.

Dann heiBt
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die kontragrediente Liealgebra zu (H,V,A) . Ist die Wurzelbasis (H,V,A)

Cartansch, so heit g auch die Kac-Moody-Liealgebra oder die GCM-Liealgebra

zu (BIVIA) .

Beigpiel: 1Ist (H,V,A) eine unzerlegbare Cartansche Wurzelbasis von endli-
chem Typ, so ist g die entsprechende endlichdimensionale einfache Liealgebra.
Ist diese Basis nicht von endlichem Typ, so ist g unendiichdimensional. Fir

Beispiele vom affinen Typ vgl. [KacI] ’ [Moodyzl und 3.11.

Das Ideal r c £ heiBt das Radikal von £ . Mit £ und r ist g ebenfalls
I'=-graduiert
- D, .
vyer Y
Die Menge I := {y e I'\{o}| % # {0}} heiBt die Menge der Wurzeln von g .

Es gilt nun (vgl. [Kac,], [Mooay,]):
1) Die Projektion £+ g ist injektiv auf h v {e |a €A} .

Wir bezeichnen die Bilder dieser lilenge daher mit den gleichen Symbolen.

2) g, =h

+

3) =tz , wbei 2" =-2t una £t =32n nea

4 Aci, alsoauch -Aci , und gy = Te, ,a €.

3
Sei ut 1= @ 94, + Dann ist u  eine Unteralgebra von g , und
- aezt T

g = uweneu .

Bemerkung: Ist (H,V,A) frei, so bettet sich das Wurzelgitter I in a*

ein. Es gilt dann
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£, = {x € £] [n,x] = y(h)x far alle h e h}
g, - {x €g| [h/x] = y(h)x far alle heh} .

Die Zerlegung von f (bzw. g ) in die I'-homogenen Bestandteile ist dann
also die Eigenraumzerlegung bezlglich der adjungierten Aktion von h auf f

(bzw. g ). Insbesondere ist nun jedes Ideal in f automatisch I'-graduiert.

Sei (¢,0) : (H,V,A) + (H',V',A') ein Morphismus von R-Wurzelbasen. Sei g
(bzw. g' ) die kontragrediente Liealgebra zu (#,v,A) (bzw. zu (B',V',A') )

erzeugt von h = H ® € und Elementen e

y r @ €*A (bzw. h' =H' ®C und

Elementen eyt * o' € *A' ). Nach Definition induziert die transponierte Ab-

bildung ¢ : H' + B ein Bijektion

A +» A .
Durch die Vorschrift

Qlﬂ = ¢

Neta) = et¢*-1 @) , @ €A
wird ein Liealgebrenhomomorphismus

¢ : g * g
induziert. Es gilt dann

Kern § = Kern ‘bll‘_

und das Bild von ¢ ist ein Ideal in g' , das die von den Elementen

ea| ’ a' € A ’
h a' @ A’ ’

a' !
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erzeugte Lieunteralgebra g_'cc g enthdlt. Die Inklusion h' *+ g' induziert
einen Isomorphismus
Kokern th > KXokern & '
und ist d ¢ h' ein Supplement zu &(h) , i.e.
h' = ¢(h)ed ,
so schreibt sich g' als semidirektes Produkt
q' = 0(g)»nd .
Ist insbesondere H = Re {h1|1 € 1} ‘und ¢ die Inklusion H + H' , so ist
g = g'©

Sind alle Diagonaleinginge o' (hu') der Strukturmatrix von (H',V',A') un-

gleich O , so ist g'c die Kommutatorunteralgebra von g' .

Aus den Resultaten idber Wurzeldaten (3.1) folgt nun, daB jede kontragrediente
Liealgebra Subgquotient einer kontragredienten Liealgebra mit freiem Wurzel-

datum ist.

Zerfillt die Wurzelbasis (H,V,A) in eine direkte Summe °

(a',v',4') ® (B",V",A") , 80 zerf&llt g in die direkte Summe
g ~gey
der entsprechenden kontragredienten Liealgebren g¢' und g" .

Sei (H,V,A) 2zusammenhingend und Cartansch (oder zusammenhidngend und symme-
trisiexbar). Dann ist g im wesentlichen einfach, 4. h. ein I'-homogenes 1deal

von g enthilt entweder die Xommutatoralgebra g_° oder ist im Zentrum
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z(g) ¢ h enthalten. Ist (H,V,A) frei, so entfillt der Zusatz "I'-homogen"

(vgl. die frithere Bemerkung).

Ist die Wurzelbasis (H,V,A) symmetrisierbar und ( , ) eine invariante
Form auf H (vgl. 3.2), so 148t sich diese zu einer g-invarianten symmetri-

schen Bilinearform
(+) = gxg =+ €
([z.x],.9) + x,[2¥]) = O

fir alle x,y,z € g , ausdehnen (vgl. [Kacl]). bas Radikal dieser Form
{z €gl (z,x) =0 far alle x € g}

ist im Zentrum von g enthalten (loc. cit.).

Bemerkung: Nichtisomorphe Wurzelbasen k&nnen gelegentlich isomorphe kontragre-
diente Liealgebren liefern. Zum Beispiel 148t sich jede solche Algebra durch
eine Wurzelbasis (H,V,A) realisieren, fir die die Diagonaleingénge a(ha) ’
a € A , der Strukturmatrix nur die Werte O und 2 annehmen. (Ist a(ha) #0,
so ist die von ea ’ ha r € in g erzeugte Unteralgebra isomorph zu sl

—a
(andernfalls zur dreidimensionalen Heisenbergalgebra).)

2

3.7 Struktur des Radikals und Leviunteralgebren

Fir den Fall, da8 (H,Y,A) cCartansch oder symmetrisierbar ist, 148t sich die
Struktur des Radikals r < £ und damit die Pra&sentation von g explizit

machen.
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Sei (H,V,A) Cartansch. Fir die Strukturmatrix A = ”AGB))G.BG A’

AaB = B(ha., . gilt dann AGB <0 falls a ¥ B . Somit sind die Elemente

fir a,B €A , a £#B , in £ wohldefiniert. Sel r°c £ das von den Elemen-

ten

G_;B ¢ 6 + WBED , akB ,
in £ erzeugte Ideal. Dann gilt

o
rexr .

Seit Beginn der Theorie ist die Gleichheit vermutet worden ([Kacl] ). Ist
(H,V,A) Cartansch und symmetrisierbar, so gilt tats#chlich

(o]
£ =

nach den Resultaten von Gabber und Kac ([Gabber—xac] ).

Die zugehSrige Kac-Moody-Liealgebra g 148t sich somit als der Quotient der
freien Liealgebra auf h = H® € und Elementen e, r & € A , nach den fol-

genden Relationen definieren:

[h,h'] = 0 ’ h,h*t€eh ,
[h,ga] - m(b)ea ' heh , o €A v
‘a'.‘-B] - 6“8““ ’ u'B e A ’

I-AaB
&d(.u) (CB) = 0 ’ o8B €A » a #B ’

I-AGB
ld(._a) (._B) - 0 ’ o,B €A ’ a¥kB .
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Ist die Matrix A eine Cartanmatrix von endlichem Typ, so ist dies der Satz

von Serre ([Setrezl VI App.).

Zur einfacheren Beschreibung der Inklusionsverhiltnisse bei Kac-Moody-Lieal-
gebren fihren wir fir nichtsymmetrisierbare Cartansche Wurzelbasen den Be-

griff einer Pr&-Kac-Moody-Liealgebra ein. Darunter wollen wir, in den vorauf-

gehenden Notationen, eine Quotientenalgebra

g/e
; 1 o 1 o 1
fir ein Ideal r mit r < r < r verstehen. Ist r = r , so nennen wir
_f_/£° auch die universelle Pri-Kac-Moody-Liealgebra zur Wurzelbasis (H,V,A) .

sei (H,V,A) eine Cartansche Wurzelbasis und g = f/r die zugehdrige Kac-

Moody-Liealgebra mit Erzeugern h , ey, r O € tA . Sei A' < A eine Teilmenge
und 7' = @9V = {ha| a € A'} . Dann ist (H,V',A') wieder eine Cartansche
Wurzelbasis. Sei g' = f' /x' die zugehdrige Kac-Moody-Liealgebra mit Erzeu-

gern _}_x_,e&,aGtA' .

Ist (H,V',A') symmetrisierbar, so folgt aus der obigen Beschreibung der Ra-

dikale r und x' , daB die Abbildungen

id

n =% n

e! —+ ¢
o a

o €A’ '
einen Isomorphismus von g' auf die von h und den Elementen e, + @ € A

erzeugte Unteralgebra induziert.

Ist (H,V',A') nicht mehr symmetrisierbar, also auch (H,V,A) nicht, so er-
halten wir auf &hnliche Weise einen Homomorphismus der universellen Pr&-Kac-

Moody-Liealgebren
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FRNEE Vi 7/ SR S

Die von h und den Elementen e, +r @ €1A' , in g erzeugte Unteralgebra

erweist sich somit wenigstens als eine Pr&-Kac-Moody-Liealgebra zu (H,V',A').

Die Resultate in [Gabber-xac] beziehen sich auf die allgemeinere Situation,
da8 (H,V,A) nur symmetrisierbar, also nicht notwendig Cartansch ist. Die-
ser Fall ist nicht von direktem Interesse fiir uns, wegen spiterer Gegeniber-

stellungen wollen wir jedoch ein Beispiel auffihren.

Beispiel: Sei (H,V,A) die bis auf Isomorphie eindeutig bestimmte zweidi-

mensionale C-Wurzelbasis mit Strukturmatrix

Dann ist r = {0} , also g = £ . Dies impliziert, daB die Unteralgebren

s - D

g
ae}:" o

freie Liealgebren ber zwei Erzeugern e + @ €A, (bzw. e a'° €l)

sind.

3.8 Die adjungierte Gruppe

Sei (H,V,A) eine Cartansche Z-Wurzelbasis und g die zugehSrige Kac-Moody-

Liealgebra. Sei & € A . Dann erzeugen die drei Elemente

eins dreidimensionale Unteralgebra von g , die isomorph zu l].2 ist, und

die wir mit '12' a bezeichnen werden.
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Die Einschrankung

ad : 312,(1 + End(g)

der adjungierten Darstellung auf 312 o zerfédllt in eine direkte Summe end-

’

lichdimensionaler sl -Moduln. Dies folgt aus der Tatsache, da8 e, und

2,0 o

ey lokal nilpotent auf g operieren, d. h. daB es zu jedem x € g ein

n €N gibt mit
n
ad(eta) (x) = 0 .

Es genigt diese Eigenschaft fir die Erzeuger von g zu verifizieren (vgl.

[SerreZ] VI App.), und dafir folgt sie aus den g definierenden Relationen

(3.6, 3.7):
ey hh » e_, erzeugen eine Liealgebra isomorph zu 312 .
und
[esglesym]] = 0 fir h €h
[ea,e_B] = 0
l-AhB
ad(eu) (eB) = 0 - far a,B €A , a#£8B .
1-A
oB -
ad(e_a) (e_B) (o) )

Die adjungierte Darstellung

ad : sl + End(g)

2,a

148t sich somit zu einer Darstellung der entsprechenden komplexen Liegruppe

SL., 1integrieren

2

Ad : SL + Aut(g) .

2,0
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Ebenso 148t sich die adjungierte Darstellung von h
ad : h + End(g)
zu einer Darstellung
M : T + Aut(g)

des Torus T = H oz c® - Hom,, (a¥,0*) integrieren. Die Charaktergruppe von

t ist B* , und es gilt
Ad(t)x = a(t)x

for alle t €T, x€g_ ,a €I u {0}l (mittels der Abbildung L + T +&"

fassen wir die Wurzeln als Charaktere von T auf).
Sei c:M die von den Untergruppen
AT |, M(snz,u) r A GA
in Aut(g) erzeugte Gruppe. Dann heiSt GAd die adjungierte Gruppe von g .

Bemerkung: Ist T das Bildvon I in H , so gilt AA(T) = Hom, (F.c% .
Daher hangt ™ nur von g und nicht von der Z-Struktur der Wurzelbasis

(£,V,4) ab.

Von nun setzen wir (H,V,A) als frei voraus und identifizieren I als Teil-

menge von 8% . zu jeder einfachen Wurzel & € A sei X, € GM das Bild

01
-1 0o Sb

2,8 unter A4 , 4. h.

von (

r, ™ exp (ad ea).xp(-ad e_a)exp(acl ea) .

Aus der endlichdimensionalen Darstellungstheorie der Gruppe SL folgt

2,0
dann
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raﬂ_'l_) = h und rl = g

ra(g_Y) = SSQ (Y) ’ Y € z
wobei sa € W die Spiegelung zu o ist (vgl. 3.4).

Sei Ad(N) die von den Ty v 0o €A, und A4(T) 4in GAd erzeugte Unter-

gruppe. Dann ist Ad(N) eine Erweiterung von W durch Ad4(T)
1 + ad(T) + AA(N) > W+ 1 .

Die von den I, @ € A , in Ad(N) erzeugte Untergruppe ist eine Erweiterung
von W durch die von den Elementen ri € Ad(T) , o € A , erzeugte elementar-

abelsche 2-Gruppe.

Bemerkungen: 1) Alle Aussagen dieses Abschnitts Ubertragen sich unmittelbar

auf Pr&-Kac-Moody-Liealgebren.

2) 1Ist (H,V,A) nicht Cartansch, so operieren die Elemente €y ' e A,

im allgemeinen nicht mehr lokal nilpotent auf der zugehdrigen kontragredien-

21
1 2) !

+
die Relationen 9;8 = 0 s8ind nicht mehr erfdllt). Daher 1&B8t sich fir diese

ten Liealgebra (vgl. das in 3.7 gegebene Beispiel mit Strukturmatrix (

Liealgebren eine adjungierte Gruppe GAd oder Ad(N) nicht mehr konstruie-
ren. Es entfallen damit viele Eigenschaften des Wurzelsystems wie sie im
nachsten Abschnitt beschrieben werden. Unter anderem ist die Menge der Wurzeln
nicht mehr stabil unter der Aktion der "Weylgruppe" auf H (vgl. 3.4 Bemer-

kung 2).
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3.9 Eigenschaften des Wurzelsystems

Wir betrachten die gleiche Situation wie in 3.8, und wir setzen (H,V,A)
als frei voraus. Sei I CH * die Menge der Wurzeln von g . Aus den Eigen-

schaften der Transformationen T, € GN'il , 0 € A, folgt nun:

I ist stabil unter der Aktion der Weylgruppe W ,

di.mg_Y = di.mgww) fir alle YEL ,weWw .
Die Menge 8R = WeA der zu den einfachen Wurzeln W-konjugierten Wurzeln
heift (in Ubereinstimmung mit 3.4) die Menge der reellen oder Weyl-Wurzeln.

Das Komplement ZI = Z\ZR heift die Menge der imaginiren oder komplementiren

Wurzeln.

Es gilt }ZI = @ genau dann, wenn (H,V,A) wvon endlichem Typ ist. Wegen
g, =Te, fir a €A, folgt dimg =1 for vyer® . ror ye:l gt

dim gY > 1, und die Gleichheit tritt nur in einigen Randfidllen auf.

Wir definieren die HShe einer Wurzel Yy = 2 C 0 durch
a

ne(y) = I ¢, -
a€l

Das Wurzelsystem I ist durch die folgenden Eigenschaften als Untermenge
von I' = Z+A eindeutig festgelegt:

1) Acl

2) £=ztu-tt, wbei P =z ANA

3) ve I™\A => es gibt ein a € A mit vy-a ez’
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4) Y€l ,o€ld,yY#a, dann gibt es p,g € N mit der Eigenschaft:

1 pa = Yy

ii) y+ka €L <=> -p<k<q,kez .

Dabei ist die Eigenschaft 4) wieder eine Konsequenz der endlichdimensionalen

Darstellungstheorie von sl

2,0
Weiter gilt fir vy €I :
R
YeIm <= (Zea)nl = {za}

vyesl <= kaer fir alle k € z\{o} .

Ist we W und 1l(w) die Linge von w bezilglich der Erzeugenden Sy !

a€&lA, von W, so gilt

1w) = carafc ezt |wwe 7} .
Dann folgt

Y € th st < w(y)ez+ fir alle we W
und entsprechend

yeIln ™ «> wime I” firalle wew .

Zusitzliche Charakterisierungen der reellen und imagindren Wurzeln gibt es
fir den Fall, da8 (H,V,A) symmetrisierbar ist. Ist A die Strukturmatrix
und D eine strikt positive ganzzahlige Diagonalmatrix, so daB DeA symme-

trisch ist, so sei

b ¢« I'xT + 2z



3-34

die durch b(q.,B) = daAcB , 0,8 € A , definierte symmetrische Bilinearform.

Fir eine Wurzel Yy € I gilt dann

vyeI? <> by >0

I

Yyer® <> bly,y) <o .

Ist A schon symmetrisch, so kann man D = 1 w&hlen. Es gilt dann

R

YEI <= Dbly,y) = 2 .

Fiir Details und weitere Charakterisierungen in Spezialfillen vergleiche man

[msl ’ [MY3] M

Bemerkung: Die Aussagen {iber das Wurzelsystem bleiben auch fir Pri-Kac-
Moody~Liealgebren giltig. Eine Differenz ergibt sich hdchstens bei den Mul-

tiplizit&ten der imagindren Wurzeln.

3.10 Konjugationssitze

Im folgenden zitieren wir einige neuere Resultate von Peterson und Kac
([Peterson-l(ac] ), die zeigen, daB8 die adjungierte Gruppe GMl "hinreichend"

groB8 ist.
Sei (H,V,A) eine Cartansche Wurzelbasis, g die zugehdrige Kac-Moody-Lie-
algebra und G = GA‘d die adjungierte Gruppe von g (vgl. 3.8). Wir zerlegen

g = weney

(vgl. 3.6), und wir setzen

B = ney'
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Sei a < g eine Unteralgebra. Wir bezeichnen die Einschrinkung der adjun-

gierten Darstellung von g auf a mit

adE : a * End(g)

ada(a) (x) = [a,x] r, a€a , x€g .

Eine Unteralgebra a < g heiBt diagonalisierbar, wenn g beziglich ada in

eine direkte Summe eindimensionaler a-stabiler Teilrdume zerfillt.

Eine Unteralgebra a « g heift vollstindig auflésbar falls es eine

ada-stabile Filtrierung

cee DB, DA D . L €z

von ¢ gibt mit den Eigenschaften

Ua=g,ma={0}:
i

iez = iem

= a und dim Ei/ei+1 = 1 .

Eine maximale diagonalisierbare (bzw. maximale vollstdndig aufl®sbare) Unter-

algebra von g heiBt eine Cartanunteralgebra (bzw. Borelunteralgebra)

von g .
Es gilt nun ([Peterson-Kac)):

Jede Cartanunteralgebra von g ist G-konjugiert zu h . Jede Borelunteralge-

bra von g ist G-konjugiert zu b' oder b .

Als ein Korollar ergibt sich das folgende Eindeutigkeitsresultat:
Seien g und g' Kac-Moody-Liealgebren zu @-Wurzelbasen (H,V,A) und

(#',V',A') . Sind g und g' isomorph, so sind auch (H,V,A) und (H',V',A')
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isomorph, insbesondere stimmen ihre Cartanmatrizen (bezliglich einer Bijek-

tion A + A' ) dberein.

3.11 Affine Liealgebren

Eine Kac-Moody-Liealgebra g heiBt vom affinen Typ, wenn ihre Wurzelbasis
vom affinen Typ ist (vgl. 3.5). Sie heiBt zerfallend affin (bzw. quasizerfal-

lend oder getwisted affin) wenn die zugehdrige Cartanmatrix vom Typ x"‘k)

mit k = 1 (bzw. k = 2,3 ) ist (vgl. 3.5; xn .:I.st die Bezeichnung einer
Cartanmatrix von endlichem Typ). Neben den endlichdimensionalen halbeinfachen
Liealgebren besitzen zur Zeit einzig die affinen Liealgebren eine von der all-
gemeinen Konstruktion (3.6) unabhiéngige Beschreibung. Auf diese wollen wir im
folgenden kurz eingehen. Fir Details vergleiche man [Kacl] ' [Hoodyzl v

[Frenkei-xac], [Garlana,], [rits.] .

Wir betrachten zun&chst den zerfallenden Fall. Sei also xn eine zusammen-
h&ngende Cartanmatrix vom endlichen Typ, (H,V,A) eine minimale freie
C-Wurzelbasis mit Strukturmatrix X n ! und g die zugehSrige einfache kom-
plexe Liealgebra, erzeugt von h = H und Elementen e, r & €A . Sei

n = dim H = card(A) der Rang von (H,V,A) . Eine minimale freie C-Wurzelbasis
(8,9,8) mit der erweiterten Cartanmatrix xr(l“
den halbeinfachen Rang 1 = n+1 , und den reduktiven Rang r = n+2 , Wir wol~

als Strukturmatrix hat dann

len nun die Kac-Moody-Liealgebra § zu (H,7,8) ausgehend von g beschrei-
ben. Dazu fixieren wir die folgenden Notationen und Konventionen betreffend
g:Essei Ic BE¥ das Wurzelsystem, 0 € I die hSchste Wurzel und he die
entsprechende Kowurzel (vgl. 3.4). Es seien ej € gg und e g € g o Elemente

mit [se,e_e] = hg . Wir normalisieren die Killingform
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(,) = gxg *+ C

durch die Bedingung (h

e,1’19) =2 .

Sei E[z,z-l] die C-Algebra der Laurentpolynome

Als C-Vektorraum ist nun §_ isomorph zu

gocefzz] eccoca .

Das Lieprodukt ist dann wie folgt festgelegt:

e ¢ ist zentrales Element in § ,

. [d,x@zm] = mx®z" |, Xx €g
4 [x ® zm.y ® zn] = [x,y] ® zm+n

Damit ist g ein semidirektes Produkt

g = §xua

ihrer Kommutatorunteralgebra

3¢ = g® c[z,z_l] ® Cc

und der Unteralgebra

Zudem realisiert die Projektion

~C

g =+ g_am[z,z_l]

~C

+ mé

’

m,

mE€Z ’

-n

s (x,y)*c

r

X,Y€Qg

’

m,n € Z.

g~ als universelle zentrale Erweiterung von g ® d:[z,z-1] (versehen mit der
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¢[z,z"]-1inearen Lieklammer, vgl. [Garland,] ).

Im folgenden identifizieren wir g mit der Unteralgebra g ®1 wvon g .

Als Cartanunteralgebra von § kodnnen wir
h = hecce ca

wihlen. Das Wurzelsystem £ < (_i"l)* von _ii in g bestimmt sich dann folgen-

dexrmaBen:

Nach trivialer Ausdehnung auf ¢ und 4 definiert jede Wurzel a € L ¢ &*
ein Element in (E)* ¢, das wir ebenfalls mit o bezeichnen. Sei § € Tl_:*
durch 6(d) =1 und &8(h ® €c) = {0} definiert. Dann ist £ = FRy ¥1 ge-

geben durch
® =« {a+nslaei,nen}
3 =« [ns|n e z\{o}} .
Die entsprechenden Wurzvelr&me sind
§a+n6 =0 ® 2"
§n6 = he 2"
mit den Dimensionen 1 bzw. n . Als C-Wurzelbasis fOr § k&nnen wir
,%.5
nehmen, wobei

Bef
¢ = Vuiln}
i

= A via}
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mit
h° = C - hG
a = §-90
()
v
h°=(a.°)

Entsprechend kénnen wir als Erzeuger von §_ den Vektorraum E. und die Ele-

mente

ea . o € A

wihlen, wobei

ea = e_e ® z
o
-1
e_a = ee ® =z
o

gilt.
Die Menge der positiven Wurzeln Z+ ist
{a+n6 | a € T v{o},n>0}luszt .

Die entsprechende Borelunteralgebra

B - e

= heu e (ge2¢fz))

* . D
r = cg
aez‘” %

heiSt auch Iwahoriunteralgebra von g (vgl. dazu [Iwahori—Matsumotd]).

Sei GAd die adjungierte Gruppe von g und G = Gnd(t[z,z-l]) die Gruppe

ihrer Punkte Uber m[z,z-l] . Dann ist die adjungierte Giuppe EAd von i



ein semidirektes Produkt

K

wobei €% auf & mittels der "Galoisaktion” von ¥ auf c[z,z-ll ope-

riert:
c*pl(z) = p(zc)
far c €C® und p(z) = I aizi € c[z,z-1] (vgl. [Garlandzl, [T:I.tssl).

Bemerkung: Wir konnen die Liealgebren §° , g ® c[z,z-ll ’
(g ® c[z,z-l]) ¥ d als Kac-Moody-Liealgebren zu nichtfreien Wurzelbasen auf-

fassen. Eine Wurzelbasis zu g ® I:[z,z-l] ist z. B. durch (ll,v, ) mit

T = Vu{-he}

B = A v {-8}

gegeben. Wir lberlassen es dem Leser Wurzelbasen fiir die anderen beiden Lie-~

algebren zu konstruieren.

Sei nun xr(xk) + k=2 oder 3, eine zusammenhingende Cartanmatrix vom quasi-

zerfallenden affinen Typ, X

n die entsprechende Cartanmatrix von endlichem

Typ. Seien (H,V,d) , g wie im zerfallenden Fall und A das Dynkindiagramm
von g . In der jetzigen Situation besitzt A einen (im Fall X - D‘ im
wesentlichen) eindeutig bestimmten nichttrivialen Automorphismus der Ordnung

k . Dieser liftet sich zu einem Automorphismus

der Ordnung k , der hc g und die Menge {ealc € A} stabilisiert.
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Beziglich der Aktion von G zerlegt sich g in eine direkte Summe

k-1

g =D g

i=0
von Eigenr&umen gi , auf denen 0 durch Multiplikation mit der i-ten Potenz
einer fest gewdhlten k-ten Einheitswurzel €& operiert. Dann ist 9, eine
einfache Liealgebra, und die natirlichen Darstellungen von 9, auf g
1 =0,...,k~1 , sind irreduzibel. Set h =hng ud A < (h)* die Men-
ge der Restriktionen alh der einfachen Wurzeln o € A . Sei ® € (go)*

-0

das dominante Gewicht der Darstellung von g, auf g, (beziglich Ao ) und

Ko = Ao v {-w} . Dann lassen sich Eo und Eo zu einer (nichtfreien) Wurzel-

basis (h ,6 ,K ) mit Strukturmatrix x(k)

h .V A, n ergdnzen (vgl. [Kacl], Eritssl

p. 94, "moyenne arithmétique" in 1. 10 ist durch "somme" zu ersetzen).
Die Einheitswurzel € operiere auf m[;,z_l] durch die "Galoisaktion"

ple 1z

€ ¢ p(z)

p(z) & ¢[z,z-1] . Sei §_ die Fixpunktalgebra

P
—

o®ce€ -

(g ® C[z,z-l]) g, ® 2t m[zk,z-k] .

8

Dann ist §_ die Kac-Moody-Liealgebra zur Wurzelbasis (go,vo.zo) .

Die Kac-Moody-Liealgebra zu einer minimalen freien Wurzelbasis vom Typ x;k)
erhdlt man, analog zum zerfallenden Fall, durch Bildung des semidirekten Pro-

duktes

~

gxecd ,

wobei d als Ableitung =z é%- iber den Faktor c[z,z°1] operiert, und an-

schlieBende eindimensionale zentrale Erweiterung.
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Die Bestimmung des Wurzelsystems sowie von Standarderzeugern in g ist eben-
falls &hnlich wie im zerfallenden Fall (vgl. loc. cit.). Wegen einer spiteren

Bezugnahme wollen wir dies an einem Beispiel ausfihren.

Beispiel: Wir betrachten den Fall A§2) . In Qiesem Fall zerlegt sich

g = 81, beziglich O in die Summe

4
g = googl ’

wobei g, = so; und g, der natdrliche finfdimensionale Modul von so. ist.

5
Das Wurzelsystem .}: o Von l_to in 9, hat die folgende Gestalt

P W

und
| % 2
s, = {°‘1’°'2} A, e r—
@, a, -

~

A, = {m1 ,az,-m}

6>l

Die Gewichte von h, in g, sind O, fa, , f0 (mit Multiplizitit 1) .
Fir das Wurzelsystem & = ity £* von h ed in § folgt nun (mit &(d) =1,
8(h,) = {oh :

3T = {x8|k € z\{o}}

2R'~' {u+k6|a ist kurze Wurzel in zo.kez}

U{a+2k6|a, ist lange Wurzel in to,kez} .
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Die Liealgebra §. wird erzeugt von den Standarderzeugern ey 1 ey v
1 1

-1
ec,'2 v e_az von so5 sowie von v_m ® =z, vm ®z , wobei vtm ein nicht-

trivialer Vektor zum Gewicht *w in 4 ist.



KAPITEL 4: EINE NEUE KLASSE VON LIEALGEBREN

4.1. Verallgemeinerte Schnittmatrizen

Sei I eine endliche Menge und

A = (A )y ye 1

eine ganzzahlige Matrix. Wir nennen A eine verallgemeinerte Schnittmatrix

oder kurz GIM (fir "generalized intersection matrix"), wenn die folgenden

Bedingungen erfillt sind:

Ayy = 2

< =
Aij 0 <=> Aji < 0

> = >
Aij QO <=> Aji (0]

fir alle i,jeI.

Ist eine solche Matrix A zudem symmetrisch, so nennen wir sie einfach eine

Schnittmatrix, oder kurz IM (ohne daB eine Singularit&t mit Schnittmatrix

A existieren muB8, vgl. 1.10).

Eine Z-Wurzelbasis (H,V,A) mnit einer Strukturmatrix A , die eine (ver-

allgemeinerte) Schnittmatrix ist, nennen wir eine IM-Wurzelbasis (bzw.

GIM-Wurzelbasis).

Auch in Kapitel 4 folgen wir den zu Ende von Abschnitt 3.1 festgelegten Kon-

ventionen fdr Wurzelbasen (insbesondere wenn diese nicht frei sein sollten).

Beispiel: Sei X eine zweidimensionale Hyperflichensingularitdt mit Milnor-

gitter (H,< , >) , H= Hz(F,Z) , wobei F eine Milnorfaser fir X ist. Sei
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vV = (hl""'h].l) ’ hieﬁ

eine (schwach) ausgezeichnete Basis. Sei A = ((A

13704,9=1,...,u Tt

Ay = = <hhp>

die negative der Matrix der Schnittform < , > bezlglich der Basis V . Dann

ist A eine Schnittmatrix im oben definierten Sinn. Sei

N T A a* = w(r,z) ,
wobei ai + H*+ Z durch
a.i(hj) = Aij = - <hi'hj>

definiert sei. Dann ist (H,V,A) eine IM-Wurzelbasis.

Diese Wurzelbasis ist frei genau dann, wenn det(A) # 0 , also < , > nicht

entartet ist. Gilt det(A) = O , so erhi3lt man eine freie Wurzelbasis nach Er-

weiterung

von H durch einen freien Z-Modul D vom Rang = Korang (A) . Die oy -] H*
lassen sich dann zu einer linear unabhlngigen Menge von Funktionalen auf
H ® D fortsetzen. (Die resultierende @-Wurzelbasis ((H @ D) ® Q,V,A) ist

bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt. Filr die Z-Basis gilt dies nicht!)

4._2. Coxeter- und Schnittdiagramme

Sei (H,V,A) eine GIM-Wurzelbasis. Das Coxeterdiagramm A wvon (2,V,A) ist
wie folgt definiert:
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A ist ein Graph mit Eckenmenge A , und zwei Eckpunkte a,8 €4 , a #8 ,
werden durch eine durchgezogene (bzw. unterbrochene) Kante verbunden, falls
ABa = B(hu) < 0 (bzw. ABa = 6(ha) > 0 ) gilt. Zusétzlich wird eine solche
Kante mit einem Coxeterkoeffizienten maB ¢ N v {=} entsprechend der in 3.3

aufgefihrten Tabelle bewertet. Die Bewertung mit m

a8 = 3 wird wie Ublich

unterdrickt.

Ist (H,V,A) zudem eine IM-Wurzelbasis, so definieren wir das Schnittdia-
gramm von (H,V,A) &hnlich wie in 1.10: Menge der Eckpunkte ist A , und
a,B € A, a # B , werden durch l“usl = lB(ha)l - durchgezogene (bzw. unterbro-

chene) Kanten verbunden falls AaB <0 (bzw. AGB > 0 ) gilt.

Coxeter- und Schnittdiagramm h&ngen nur von der Strukturmatrix A = ((ACB))
ab. Wir benutzen daher auch die Bezeichnung: Coxeter- oder Schnittdiagramm

von A .

Beispiele:

A Coxeterdiagramm Schnittdiagramm

(f g) 4. (nicht definiert)
T — —
(f ;) ‘ommnm—— . [N
2 2 . S—
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4.3. Weylgruppen

Sei (H,V,A) eine GIM-Wurzelbasis. Wir definieren die Weylgruppe W dieser

Basis analog zum Cartanschen Fall:
W ist die von den Spiegelungen

: H-+H
sﬁ

in I\ut:z (H) erzeugte Gruppe. Die kontragrediente Aktion auf B ist durch

¢ <+ H
sa H

- *
8,(y) = y-vy(hy)a , Yer" ,
gegeben.

Wie in 3.4 sieht man, daB die Struktur von W bei freien Wurzelbasen unab-

hingig von der Wahl der freien Wurzelbasis (H,V,A) ist.

Sei nun (H,V,A) f£frei, und seien mu‘3 0, €A, a0 #B8 , die Coxeterkoeffi-

zienten von (H,V,A) . Dann erfiillen die Spiegelungen sa €W ,a €A, die

"Coxeterrelationen":
'B: = 1 , €A ,
m
(amss)mB = {1 , a,BE€EA , a kB .

Dies folgt aus der Betrachtung der Wurzelbasis (H,{ha,he},{a,s}) vom halb-
einfachen Rang 2 . Im allgemeinen genligen diese Relationen jedoch nicht zur
Definition von W , 4. h. im allgemeinen ist (w,{sala € A}) kein Coxeter-

system.
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Gegenbeispiel: Wir betrachten eine IM-Wurzelbasis vom Rang 3 zur positiv

definiten Strukturmatrix

2-1 1
A = -1 2 -1
1 -1 2

mit Schnittdiagramm

Die Coxeterrelationen definieren nun eine unendliche Gruppe, némlich die affine
Weylgruppe vom Typ Aél) :

W(A{,“) s o, xz? .

Dagegen ist W endlich, nadmlich isomorph zur Weylgruppe vom Typ A3 :

W(A3) = g, = 0, K (z/zm2 .

4 3

Zusdtzliche Relationen, die in W erfillt sind, sind z. B. die folgenden

2

2 2
(quBSYSB) (BBSGSBSY) (sYsasYsB) 1 .

In diesem Beispiel ist W noch eine Coxetergruppe beziglich eines anderen
Erzeugendensystems. Dies wird immer dann der Fall sein, wenn die Wurzelbasis
zopféquivalent (im Sinne von 4.9) zu einer Cartanschen Wurzelbasis ist (im

obigen Beispiel 2u einer vom Typ A.). Es ist zweifelhaft ob dergleichen

3
auch auf den allgemeinen Fall zutrifft.
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4.4. GIM-Liealgebren

sei (H,V,A) eine GIM-Wurzelbasis und £ die freie komplexe Liecalgebra, die

erzeugt wird von dem komplexen Vektorraum
h = He,C

und Elementen
e [ 4 e ’ G é A Y

o 3 -

Sei g die Quotienten-Liealgebra von f , die durch die fplgenden Relationen

definiert wird:

[hn'] = o ' h,h'€ h ,
[he] = athe, ' heh,o €A ,
[ea,e_a = ha. ’ aeld ,
aa(e)"xtriBtal) oy o, apens .

Hierbei, wie auch im folgenden, benutzen wir die Konvention hu = -h - falls

GE*A.

Wir nennen g die Verallgemeinerte-Schnittmatrix-Liealgebra, oder GIM-Lie-

algebra zu (H,V,4) .

Sei I' = @ Z o Adas Wurzelgitter zu (H,V,A) . Durch Grad e, =, € A ,
aeAh
und Grad h = 0 fir heh wird g zu einer I'-graduierten Liealgebra

g - D

g
YET Y

(denn die definierenden Relationen sind I'-homogen).
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Die Menge } := {yeT]|y #0, %y # {0}} heiBt die Menge der Wurzeln von g.

Bemerkung 1: Die letzte der g definierenden Relationen ist fiir 8 = *a

automatisch aufgrund der vorhergehenden Relationen erfiillt.

Beispiel: Ist (H,V,A) Cartansch und symmetrisierbar, so ist g die zuge-
hérige Kac-Moody-Liealgebra (vgl. 3.6, 3.7). In diesem Fall ist ndmlich

Ag = Blhy) <0 fur a,BR€A, a#B , und somit (fir B # *a ):

4

1 falls ae A , B € -A

1 falls o €-A , Be A
M(I.I-B(ha)) =
l-ACtB falls oelA , B e A

L l—A‘a-B falls s G "A ’ B E "A -

Ist (H,V,A) Cartansch, aber nicht symmetrisierbar, so ist der Quotient von
g nach dem Radikalideal r eine Kac-Moody-Liealgebra (Dabei ist rec g

wie in 3.6 als das groBte I'-graduierte Ideal definiert, das h trivial
schneidet. In der jetzigen Situation gilt h = 9—0 {1). Wir werden spater sehen,
daB g eine Kac-Moody-Liealgebra auch dann sein kann, wenn (1,V,A) nicht

Cartansch ist.

Bemerkung 2: In Abschnitt 4.8 werden wir zeigen, daB g nicht trivial, i. e.

da8 die natidrliche Abbildung
hv {eal a €A} +g

injektiv ist. Dabei spielen die "schwachen" Symmetrieforderungen an die Struk-

turmatrix

AGB

> <=> > 0
Bag > O <> Bgy

<O<->ABa<O



eine wesentliche Rolle. Bei zusammenhi&ngender Wurzelbasis (H,V,A) mit
H=2Z.V kann bei Verletzung der obigen Bedingungen die entsprechend defi-~

nierte Liealgebra zu O entarten.

Sei ¢ : (4,V,A) +~ (',V',A') ein Morphismus von GIM~Wurzelbasen, und sei-
en g , g' die zugehdrigen GIM-Liealgebren. Dann induziert ¢ einen Homo~

morphismus
¢ : g+g'

von Liealgebren &hnlich wie im kontragredienten Fall, vgl. 3.6. Die dort
aufgefthrten Eigenschaften von ¢ Ubertragen sich unmittelbar auf die jetzi-
ge Situation, insbesondere ist jede GIM-Liealgebra ein Subquotient einer

GIM-Liealgebra zu einer freien GIM-Wurzelbasis.

Ist (H,V,A) = (H',V',A') © (H",V",A") eine direkte Summe von GIM-Wurzelba-

sen, so ist g die direkte Suﬁme

g =g eg°
der den Summanden entsprechenden GIM-Liealgebren.
Durch die Vorschrift

w(h) = <h , heh v

m(ea’ = e_a ’ [+ ] e tA ’

auf den Erzeugenden von g wird ein Liealgebrenautomorphismus

w : g+g

mit der Eigenschaft



“’(9.,’ -g_Y,Ye}: '
induziert. Damit folgt
I = -1 .

Wir werden auf weitere Eigenschaften des Wurzelsystems £ im Abschnitt 4.11

eingehen.

Bemerkung 3: Fir eine allgemeine GIM-Liealgebra 148t sich das Wurzelsystem

L nicht mehr in der Form
r = tu-st

mit £t =% amA zerlegen, d. h. es kann Wurzeln Y € I mit positiven und

negativen Koeffizienten in A geben.

4.5 Lokale Orientierungswechsel

Sei (H,V,A) eine GIM-Wurzelbasis mit Strukturmatrix A . Sei a € A . Die

beziglich o umorientierte Wurzelbasis

(#*,V',A') = Ta(a'vrA)
ist wie folgt definiert:

H' = H
A = (A\{a}) v {a'}
V' = (Whhu {ha.}
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Die Strukturmatrix A' von (H',V',A') geht somit aus A hervor durch
Multiplikation der a~Zeile und a-Spalte mit -1 . Insbesondere ist (H',V',A')

wieder eine GIM-Wurzelbasis.

Sei nun g (bzw. g' ) die GIM-Liealgebra zu (H,V,A) (bzw. (H',V',A") )

mit Erzeugenden
h =-H®C , e , YE

(bzw. g'ali'aﬂ:,e;,yetA' ).

Lemma: Die Liealgebren g und g' sind isomorph.

Beweis: (Durch "Umbenennung”). Wir detinieren einen offensichtlichen Isomor-~

phismus
¢ : g+g°
durch die folgende Vorschrift auf den Erzeugenden

Ol = i4d : h-+h' = h

O(eY) = e' , ye€zx@\{ah

4.6 Orientierbarkeit

Sei (H,V,A) eine GIM-Wurzelbasis mit Strukturmatrix A und Coxeterdiagramm

A . Die Orientierungsiberlagerung _E_ von A ist wie folgt definiert:
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é_ ist ein Graph mit 8 = A v -A als Menge der Eckpunkte. Zwei Ecken
v,8 € X werden durch eine Kante verbunden, falls gilt

Y # 1§ und 6(hY) <0.

(Man beachte 6(hY) < 0 <=> Y(hé) < 0 ; hier gehen die "schwachen" Symmetrie-

forderungen an A ein.)

Durch die Abbildung

Y falls vYyeA
my) =

-y falls vy e -A
erhalten wir eine doppelte Uberlagerung (von eindimensionalen Komplexen)
T 5+ A
mit Decktransformation
t: 8+ 2
T™y) = -y ' vyeh = Av-A .

Ist (H,V,A) eine IM-Wurzelbasis, so kdnnen wir in analoger Weise eine Orien-
tierungstberlagerung des Schnittdiagrammes definieren. Allgemeiner als dies

wollen wir die Strukturmatrizen betrachten.
Sei (H,V,A) eine GIM-Wurzelbasis mit Strukturmatrix A . Sei

A = ““yc” , A=Av A |,

v, 8e A
die folgende ganzzahlige Matrix:

=§ ,

# 3§ und 6(hY) <o,

<

2 falls
AYG = G(hY) falls

(o] sonst .

<
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Dann ist A eine verallgemeinerte Cartanmatrix. Wir nennen sie die Cartan-

sche Uberlagerung von A . Offensichtlich ist ZS'_ das unbewertete Coxeter-

diagramm zu A . Mittels der Partition X = Av -A 148t sich A aus A

zuriickgewinnen. Es gilt offensichtlich

~ ~

fir a,B € A .

Beispiel: A = {a,B8} , § = {ta,2p}

AB(ha) <0 B(ha) >0

¢ @
|
y

-8

———
E ]

o g

>
.
|
.

Eine GIM-Wurzelbasis (H,V,A) heiBt orientierbar, wenn die Orientierungs-~

dberlagerung _K_ von A iber jeder Zusammenhangskomponente von A in zwei

Komponenten zerfdllt.

Beispiele: 1) Ist das Coxeterdiagramm A ein Wald, 4. h. sind alle Kompo-

nenten von A B&ume, so ist (H,V,A) orientierbar.

2) Sei A= {QlB!Y} ’
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Sei (H,V,A) eine orientierbare GIM-Wurzelbasis. Dann zerfallt J in zwei
zueinander isomorphe Diagramme
I = A°utid®

die durch 7 Jeweils homSomorph auf A abgebildet werden. Sei
V° = {hula € A°} . pann ist (H,V%,A°) eine Cartansche Wurzelbasis, die

Cartansche Umorientierung von (H,V,A) . (Man beachte, daB der Isomorphietyp

von (H,VO.AO) unabhédngig von den getroffenen Wahlen ist.)

Proposition: Sei (H,V,A) eine orientierbare GIM-Wurzelbasis, (H,VO,AO)
ihre Cartansche Umorientierung, g und g? die zugehdSrigen GIM-Liealgebren.
Dann sind g und g? isomorph. Ist (H,V,A) zudem symmetrisierbar, so ist

g eine Kac-Moody-Liealgebra.

Beweis: Die Basis (H,V°,A°) entsteht aus (H,V,A) durch sukzessive lokale
Umorientierungen. Somit folgt die erste Behauptung aus 4.5, Lemma. Die zwei~

te Behauptung folgt aus 4.4, Beispiel.

Korollar: Sei (H,V,A) eine GIM-Wurzelbasis und g die zugehdrige GIM-Lie-
algebra. Ist das Coxeterdiagramm Q_ ein Wald, so ist g eine Kac-Moody-Lie-

algebra.
Beweis: In der vorliegenden Situation ist (H,V,A) sowohl orientierbar als

auch symmetrisierbar.

Im Oberndchsten Abschnitt werden wir auch die Situation betrachten, daB

(4,V,4) nicht orientierbar ist.
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4.7 Ein Bilfssatz ber Involutionen

Sei (H,V,A) eine freie Cartansche Wurzelbasis und g die zugehdrige

Kac-Moody-Liealgebra erzeugt von h=H® C und e , & € $A . Sei

a

g = ueney

t =
die Zerlegung von g mit ®+ Diy *

Sei 0 : g+ g ein involutorischer Automorphismus mit o(h) = h und

o(_1_1_+) = g- . Bezeichnen wir mit ¢ auch die kontragrediente Aktion von ¢
* - ’ *

auf h* , so gilt a(ga) go(a) fir alle Wurzeln o € L c h” . Fir jede

einfache Wurzel o € A folgt dann o(a) € -A .

lemma: Die Liealgebra g_o = {x eg_lo(x) = x} der Fixpunkte von o0 wird
erzeugt von

b’ = hng
und den Elementen

Ea. = ea+o(ea) r G €A .

Beweis: Sei f c g_d die von g" und den Elementen Ey + @ €A, erzeugte
Unteralgebra. Wegen g_o - L\_G ® (id+og) (g+) und _\f = @ " QY geniigt es zu
zeigen, daB der Raum (id+0) (gY) fir alle vy € rt irYle_i_f:_ liegt. Dazu fﬂh.
ren wir eine Induktion tber die HShe ht(y) von y . Ist y = 2 Co o
8o ist ¢

ne(y) = J ¢ .
a€d

Sei zunichst ht(y) = 1 . Dann folgt Y € A und

(la+0)(g) = €°E Cf .
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Sei nun x € gY mit ht(y) =k > 2 . Dann ist x eine Linearkombination

von Termen der Form

[eq:¥]

fir gewisse ¢ €A und y e QY‘G , ht(y-a) = k-1 . 0.B.4d.A. kénnen wir

x = [ea,yﬂ annehmen. Dann gilt:
x+ 0 = [e+a(e,),yro] - [ote),y] - [ej0(n]
= [B yton] - taso) (focey v .

Wegen o(a) € -A liegt [o(ea),y] in h (falls k = 2 ) oder in einem
Wurzelraum s mit ht(§) = k-2 (falls k > 2 ). Nach Induktionsvoraus-
setzung liegen y + o(y) und (ia+0)([o(e),y]) in £, daher auch

x + o(x) .

4.8 Zur Realisation von GIM-Liealgebren

Ist g eine GIM-Liealgebra zu einer orientierbaren Wurzelbasis, so ist g
(nach m8glicher Ausdivision des Radikals im nichtsymmetrisierbaren Fall)
isomorph zu einer Xac-Moody-Liealgebra. In diesem Abschnitt werden wir zei-
gen, da8 eine beliebige GIM-Liealgebra g im wesentlichen isomorph zur Fix-
punktalgebra §? einer Involution ¢ auf einer Kac-Moody-Liealgebra g
ist (wie im vorherigen Abschnitt 4.7). Insbesondere folgt daraus die Nicht-
trivialitit von g . Da jede GIM-Liealgebra Subquotient einer GIM-Liealgebra
zu einer freien Wurzelbasis mit der gleichen Strukturmatrix ist, beschr&nken
wir uns von jetzt ab auf den Fall einer freien Wurzelbasis, die wir zudem in

einer technisch vorteilhaften Form annehmen kénnen.
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Sei A= ((A.mB))u"B cA eine verallgemeinerte Schnittmatrix und (H,V,4)
die folgende freie Wurzelbasis mit Strukturmatrix A :
H := @ (ZhGOZda) ’
aeld ‘

und o € A werde als Element von H aufgefaBt mittels

a(he) = Aﬂa
1 falls o =8
-u(dB) - .
o sonst

Sei E=Auv-A und A = ((SYG))Y.G ¢ § die Cartansche Uberlagerungsmatrix
zu A (vgl. 4.6). Zu A betrachten wir die freie Cartansche Wurzelbasis
#,%,8) mit
H = EEBL (zh, o zd) ,
sel Y Y

V = (hY)YEK ’

und der folgenden Realisation von B in H : sei Y € A , dann sei

Y(hg) = A&y

- 1 falls y=§

N%)- .
(o] sonst

Zur Vermeidung von Konfusionen identifizieren wir die Elemente von 8 mit

denen von A U -A von nun an mittels einer expliziten Bijektion

1 ¢+ Av=-A3A .

Es gilt also
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B = 1A v (=) .

*

Man beachte 1(-a) # - 1(a) 4in #” ; beide Elemente sind linear unabhingig

in #%. Die Decktransformation

-
3]
+
1=

T(i(a)) = 1(-a)

liftet sich durch die Vorschrift

‘!‘(hY) = h‘l'(Y)
'r(dY) = aTm

zu einem involutorischen Automorphismus
T (ﬁvvcz) hd (E,V,Z)

der Wurzelbasis. Mit T bezeichnen wir auch die kontragrediente Abbildung

Sei o0 : #+ H der Automorphismus

~

oth) = -t(h) , he8d

Mit ¢ bezeichnen wir auch die zu o kontragrediente Abbildung o : g 85%.

Es gilt dann o(y) = -t(y) far y & 8%, also

ald)y = -8 .

sei #% := {R € &| g(R) = R} . Wir bezeichnen die Einschrankung Y|.g eines
i

%* e}

Elementes Y € # auf H® mit 7 . Es gilt dann
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—

Y = ag(Y) = -7ty
far alle ye€ 8%.
Sei (ﬁ",v",is") die folgende Wurzelbasis:

W = (Wa+o)t ., . ))

1) ‘' € A

~q ————
A @), e a

Lemma: Durch die Vorschrift

¢hy) = (1d+ ) (K aed

l(a)’ ’

$@) = (id +0) (31 @’ v a €A ’

wird ein Isomorphismus
¢ : @v,n ~ &,7,5
von Wurzeldaten induziert.

Beweis: Offensichtlich erhalten wir mit der obigen Vorschrift einen Isomor-

phismus
¢ H H~> ? I3

der ha, € V in die o entsprechende Kowurzel (id + o) (h ) € 50 tiber-

1 {a)

fihrt. Es bleibt zu zeigen, da8 die transponierte Abbildung ¢* s (Eo)* + g%

die Bedingung
FABEH = 8

fir alle B € A erfilllt. Dies fiberpriifen wir durch eine Verifikation auf den

Basiselementen ha v do. ,aeA , von H:
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*

L)
-
L g
™
N
~—r
L
[+
'
]

1(B) (d | )

1) ¢ s va) ~ Y-

= § [ (Kronecker - §) .

@1 @) ~ “r(=a)1(B)

Wegen a,B € A gilt aber 1(-a) # 1(B) , also

%
P ABI@) = 8, = By .
* - Ing -
ii) ¢ (”B”“‘a’ 1(8)(111(“) hl(_m)
= Aa® " B
= A

aB T B (ha)

nach 4.6 (Rekonstruktion von A aus A ).

Bemerkung: Wegen 78 -t(y) fdr v € ﬁ* folgt 1(-0) = -1(a) fir
o € *A\ . Die Einschrankungen 1\(-a) , o € A , liefern somit die negativen

der einfachen Wurzeln von (ﬁ“,V",E") .

Sei nun §_ die Kac-Moody-Liealgebra zur Wurzelbasis (#,V,8) , erzeugt von
h =8 und Elementen EY , YE tA , und sei g die GIM-Liealgebra zur

Wurzelbasis (H,V,4) , erzeugt von h = H ® € und Elementen e , 0 € A .

Der Isomorphismus o = -t : # + # liftet sich zu einem involutorischen Lie-

algebrenautomorphismus

c : §+g
durch die Ausdehnungsvorschrift

O(eY) = ’ Y €N .

s (y) = G (y)
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sei §F = {xe 3|o(x) =x} die Liealgebra der Fixpunkte von o .

Im folgenden bezeichnen wir mit ¢ auch die C-lineare Fortsetzung
hr R+

der Einbettung

a+a® +8 .
Satz: Durch die Vorschrift

¢Ih=¢

-d’(ea) = (id + o) (e o €A,

l(d)) ’

wird ein Liealgebrenhomomorphismus

¢ : g+3

mit Bild ¢ = §° induziert.

Beweis: Aus 4.7 Lemma folgt, daB &(h) = ﬁo und Q(ea) s O € A , die Lie-
algebra §_° erzeugen. Es gendgt also zu zeigen, daB &(h) wund ¢(ea) '

o € *A , die definierenden Relationen von g erfiillen. Wegen Nl_x) c E ist
die Relation

[em),6m)] = o
trivialerweise erfillt.

Sei heh,a€lduv-A und y = 1(a) . Dann gilt:

[ocn), &, +8

[o(n),0e )] v * S50y

Y(G’(l’x))eY + o(y) (Nh”eo"(y)

Y(®(h)) (EY + 8 )

o(y)

a(h)‘b(ea)

da 1(a) (®(h)) = a(h) nach dem Lemma.
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Sei o€ A und Y =1(a) , also 1(-0t) = T(Y) = -0(Y) . Dann gilt

[Q(ea),O(e_a)] [eY * &ty * E_Y]

LI LML
L CHPRYLIE IR CIywYL I

= o+fiY+ho(Y)+o

(wegen der Relationen in §_)

¢(ha)

Seien schlieBlich ao,Be Au ~-A , o # 8 , und # =1(0) , § = 1(B) . Wir
haben noch zu zeigen:
max(l,l-B(hu))
ad(O(ea)) (Q(eB)) = 0

Wir betrachten zunichst den Fall B(ha) > 0 . Es ist dann zu zeigen
[O(ec),Q(eB)] = 0 . Nun gilt:

[O(ea),O(eB)] = [eY,eG] + [eY,ec(s)] + [eo(Y)'eG] + [eo(Y)'éo(6)]
= (id + 0)([eY,e6] + [eY,sd(G)])
Nach Definition der Matrix A (vgl. 4.6) gilt

SR = K5 = 0o . da Bih) 20

0(6)(hy) = -1(6)(hy) = -Ayt(G) = -(-B(hy)) > 0.
Also folgt mit den Relationen in g :

(58] = [&3e) = ©
und damit [Q}ea),G(eB)] =0 .
Sei nun B(hu) < O . Dann gilt

c(ﬁY) = 0(6)(ha(y)) = B(h) <O

c(c)(ﬂy) = §( -8 (R ) = o ,

hcv(v) ) T(Y)

da &(h ) = -B(h) >0 (vgl. 4.6, Def. von A).
T(Y)
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Dies impliziert

[‘éY'EO‘(S)] = [sa(Y) ,36] = 0 .

Beridcksichtigen wir zudem

[ByEn] = Bydemd = o

so ergibt sich:

ma.x(l;l-B(ha))

ad (¢ (e,)) (®(e

g))
. 1-8(h.) L.
EY+e0 (y) ) (es"'eo (8) )
1-8 (h.)
= (1a+0) (ad(E)) T @

= ad(

= 0

nach den Relationen von §_ . Damit ist der Satz bewiesen.

Korollar: Sei (H,V,A) eine GIM-Wurzelbasis und g die zugehdrige GIM-Lie-
algebra erzeugt von h = H ® € und Elementen e, o € +A . Dann ist die

nat@rliche lineare Abbildung
i : he @ d:ea + g
a €1A

eine Injektion.

Beweis: O.B.d.A. kdnnen wir (H,V,A) frei und so wie im vorhergehenden wih-
len. Dann ist aber die Komposition
o i :Eo@dma-*g_-*i
actA

injektiv, also auch i ( g ist Kac-Moody-Liealgebral).
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Bemerkung: Ist (H,Y,A) orientierbar und symmetrisierbar, so ist der Homo-

morphismus

® : g ~» §?
ein Isomorphismus. In diesem Fall ist nimlich § * g ®g und & identifi-
ziert sich mit id @ w , wobei ® : g+ g der in 4.4 eingefilhrte involutori-
sche Automorphismus von g ist. Ist ¢ immer ein Isomorphismus (falls

(4,V,4) symmetrisierbar ist)?

4.9 Schwache Zopftransformationen

Die Schnittmatrix einer isolierten Singularitdt ist nicht eindeutig definiert,
sondern nur bis auf die in 1.9 beschriebenen Transformationen von Basen des
Milnorgitters. Sofern diese Transformationen keinen Bezug zur Reihenfolge der

Basiselemente haben, Ubertragen sie sich unmittelbar auf Wurzelbasen.

Sei (H,V,A) eine symmetrisierbare GIM-Wurzelbasis. Seien o,B € A . Dann

tUberfihrt die (schwache) Zopftransformation caB die Wurzelbasis (H,V,A)

in die Wurzelbasis

CGB (8,v,4) = @'V',A") ,

wobei
H' = H
a' = v {8h v s (B}
v o= (Whgh v (s, (hg)}
ist.

Man verifiziert, da8 (H',V',A') wieder eine symmetrisierbare GIM-Wurzelbasis
ist. Ist die Strukturmatrix von (H,V,A) symmetrisch, so auch die von

(*,v',4') .
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Bemerkungen: 1) Die Zopftransformation einer nichtsymmetrisierbaren GIM-
Wurzelbasis ist i. a. keine GIM-Wurzelbasis mehr (die Bedingungen

< .> < L ]
AhB $ 0 < ABa $ O koénnen verletzt werden)

2) Im Fall o =f stimmt CaB mit der in 4.5 eingefihrten lokalen Umorien-

tierung Tu dberein.

Zwei Wurzelbasen (H,V,A) und (H',V',A') heiBen (schwach) zopfiquivalent

wenn sie durch iterierte Anwendung von schwachen Zopftransformationen inein-

ander Uberfihrt werden kdnnen.

Im allgemeinen sind GIM-Liealgebren zu Zopfaquivalenten Wurzelbasen nicht

isomorph.

Beispiele: 1) Wir betrachten eine (freie) IM-Wurzelbasis (H,V,A) mit

symmetrischer Strukturmatrix entsprechend dem Schnittdiagramm:

Unter der Transformation CBY geht diese Wurzelbasis (ber in eine Cartan-

sche (H',V',A') vom Typ A, :

a B 8 (Y) = y-B .

Die Cartansche Uberlagerung zu (H,V,A) ist vom Typ As :
-8
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Sei g (bzw. g' ) die GIM-Liealgebra zu (H,V,A) (bzw. (H',V',A') ).
Dann ist g unendlichdimensional, denn nach 4.8, Satz, 148t sich g sur-

jektiv auf eine unendlichdimensionale Fixpunktalgebra §_° einer affinen

Liealgebra g vom Typ Aél) abbilden. Andererseits ist g' endlichdimen-

sional vom Typ A

a (= Aél)) und §' (= A;XA;) nicht isomorph.

3 * Somit sind g und g' nicht isomorph. Ebenfalls sind

2) 1Im obigen Beispiel 148t sich eine Surjektion g' + g konstruieren. Wir
wollen jetzt zwei zopfdquivalente Wurzelbasen angeben, deren zugehdrige
GIM~Liealgebren vermutlich keine nichttrivialen isomorphen Quotienten be-

sitzen. Sei dazu (H,VO,AO) eine C-Wurzelbasis vom Typ B, :

] B

A = {G'B} et

o %

Sei
A = Ao v {-w}
vV = Vo v {h-m}

Al

B, v {-a} = (A\{-w}) v {88(-0))}

VI

v, v {h_a}

Dann ist die GIM-Liealgebra g zu (H,V,A) eine quasizerfallende affine

Kac~Moody lLiealgebra vom Typ Aéz) (vgl. 3.11). Andererseits sehen wir in

4.15, daB die GIM-Liealgebra g' zu (H,V',A') auf eine affine Liealgebra
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vom Typ Bél) projeziert. ther sind g und g' nicht isomorph. Wir ver-

muten, daB es auch keine Projektion von g' auf eine Liealgebra vom Typ

A(z) oder A

3 3 geben kann.

In Anbetracht der obigen Beispiele werden wir im n3chsten Abschnitt eine Mo-

difikation der GIM-Liealgebren zu IM-Wurzelbasen einfihren.

4.10 IM-Liealgebren

Von jetzt ab sind alle betrachteten Strukturmatrizen symmetrisch.

Sei (H,V,A) eine IM-Wurzelbasis mit Strukturmatrix A . Sei T = @ Ze o
aEA
das Wurzelgitter, das wir als Untergitter von n¥* auffassen, sobald A frei

ist. Auf ' definieren wir eine symmetrische Bilinearform (die Schnittform)

rxr+=z

()

durch

B(h) = a(hg)

far a,8 € A . Es gilt also
ﬂalF = (x,0) = 2
fGr alle a e A .

Nehmen wir (H,V,A) als frei an, so operiert die Weylgruppe W auf H und

stabilisiert T . (Ist (H,V,A) nicht frei, so erklirt man eine W-Aktion auf

+*

I' mit den gleichen Formeln wie auf H~  im freien Fall.). Fir die einfachen

Spiegelungen s

ao“‘Aogiltdm
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’a(Y’ = y - Y(hc’“

= y - (yv.0)a ' YyeT .
Insbesondere 188t W die Form ( , ) auf T invariant.
Sei nun f die freie komplexe Liealgebra, die erzeugt wird von

dem Vektorraum h = H ®, T und
Elementen e, a€Av -A .

Wir definieren auf f eine I'-Graduierung durch ‘

Gra.deu = q ' aedvu-A

Gradh = 0 ’ hel_\_ ’

und wir zerlegen £ in seine I'-homogenen Bestandteile

g-@f .

vyer ~Y

Sei r ¢ f das I'-graduierte Ideal von f , das von den folgenden Elementen

erzeugt wird:

[h,h'] h,h'e h

[hiey] - athe, heh , a€tA

[ea,e_a - hu. o €A

x xe_f_Y mit (y,y) > 2 .

Sei g = f/r der '-graduierte Quotient von f nach r . Dann heiBt

Schnittmatrix- oder IM-Liealgebra zu (H,V,A) .

Wir haben eine Zerlegung

s - D s

vyerl Y

g die
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und wir nennen I = {y € I'\{o}| gy {o}} die Menge der Wurzeln von g .

Offensichtlich gilt

YEL = (v, £ 2 .

Lemma 1: Sei g' die GIM-Liealgebra zu (H,V,A) und

1' = @ g-l
YET Y
die Wurzelraumzerlegung von g¢' . Sei r'c g' das Ideal von g' , das von

allen x € ng mit (Y,y) > 2 erzeugt wird. Dann gilt g =g'/r' .

Beweis: Die Liealgebra g' ist ein I'-graduierter Quotient von f nach
einem Ideal 8 < f , das ebenfalls die Elemente [h,h'] ’ [h,ea] - a(h)e, .
[ea, el - hu enthilt. Zum Beweis unserer Behauptung genldgt es zu zeigen,
daB die Elemente

max(l,l-B(ha))

eae = ad(ea) (eB) » o,B €,

in homogenen Komponenten _gY mit (Y,Y) > 2 1liegen. Nun gilt eaB € f.Y

mit

Y = B+max(1.1-8(ha))a .

Sei zunichst B(h,) = (a,B) 2 0, also max(l,l-B(ha)) = 1 . Dann gilt
(Yry) = (a+B,a+B) = (a,0) + 2(a,B) + (B,B) > 4 .
Ist dagegen B(hu.) = (a,B) < O, also max(l.l—B(ha)) = 1-(a,B) , so gilt

Y = B - (a,Bl)a+0 = sa(B-a)

Y.y) = (B~a,B~a) = (a,0) - 2(a,B) + (x,@) > 4 .
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Proposition: Sei (H,V,A) eine Cartansche IM-Wurzelbasis, g die zugehd-
rige IM-Liealgebra und g' die zugehdrige Kac-Moody-Liealgebra. Dann sind

g und g' isomorph.

Beweis: Die Liealgebra g' ist nun die GIM-Liealgebra zu (H,V,A) ,
vgl. 4.4 . Also folgt mit dem Lemma g = g'/r' . Fir die Wurzeln Y in der
Kac-Moody-Liealgebra g' gilt jedoch (Y,Y) € 2 (vgl. 3.9) und damit

' = {o} .

Bemerkung: Fir Kac-Moody~-Liealgebren mit symmetrisierbaren, aber nicht
symmetrischen Cartanmatrizen wird es im allgemeinen keine Prdsentation ge-

ben, die neben den Relationen

o

[h/n']

(R : [he] = ame,

[ea, ey hu.

nur solche Relationen zwischen Wurzelvektoren enthdlt, die sich in Termen
der Bilinearform ( , ) auf dem Wurzelgitter T (zur Definition vgl. 3.9)
ausdriicken lassen. Das Problem lduft darauf hinaus zu entscheiden, wann

die Summe zweier orthogonaler (kurzer) Wurzeln eine (lange) Wurzel ist, d. h.
wann die Elemente der zugehdrigen Wurzelrdume kommutieren oder nicht. Die-~
ses Problem tritt schon auf im Fall C_ , n 2 4 . Ein interessantes Beispiel
liefern die quasizerfallenden affinen Liealgebren. Der Einfachheit halber
beschrinken wir uns auf den in 3.11 ausfihrlicher behandelten Fall Aéz)
Wir dbernehmen die dortigen Notationen: Sei e € 9o (Typ B, ) ein

nichttrivialer Vektor zur Wurzel -w . Dann gilt in g :

(@, ,~w) = O und [eal,e_w] =cee c#0

14
%y

(Gl.s-w) = O und [eal,v_w ®z] =0 .
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Ausgehend von einer wurzelbahis vom Typ A;Z) und den Relationen (R)
1438t sich durch 2Zufigung geeigneter Relationen eine affine lLiealgebra vom

TYP Bé“ konstruieren (vgl. 4.15):

3, ® c[z,z-l] .

In dieser Liealgebra gilt nun

(0,,~w) = O und [eal,e_m] = Cce . c#0

)

(al,G-m) = O und [eal,e_msz] = ce_GZOz r C#0 ,

(2)

und die Wurzelgitter von A3

und B;“ stimmen {dberein!

Fir eine IM-Algebra g gelten dhnliche Aussagen Uber Zerlegung in direkte
Summen, semidirekte Produkte, Kommutatorunteralgebren, ... wie fir GIM- oder
GCM-Liealgebren. Eine wichtige Frage, die noch fir uns offen ist, ist die

nach der allgemeinen Nichttrivialit&t.

Lemma 2: Sei (H,V,A) eine zusammenhingende GIM- oder IM-Wurzelbasis und
sei g die zugehdrige GIM- oder IM-Liealgebra. Sei s c g ein Ideal, das,

eines der Elemente e , hu , ©

o fir ein o € A enthalte. Dann enthilt s

-

die Kommutatorunteralgebra [g_,g] von g . Insbesondere ist g/s kommu-

tativ.

Beweis: Mit einem der Elemente ey ’ ha ,y € - liegen auch die anderen

in s :

[e-a'ha] = 2°-a

[ea,e_a] = ha .
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Nun gilt A = {a} oder es gibt ein B #a , B € A , mit B(h)) #ofa(hB).

Im ersten Fall folgt s © |g,gi = <ea'ha'e-a>q:

, im zweiten sehen wir
ha,es] = Blh))es € 8

dhnlich e_.B ’ hB €s . Da (4,V,A) zusammenhidngend ist, folgt schlieBlich

ea,hae_s_ fir alle a €A v -A ,

dies impliziert aber [g_,g_] cs.
In Bezug auf die Nichttrivialit&t einer IM-Liealgebra ¢ mit zusammenhdngen-
dem Wurzeldatum besagt dieses Lemma, daB entweder die Aussage von 4.8, Ko-

rollar, fir g gilt, oder g kommutativ von endlicher Dimension und somit

trivial ist.

4.11 Die adjungierten Gruppen

Im folgenden kénnen wir den Fall der GIM-Liealgebra und den der IM-Liealgebren

gleichzeitig betrachten.

Es sei daher (H,V,A) eine GIM- oder IM-Wurzelbasis und g die zugehérige

GIM- oder IM-Liealgebra.

Wir nehmen im folgenden an, daB fiir jedes & € A die Elemente

ungleich Null in g sind. Im GIM-Fall folgt dies aus 4.7 Korollar. Im
IM-Fall besagt 4.10, Lemma 2, daB andernfalls g (oder das Ideal von g ,
das der Zusammenhangskomponente von o in A entspricht) ohnehin trivial

ist und keiner Untersuchung bedarf. (Vgl. auch die Bemerkung zum SchluB
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dieses Abschnitts.)

Die definierenden Relationen von g implizieren nun, daB e

a'hu.'e

—a
fir jedes o € A eine dreidimensionale Unteralgebra von g isomorph zu

312 erzeugen. Wir bezeichnen diese Algebra im folgenden mit 312 a
’

Wie im Kac-Moody-Fall (vgl. 3.8) zerfallt g beziglich der auf 312 o
’

eingeschrankten adjungierten Darstellung in eine direkte Summe endlichdimen-

sionaler 512 a—-uoduln. Die g definierenden Relationen implizieren némlich,
’

daB e y und e lokal nilpotent auf g operieren (vgl. die Argumentation

in 3.8 oder [Serrez] VI App.). Die adjungierte Darstellung
ad : Blz'a'*Bnd(g_)

integriert sich daher zu einer Darstellung
Ad : SLZ,a+Aut(9-)

der komplexen Liegruppe SI.2 .

Sei T :=H Qz c¥ = Homz (H*,d:*) der Torus mit Charaktergruppe a%* . Dann

operiexrt T auf g durch
Ad(t) (x) = a(t)e*x.

for t €T, x€g, .o €L v {0} .Wir fassen a € I mittels der Abbil-
dung I + T + H als Charakter auf T auf. Ist ' das Bild von I' in H¥*

(T T f£alls A nicht frei istl), so gilt
A(T) = Homy (F,e%) .
Die von

a(T) , M(Snz'a) r G EA
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in Aut(g) erzeugte Gruppe GAd heiBt die adjungierte Gruppe von g .

Von nun an setzen wir (H,V,A) als frei voraus. Wir fassen dann die Wur-

zeln I als Untermenge von H auf.

Zu jedem a € A sei r_ € GM das Bild von ( ° 1) € SL unter A4 ,
[0 "'1 (o] 2,(!

d. h.
r, = exp (ad ea)exp(-ad e_a)exp(ad e“) .

Aus der endlichdimensionalen Darstellungstheorie der Gruppe SL2 o folgt
’

nun

r,(h) h

ra| =sa=id-aeha
h
ra(g,() = gsa(y) ¢ YEL .
Als Konsequenz erhalten wir die Stabilitadt der Wurzeln unter der Aktion der

Weylgruppe:

Wel =1

dim 9‘7 = dim g-w(y)
far alle Y€l , weW.

Wir nennen ZR := WeA die Menge der reellen oder Weylwurzeln. Das Komple-

ment )l Z\ZR nennen wir die imagindren oder komplement&ren Wurzeln.

Eine weitere Konsequenz aus der endlichdimensionalen Darstellungstheorie der
Gruppe SL2 a ist die folgende. Sei B € £\{¢a} , und seien B + ka und
r

B +1la , k <1 , Wurzeln. Dann sind auch alle B+m , k <m< 1, Wurzeln.
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Im Fall der IM-Algebren erh&lt man mehr:

B+ka €I <=> -p<k<gq fir gewisse p,q e N

mit p-q = B(ha) .

(Im GIM~Fall sind zwar alle SL g Meduln in g endlichdimensional. A priori

2,
kdnnte es jedoch zu einer gegebenen Kette B + ka , k € Z , unendlich viele
solcher Moduln mit unbeschrénkter Dimension geben. Es wlre dann

dim gB ko = o fir alle k € Z . Im IM~Fall gilt dagegen (B+ka,B+ka) > 2 ,

also dim Taxa = o , fir |k| geniigend groB.)

Sei Ad(N) die von den r, @ € A, und A4(T) erzeugte Untergruppe von
GA‘d und W das Bild von W in der Automorphismengruppe des Wurzelgitters
' . (Die Gruppe W kann ein echter Quotient von W sein; dies folgt aus den

Beispielen in 4.14.) Dann ist Ad(N) eine Erweiterung von W durch Ad(T) :

1+ 2Ad(T) »Ad(N) * W+ 1 .

Bemerkung: Obwohl wir im vorhergehenden den Fall ausgeschlossen haben, daB

die Elemente ea . ha , @

in diesem Fall Gmi definierer. Dazu berdcksichtigen wir nur, daB diese drei

- gleich Null werden, kdnnen wir natidrlich auch

Elemente einen trivialen Homomorphismus

slz*g_

definieren. Die zugehdrige Untergruppe Ad(SL2 u) in GM ist dann eben-
’
falls trivial. Ist zudem die Wurzelbasis von g zusammenhdngend, so folgt

natirlich 6™ = {1} .
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4.12 Zopfinvarianz der IM-Liealgebren

Satz: Seien (H,V,A) , (#',V',A') schwach zopfiquivalente IM-Wurzelbasen

und g,g' die zugehdrigen IM-Liealgebren. Dann sind g und g' isomorph.

Beweis: Es genilgt die Behauptung fiir den Fall einer einfachen Zopftrans-

formation
(H',V',A') = CaB(HleA) ’ a,B €A ’
zu beweisen. Es gilt dann

H = H'

Al

(ANBD) U {sa(B)}
V'

(\hgh) v s, (hg))}

und die Wurzelgitter TI,I'' 2zu beiden Wurzeldaten identifizieren sich mitsamt

den darauf definierten Schnittformen ( , ) , (, )' :
TreC,)) = (T',(, )" ’

und den Weylgruppen:
W = W

(vgl. dazu 1.9).

Ist o =8 , so liegt mit CGB = T eine lokale Umorientierung wie in 4.5

o
vor. Der dort fir GIM-Liealgebren gefilhrte Beweis (4.5, Proposition) dber-
trigt sich unmittelbar auf die vorliegende Situation der IM-Liealgebren. Zur
Vermeidung weiterer Fallunterscheidungen kdnnen wir daher im folgenden

o ¥ 8 annehmen.
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Sei £ (bzw. f' ) die freie komplexe Liealgebra, die von h=H® € und
Elementen ey ¢ Y € tA , (bzw. h' = H'®C = h und Elementen e,; Y € 2AY)

erzeugt wird. Wir betrachten g und g' als I'-graduierte Quotienten
g = f/x . g = £/

wie in 4.10. Wir bezeichnen die Bilder von h , e, in g bzw. von h',

e+ in g' mit dengleichen Symbolen, obwohl die Bilder a priori gleich Null

sein k&nnen. Dies wird zu keiner Konfusion fidhren.

Sei ¢ : £+ g' der wie folgt auf den Erzeugenden von f vorgeschriebene

I'-homogene Liealgebrenhomomorphismus:
Eingeschrinkt auf h ist ¢ die Komposition
h-+h'"~> 9_'

wobei der erste Pfeil die Identifikation von h mit h' und der zweite

Pfeil die natdrliche Abbildung nach g' ist. Far y € A\{B} sei

¢(etY) = eiY ’
und es sei
NetB) - r&(e;;sa(s))
wobei r& die Liftung
exp(ad eo")exp(fad elu)exp(ad e&)
v;:n 8y € W' in der adjungierten Gruppe von g' ist.

Wir zeigen nun, da8 ¢ Ober einen I'-homogenen Homomorphismus
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faktorisiert. Dazu missen wir zeigen, daB ¢ das g definierende Ideal
r ¢ £ annulliert.
Fiir die folgenden Elemente

[h,n'] , hh'eh ,

heh , ye€x@a\{h ,

-

[h.eY] - y(hle,

[eY,e_Y] - h, , | vy € A\{B} ,

in r folgt unmittelbar aus der Definition von ¢ und g' , daB sie von

¢ annulliert werden. Weiter gilt
o([n,eyq] + Bhe,p) = [h'”&‘eisam’]+B“‘"&‘e£sa(a)’ = 0
da r&(e-‘;-'ﬂa(ﬁ)) den Grad *B hat, und

¢([egre_gl-ng) = [”&‘eéa(s)"r&‘elsa(e)’] - hg

r&(sa(hB)) - hB
= 0

s ist.

d '
a r o

a|h =

Ist schlieBlich x € _f_Y mit (y,y) > 2 , so liegt ¢(x) in 9_'Y = {o}

wegen der I'-Homogenitit von ¢ .
In &hnlicher Weise definieren wir einen Liealgebrenhomomorphismus
¥ : g' > g

indem wir zun&chst einen I'-homogenen Homomorphismus

v + £+ g
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wie folgt definieren:
‘p|h' = h' =+ h + g

Veep) = e, far ye A'\ls, )}

-1
Yyle} ) = r “(e,,)
isa(B) o 8
wobei Ty die Liftung

exp(ad ea)exp(-ad e_a)exp(ad ea)

von S o € W in der adjungierten Gruppe von g ist. Der Beweis, daB | dber

Y : g' g faktorisiert, ist &hnlich dem fir ¢ (man beachte r;1| -5 ) .
h

Fiir die Kompositionen gilt nun
Yod = ia
g

oy = id, .
g

Diese Relationen sind klar fir die Einschrinkungen von ¥ o $ auf (die Bil-

der in g von) h und e , Y€ +(A\{B}) , bzw. von & > ¥ auf (die Bil-

der in g' wvon) h', e,; ' Y€ i(A'\{sa(B)} . Andererseits gilt
Yo Q(Qts) - \l’(r&(e;:sa(m)) '

und wegen
¥fer,x]) = [e, Y] for alle xeg'

folgt
Yo r& = rco ¥

(" ¥ ist SL, a-lquivariant") also
’
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Vo Q(etB) = ra ° V(eésa(s))
= r o r e,
a o R
- eiB

Ahnlich sieht man

d o ¥Y(e! ) = e! .
i‘SQ(B) isa(B)

Damit ist bewiesen, daB g und g' isomorph sind.

Bemerkung: Als unmittelbares Korollar erhilt man die Tatsache, daB eine
IM-Liealgebra zu einer IM-Wurzelbasis (H,V,A) , die schwach zopfaquivalent
zu einer Cartanschen Wurzelbasis ist, nichttrivial im Sinne von 4.7, Korollar,

ist.

Korollar: Seien (H,V,A) und (H',V',A') Cartansche IM-Wurzelbasen. Sind
diese Wurzelbasen schwach zopfiquivalent, so sind sie Gber @ isomorph. Ins-
besondere stimmen ihre Strukturmatrizen und Schnittdiagramme iiberein (bezig-

lich einer geeigneten Bijektion A + A' ).

Beweis: Seien g und g' die zugehdrigen Kac~Moody-Liealgebren. Nach 4.10,
Proposition, und dem obigen Satz sind dann g und g' isomorph. Jetzt folgt

die Behauptung aus den Resultaten von Kac und Peterson, vgl. 3.10.

Bemerkung: Vermutlich sind die Basen (H,V,A) und (#',V',A') im obigen

Korollar schon dber 2 isomorph.
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4.13 Affinisierungen von Wurzelbasen

Sei (H,V,A) eine GIM-Wurzelbasis. Zur Vermeidung von Konfusionen betrach-

ten wir im folgenden wieder eine "Fremdindizierung”

Vo= )¢y

A = (Gi)i €1

durch die Indexmenge I = {1,2,...,1} (man beachte dennoch die in 3.1

festgelegten Konventionen).

Sei y = ak fir ein keI , gntsprechend hY = hk . Die Affinisierung von

von (H,V,A) beziglich Yy ist dann die folgende Wurzelbasis (B.Q.&) mit

(24
L]

{o,1,...,1}

Sei

A = ((Aij))i,j et

Aij - aj “‘1)

die Strukturmatrix von (3,9.8) . Wir nennen A eine Erweiterung der Struk-

turmatrix A = ((Aij))i.j ex Von (4,V.,4) .

Mit A ist auch A eine (verallgemeinerte) Schnittmatrix. Daher ist
(n,@.&) wieder eine GIM-Wurzelbasis und eine IM-Wurzelbasis falls (H,V,A)

es ist.
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Beispiel: Sei (H,V,A) eine IM-Wurzelbasis mit Schnittdiagramm A . Das
Schnittdiagramm §_ von (H,V,A) entsteht dann aus A durch "Verdopplung"

des k~-ten Eckpunktes:

A ...

o>

(Es gilt: ao(hi) = Gi(ho) = “i(hk) = ak(hi) .

~

Die Affinisierung (H,e,A) ist nach Konstruktion niemals frei. Ist (H,V,A)
frei, so liefert die folgende Konstruktion eine freie Wurzelbasis mit Struk-

~
turmatrix A .

~ e

Die freie Affinisierung (H,V,A) von (H4,V,A) sei die folgendermaBen defi-

nierte Wurzelbasis:

~

H = H® Zco®Zd ,

§ e (¥ sei durch &6(d) =1 und 6(H ® Zc) = {0} definiert, A cH

durch triviale Fortsetzung auf Zc ® Zd nach (0)X geliftet, und

<t
]

(hy); 3

>8]
[ ]

©); ¢%

ho = hY-O-c
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Andere Wurzelbasen mit Strukturmatrix a erhalten wir mit

(g @ cc,V,8)

(wecda,id ,

wobei
Vo= t)ieg o By =Byt
i - (“1)1 e * %% T %
= mpier o By =y
B o= (@) ¢f ¢+ 9 = g+

(mit analogen Konventionen wie oben).

Bemerkung: Ist (H,V,A) von endlichem Typ und & die h&chste Wurzel im zu-
gehdrigen Wurzelsystem I , so nennt man tblicherweise

(1,v',4")
mit

V' = Vu {ho}

A' = A u{ao}

224

= -
“O

h, = -hy

die Affinisierung oder Erweiterung von (H,V,A) . Das Dynkindiagramm von
(#,V',A') ist dann die Erweiterung des Dynkindiagramms von (H,V,A) . Da al-
le langen Wurzeln in I zueinander konjugiert sind, sieht man, da8 (H,V',A')
Zopfiquivalent ist zur Affinisierung (8,9,8) beziiglich einer langen Wurzel

Y €4 . Besitzt I nur gleichlange Wurzeln, so folgt daraus die Isomorphie
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der zugehdrigen GIM-Liealgebren. Fir den Fall, daB I Wurzeln verschiedener
Linge besitzt, vergleiche man 4.15 (und 4.9, Beispiel 2 fiixr die Grenzen des

Konzeptes der Zopfiquivalenz in diesem Fall).

Sei (H,V,A) jetzt auch symmetrisierbar und (I',( , )) das zugehdrige Wur-
zelgitter
1
r = E}) Za,
i=1

mit der Form

(ai:a ) = d.,A ’ i,je1I '

3 1713

wobei De¢A eine symmetrisierung der Strukturmatrix A ist, Ist A symme-
trisch, so sei D=1 . sei (H,9,8) die Affinisierung von (H,V,A) be-
zliglich o - Dann ist die Strukturmatrix A symmetrisierbar mittels einer
Diagonalmatrix D , deren Eingdnge filr i € I mit denen von D d{berein-
stimmen (es gilt dann do = dk ). Sei (f,( , )Y aas zugehdrige Wurzelgitter.

Dann liegt § = a, - o im Radikal der Form ( , )" , und wir erhalten eine

k
Zerlegung in eine direkte Summe

T, = T, (,)) e (z§,0 .
L3Rt sich H mit einer nichtentarteten invarianten Form
() : HXH -+ Q

versehen (vgl. 3.2), so l&8t sich diese auf die freie Affinisierung (4,7,4)

ausdehnen:

-~

(.)

-4
X
me
+
=]

sei die durch die Forderungen
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>
-

mh)” = Lmohpem . hed L, te
(d,d)° = 0

festgelegte Fortsetzung von ( , ) . Dann ist ( , )" nicht entartet. Es

folgt

()™ = 0 , (e, @ = F(h,h) .

4.14 Weylgruppen von Affinisierungen

Sei (H,V,A) eine zusammenhdngende GIM-Wurzelbasis mit Strukturmatrix A
und (H,G,K) ihre Affinisierung mit Strukturmatrix A . Aus den Definitionen
folgt unmittelbar, daB die Weylgruppe W von (H,9,8) mit der weylgruppe
wo Obereinstimmt. Im folgenden wollen wir die Weylgruppe zu anderen Wurzel-

basen mit Strukturmatrix 3 untersuchen.

Sei zunachst (H,V,A) die freie Affinisierung

o

= HOTcoHCd

<t

Mpyeg o+ Moemte

Dann wird die Weylgruppe W erzeugt von den Elementen 'o. ,....sa v T
1 1
wobeli T die Transformation ’a. ° sak ist, die wie folgt auf H (bzw. E*’)

()
operiert:

t{h) -h-s(h)hk+(uk-6)(h)°c , hen ,

Tw) = o - wl(eo + wlh-c): [ , ® €& 8B* .
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Die Transformationen Sy rece1Sy erzeugen eine zu wo' isomorphe Unter-

1 e
gruppe von W . Sei Q die von den Elementen wTw-l s W E wo , erzeugte

Untergruppe. Dann zerlegt sich W in das semidirekte Produkt
W = wo XxQ ,

wie man leicht verifiziert. Die Gruppe Q ist abelsch genau dann, wenn
(4,V,A) symmetrisierbar ist. (Die Bedingung fiir die Kommutativitdt von Q
fihrt auf die Bedingung: ak(w(hk)) = ak(w—l(hk)) fir alle w € wo . Diese
ist genau dann erfidllt, wenn (H,V,A) symmetrisierbar ist.) In diesem Fall
ist Q eine freie abelsche Gruppe, die sich mit dem von den Elementen
w(hk) , W e wo , erzeugten Untergitter von H identifiziert, sofern die

hi , L € I , linear unabhdngig sind. ( Q kann ein echtes Untergitter des

Kowurzelgitters L sein!)

Ist (H,V,A) nicht symmetrisierbar, so ist Q eine zentrale Erweiterung

dieses Gitters.

~

Fir die Wurzelbasis (H @ Ec,e,A) ergibt sich mit T = sa;Sak
T(h) = h + ak(h)° c ' heH®dac ,
T(w) = o - wlcla, ' w € (H® a:c)*

Es gilt nun

W= oW ox ¥,

wobei "o die Weylgruppe von (H,V,A) und Q*L das von den Elementen
w(ak) W e.wo , erzeugte Untergitter von (H & mc)* ist. Ein Element

qe Q*':.w operiert dabei durch die Transformation
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h ¥ h+q(h)*c auf H ® Cc
und

o P o-o()qg auf (H® u:c)"' .

Betrachten wir die Wurzelbasis (H ® m,@,s) , S0 erhalten wir zum obigen

Fall duale Formeln:
T(h) = h-G(l’x)h.k ' heHeoccd '
T = w+am)es , oe@eocd .
Die Weylémppe W 1ist nun das semidirekte Produkt
wxo .

wobei Q das von den Elementen w(hk) r W E Wo , erzeugte Untergitter von
H ist. Fir die Aktion von Q gelten die zu den im letzten Fall betrachte-

ten dualen Formeln.

Bemerkung: Ist (H,V,A) mit einer nichtentarteten invarianten Form verseh-
bar, so resultiert die Dualitidt der beiden zuletzt betrachteten F3lle auch

aus der in 4.13 betrachteten Form
(.) : ﬁ X i + @ o

Diese identifiziert nimlich den Dualraum von H ® Cc mit H @ T©d , und umge~

kehrt.

4.15 Schleifenalgebren

Sei g eine GIM- oder IM-Liealgebra zu einer zusammenhingenden Wurzelbasis

(8,V,4) mit Erzeugenden h =H®C , e, r @ € tA . Sei g= [g_,g] . Mit
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2(g) bezeichnen wir die a:[z,z-ll -Liealgebra
-1
g ® c[z,z ] '

die durch m[z,z-l] -lineare Fortsetzung der Lieklammer aus g hervorgeht.

Wir nennen Z.(g) die Schleifenalgebra zu g . Wir identifizieren g mit

der Unteralgebra

g ® 1 < Lg) .

j

Seli Y € A . Dann wird Z(g) erzeugt von h und den Elementen

-1
e,uetA,eYez,e_.Yaz .

Beweis: Sei g'c 4.(g) die von den besagten Elementen erzeugte Lieunteral-
gebra von § . Dann enth&lt g' die Algebra g . Mit der d:[z,z-l] ~Linearitat
der Lieklammer und 4.10, Lemma 2, folgt, daB g' mit g und e, ® z auch

Y
den Vektorraum g ® z enthilt. Ahnlich sieht man g9 2-1 c g' .

Wegen

n n+i
= 2
[hYez,eyoz] eYsz

1 -(n+1)

,eYOz_n] = 2 ®z

h ®z

[ Y

erhalten wir induktiv mit den gleichen Argumenten
g® 2" ¢ q'

far alle n ¢ Z, also g' = L(g) .

Sei nun (H,9,8) die Affinisierung von (H,V,A) bezdglich Yy € A und g
die GIM-Liealgebra (bzw. IM-Liealgebra, falls g eine ist) zu (H,V,&)

Wir dbernehmen die Notationen von 4.13.
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Proposition: Es gibt einen surjektiven Homoworphismus von Liealgebren

¢ : g+ .

Beweis: Sel _’_\f_ die freie komplexe Liealgebra erzeugt von h =H ® € und

Elementen aa,aeﬂ‘,umi
¢ : £ + L9

der durch

*h = 1%

L ter=1{1,...1}

06, ) =
i e ® zt1 i=0

definierte Homomorphismus. Dann ist ¢ surjektiv nach dem voraufgehenden
Lemma. Wir haben zu zeigen, daB ¢ Ober g faktorisiert, d. h. die g de-
finierenden Relationen annulliert. Im GIM-Fall folgt dies unmittelbar, u. a.
wegen der c[z,z‘l] ~Linearit&t der Lieklammer in ‘f,(g_) . Im IM-Fall beachte

man zusatzlich, daB &(g) durch
Grad x = Yy + né§ fir erYOzn

eine ?--Graduierung erhilt, bezliglich der ¢ homogen ist. Fir alle B = y+n§

mit (B,B) > 2 folgt dann
a n
¢(£B) [ g'Y ® 2z {O} ’
da mit (Y,y) = (8,8) > 2 die TrivialitAt g, = {0} foigt.

Bemerkung: Wir vermuten, da8 ¢ ein Isomorphismus ist, zumindest im

GIM-Fall. Ist g eine endlichdimensionale einfache Liealgebra, so ist diese
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Vermutung ein bekanntes Resultat von Kac und Moody ([Kac 1] ' [Moodyz] ). Wenn
Uberhaupt, dann lassen sich die in diesen Arbeiten benutzten Argumente nur
dann auf die vorliegende Situation ausdehnen, wenn weitere Einsichten in

die Struktur der IM- und GIM-Liealgebren vorliegen.

Besitzt g eine g-invariante symmetrische Bilinearform
(,) : gxg=+¢c ,

so 14Bt sich diese auf I (g) ausdehnen: Es sei

(.o, 2@ x @ + elz,271]

die c[z,z_I] -lineare Fortsetzung von ( , ) auf f.(g_) und

k C[z,z-l]-*d:

k(z aizi) = ao

die C-lineare Abbildung "konstanter Term". Dann ist
ke (,), : 2@ x&g +c

eine f.(g_)-invariante symmetrische Bilinearform auf i(_g_) . Ist die Form

(,) auf g nicht entartet, so gilt dies auch fir die Form k = ( , )z

auf £(g) .

Sei g die GIM- (bzw. IM-) Liealgebra zu der freien Affinisierung (ﬁ,\?,&)

von (H,V,A) . Dann erhalten wir eine zentrale Erweiterung
O+Cc+g+gxed+o0 .

Dabei ist § » d die GIM- (bzw. IM-) Liealgebra zu der Wurzelbasis

(20 zd4,9,8). Xnnlich ist F° = [§,§] dile GIM- (bzw. IM-) Liealgebra zu
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der Wurzelbasis (H © Zc,e,s) r vgl, 4.13.

Bemerkungen: 1) Ist (8,V,A) symmetrisierbar, also g mit einer invarian-
ten Porm (, ) : g X g+ & versehen, so 148t sich eine zentrale Erweite-

rung
o+ac+E(g +&(g »o0
wie folgt definieren:
Als @-Vektorraum ist
€tg = £ etc,
und das Lieprodukt wird durch die Vorschriften

¢ ¢ 1ist zentral

+n

. [x ez,y® zn] = [x,y] R z" © + m§ * (x,¥)*c

m'-n

xyeg , mne€z
festgelegt.
Vermutlich ist die zentrale Erweiterung
o~+¢ -+ ic -+ §_ + 0

identisch mit der obigen (oder davon induziert falls § # i(g_) sein sollte),
&hnlich wie im Fall der affinen Kac-Moody-Liealgebren (vgl. [Garlandz] ,auf-
grund mdglicher imagin&rer Wurzeln oder unbekannter Wurzelmultiplizit&ten in

g lassen sich Garland's Argumente nicht unmittelbar {ibertragen).

2) Von K. Saito wurden "erweiterte affine Wurzelsysteme" eingefdhrt und

klassifiziert ([saito,]). pie mit x{!"® oder x*V)

n n 'k-1'2'3'b°-
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zeichneten Systeme lassen sich als Systeme der "reellen" Wurzeln in Schlei-
fenalgebren Iig) interpretieren, wobei g eine affine Kac-Moody-Liealge-
bra ist. Es stellt sich die Frage, ob sich auch die anderen von Saitos Wur-
zelsystemen mittels Schleifen-, IM- oder GIM-Liealgebren interpretieren
lassen. Zu den von Saifo angegebenen "Dynkindiagrammen" lassen sich immer
GIM-Liealgebren assoziieren. Das betreffende System der reellen Wurzeln

weicht jedoch von dem entsprechenden System Saitos ab.

4,16 Ein Reduktionssatz

Dieser Abschnitt handelt von der Klassifikation gewlsser Konjugationsklassen
in (modifizierten) Schleifenalgebren §_ von endlichdimensionalen, algebrai-
schen Liealgebren g .Im wesentlichen handelt es sich dabei um eine Umfor-
mulierung klassischer Resultate Uber lineare Differentialgleichungen mit pe-
riodischen Koeffizienten (Satz von Floquet, vgl. [Dieudonné]). Ihre Anwen-
dung auf die Untersuchung von Konjugationsklassen wurde von I. Frenkel

Frenkel,| und G.‘Segal Segal| entdeckt.
1

Fir eine Kac-Moody- oder GIM-Liealgebra haben die Resultate vorerst nur heu-
ristische Bedeutung. MSglicherweise lassen sich jedoch die fir die Beweise
erforderlichen Voraussetzungen wenigsten partiell oder in geeignet komplet-

tierten Liealgebren realisieren (vgl. auch die Bemerkungen zm Schlu8).

Sei nun g eine algebraische Lieunteralgebra der Endomorphismen eines end-

lichdimensionalen Vektorraumes komplexen Vektorraums V

g < gljv) .

Die tibliche Exponentialabbildung
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exp : glL{V) + GL(V)

liefert dann eine Surjektion

von g auf eine zusammenhingende algebraische Untergruppe
G CGL(V) .

Sei A die C-Algebra der holomorphen Abbildungen ¢* + € . wir kdnnen dann
A auch als die Algebra der periodischen holomorphen Funktionen € + © be-
trachten: Auf € bzw. C* wihlen wir Koordinaten y bzw. z mit

z = exp(2miy) . Ist £ € A, so gilt fdar £(y) = f£(exp(2miy))
Fy+l) = E(y)

Sei

%

G = G(A) = {I;:C +G|L holomorph} -

und

i = g.QVA = {x:u:*+g_|x holomorph} .

Die eindimensionale Liealgebra e = €*D mit D = 2z a%- operiert auf i

durch Derivation auf dem Faktor A . Das semidirekte Produkt
gne

liftet sich zu einem semidirekten Produkt
éGueg , E=c¥ .

Daher operiert a als Untergruppe von GueE durch Konjugation auf §_ e,

—
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Betrachten wir X e §. und L €G als Abbildung von €¥ nach End(V) , so

gilt in (End(V) ® A) H e :
x.(x+>u:)r.'1 = wu!os A(D(L))L’1 +AD , AetC ,

oder, falls wir X und L als periodische Abbildungen auf € auffassen,

1

d, -1 - d -1
L(x+>\a-§)1:. = LXL +)‘(a—y-L)L + A= .

Die Konjugation von ¢ 1aBt die Projektion
gne * e

invariant. ba G mit der Skalarmultiplikation auf §_x e kommutiert, er-
hilt man eine vollst#ndige Beschreibung aller Konjugationsklassen durch eine

Beschreibung der Klassen in

Uns interessiert hier nur der Fall §, , der von Frenkel und Segal fir den
Fall differenzierbarer Abbildungen S1 + g behandelt worden ist (loc. cit.).
Die Argumente im holomorphen Fall sind "mutatis mutandis" diegleichen wie

im differenzierbaren Fall. Wir beschréinken uns daher auf eine Formulierung

der Ergebnisse ohne erneuten Beweils.

Sei

die folgendermaBen definierte Abbildung: Sei X + D€ §4 . Wir fassen X € g
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als periodische Abbildung € * g €gl(V) auf. Dann gibt es genau eine holo-

morphe Abbildung
s : € + G ,
die die Differentialgleichung

d—y'S = X*S

und die Anfangsbedingung

s(0) = lG

erfillt. Wir setzen dann

m(X+D) = S(1) .

satz (Floquet, Frenkel, Segal): Sei L €8, X, = X+D e§_1 . Dann gilt:

1

1 1

i) m(LX,L) = L(O)m(X,)L(O) " .

11) Jede G-Konjugationsklasse in §_1 ist das Urbild unter einer

G-Konjugationsklasse in G .

iii) X, ist a-konjuqiert zu einem "konstanten" Element Y, = Y+D mit

1
Yeg=g®lcg.

1

~ A -1
iv) sei G, = {L e G| LX,L

1
= {g ¢ G| qm(xl)g_l = m(X,)} . Dann induziert die Abbildung L + L(O)

'xl} und

“m(x,)
einen Isomorphismus
G

X %mﬂ ]

1

Bemerkungen: 1) Sei P -+ t* das triviale G-Rechts-Prinzipalblndel c*x g,

Nach Einschri&nkung auf den Eins~Schnitt von c* x G identifiziert sich jeder
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G-Zusammenhang auf P mit einem Element x1 = X+D € §4 . Die Gruppe G
operiert auf P (von links) als Gruppe der Eichtransformationen. Die dadurch
induzierte Aktion auf den Zusammenhdngen geht unter der obigen Identifika-
tion Uber in die Konjugation von G auf §H . Die Abbildung m : §4 + G

ordnet nun jedem Zusammenhang seine Monodromie 2zu.

2) Will man den obigen Satz auf Kac-Moody- oder GIM-Liealgebren g verall-

gemeinern, so bendtigt man dazu eine surjektive Exponentialabbildung

auf eine zugehdrige Gruppe G , eine analytische Struktur auf G , sowie die
Integrierbarkeit der Differentialgleichung § = X*S . Keine dieser Eigen-
schaften ist jedoch fir die von uns betrachteten Liealgebren ¢ und Gruppen
G erfullt. Andererseits sind diese Eigenschaften flr proalgebraische Grup-
pen und ihre Liealgebren erfiillt, die als Untergruppen und Unteralgebren von
geeigneten Gruppen G und Algebren g auftreten (vgl. Kap. 5). Wir glauben,
daB das obige Resultat in diesen F&llen fir einen "hinreichend" groBen Teil
von §4 erhalten bleibt. Einen Anhaltspunkt dafdr sehen wir in der folgenden
Uberlegung. Der Einfachheit halber nehmen wir an, daB g die IM-Liealgebra
zu einer zusammenhi&ngenden IM-Wurzelbasis (H,V,A) ist. Wir nehmen auch an,
daB das Kowurzelgitter Q mit H Ubereinstimmt. Die Weylgruppe der Affini-

sierung (H @ ZD,e,A) von (H,V,A) bezlglich einer Wurzel o € A ist

dann ein semidirektes Produkt

der Weylgruppe W wvon (H,V,A) und des Gitters H (vgl. 4.14).
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Die "halbeinfachen" Konjugationsklassen in
~
g = ge®aAepD

(Notationen wie im Hauptteil dieses Abschnittes) sollten dann durch den Quo-
tienten von h @D , h=H® € , nach WX H parametrisiert werden. Dieser

138t sich identifizieren mit dem Quotienten
(h/H) /W .

Der partielle Quotient h/H identifiziert sich jedoch mit einem maximalen
Torus T einer g 2zugeordneten "einfach zusammenhingenden" Gruppe G (fiir
den GCM-Fall vgl. Kap. 5). Die "halbeinfachen" G-Konjugationsklassen in G
sollten nun durch T/W parametrisiert werden. Ein gutes Zentralisatorver-
halten in §4 und G vorausgesetzt, lieBe sich somit eine Bijektion der
"Jordanzerlegbaren" Konjugationsklassen in §4 zu den "Jordanzerlegbaren"

Klassen in G dber den Isomorphismus
h/Wx H = T/W
erstellen.

Ist g halbeinfach und endlichdimensional, so sind diese Vermutungen durch
den obigen Satz bewiesen. (Fir eine allgemeine IM-Liealgebra g oder zuge-
hoérige Gruppe G s8ind die Terme "halbeinfaches" oder "Jordanzerlegbares"

Element mittels der adjungierten Darstellung zu definieren.)

3) 1Ist die Liealgebra g halbeinfach, so besitzt sie eine nichtentartete,
invariante, symmetrische Bilinearform. 2u §_ gibt es dann eine mittels die-

ser Form definierbare zentrale Erweiterung

o+ec+g+g+o .
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Die G-Aktion auf dem Dual (§_)* identifiziert sich nun mit der G-Aktion
auf § » e , vgl dazu 4.14, 4.15. Insofern tbertragt sich der obige Satz

auf die Konjugationsklassen der koadjungierten Darstellung.

4.17 Offene Fragen

Zum AbschluB dieses Kapitels wollen wir noch einige Fragen erwihnen, deren
Beantwortung mehr Einsicht in die Struktur der GIM- und IM-Liealgebren brin-

gen wirde.

sei (H,V,A) eine GIM-Wurzelbasis mit Strukturmatrix A und Wurzelgitter

' . Sei g die zugehdrige GIM-Liealgebra.

1) Die kommutative Unteralgebra h € g ist in dem Eigenraum
g, = {xe g| [h/x] =0,h &h} trivialerweise enthalten. Ist h eine Cartan-

algebra, d. h. gilt h =g ?

2) Was ist die Dimension der Wurzelrdume 90. ? Gilt dim 20. =1 fir alle

reellen Wurzeln o ?

Man beachte, daB die Beantwortung der Fragen 1 und 2 nicht so einfach wie im
Fall der Kac-Moody-Liealgebren ist, da die Wurzeln a von g sowohl posi-

tive als auch negative erffizienten in den einfachen Wurzeln haben kdnnen.

Eine positive Antwort auf die Fragen 1) und 2) ermdglichte die Berechnung der
Zentralisatoren von Elementen aus h . Diese sind von Wichtigkeit bei der Be-

schreibung der Konjugationsklassen in g .

3) Gilt die Gleichheit h = g, so ist die Summe zweier I'-homogener Ideale

r , 8 von g mit der Eigenschaft
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rnh = snAnh = {o}
wieder ein solches
(r+s)n h = {o} .

Daher gibt es ein maximales I'-homogenes Ideal mc g mit mna h = {0} . In
Analogie zur Theorie der Kac-Moody-lLiealgebren kdnnte man sich dann zunichst

auf die Untersuchung des Quotienten g/m beschrinken.

Ist (H,V,A) frei und zusammenhingend, so ist die Kommutatorunteralgebra

von g/m einfach (vgl. 4.10, Lemma 2).

4) Sei (H,V,A) symmetrisierbar. LiRt sich dann eine invariante Form auf H

zu einer g-invarianten Form auf g fortsetzen?

5) Ist (H,V,A) eine IM-Wurzelbasis, so stellen sich die obigen Fragen sinn-
gemif flr die zugehdrige IM-Liealgebra g . Wichtiger ist hier allerdings die
Frage nach der Nichttrivialitdt von g (vgl. 4.10). Die von uns als nicht-
trivial erkannten Falle basieren letztlich auf Kac-Moody-Liealgebren (4.12,

4.15).

6) Sei g eine GIM- oder IM-Liealgebra und G die adjungierte Gruppe von

g (4.11). Dann wird G erzeugt von den Untergruppen
AM(T) , M(SI‘z,u) r G ELH .

Sei Gc die Untergruppe von G , die erzeugt wird von den Gruppen
a(r) , M(su, ) , aed ,

wobei SU2 ,0

trigliche kompakte Form von T ist.

die "Standard"-Kompakte-Form wvon SL2 o’ und 'rc € T eine ver-
1
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Wie mir V. Kac miindlich mitgeteilt hat, kann er der Strukturmatrix A wvon
(H,V,4) eine "algebraisch kompakte" Gruppe GK in Analogie zur Konstruk-
tion in seiner Arbeit [Kacz] zuordnen. Gibt es eine Beziehung zwischen Gx

und G_ ?
c



KAPITEL 5: KAC-MOODY-LIEGRUPPEN

5.1 Tits-Systeme

Im folgenden erinnern wir an den Begriff eines Tits-Systems. Fir Details ver-

gleiche man [LIE] 1v, [Serre3], [Titsz].

Ein Tits-System ist ein Viertupel (G,B,N,S) , wobeli G eine Gruppe ist, B
und N Untergruppen von G sind, und S eine Teilmenge von N/(Bn N) ist,

die den folgenden Bedingungen geniigen:

1) Die Untergruppen B und N erzeugen G .

2) Der Durchschnitt B~ N ist normal in N .

3) Die Menge S erzeugt die Gruppe W = N/(B N N) .

4) Fir alle s €S , w €W gilt:
sBw € BwB  BswB .

5) PFir alle s € S gilt:

Statt zu sagen (G,B,N,S) sei ein Tits-System, sagt man gelegentlich auch

(B,N) sei ein Tits-System oder BN-Paar in G .

Die Cardinalitit |s| von S heiBt der Rang, und W die Weylgruppe des
Systems. Die Elemente von S haben die Ordnung 2 in W , und (W,S) bil-
det ein Coxeter-System. Die Gruppe B sowie ihre Konjugierten in G heiBen

Boreluntargruggen von G .
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Bezliglich der Doppelnebenklassen von B erhalten wir eine "Bruhatzerlegung":
¢ = \U s .
wWEW
Es gilt BwB = Bw'B genau dann, wenn w = w' . Wegen seiner spiteren Nitz-
lichkeit erwdhnen und beweisen wir das folgende elementare Lemma (vgl. ['I'.tts3]

Ende von 5.4).

Lemma: Sei ¢ : G+ H ein Homomorphismus von Gruppen, dessen Einschrénkung

auf B u N injektiv ist. Dann ist auch ¢ injektiv.

Beweis: Sei g € G im Kern von ¢ . Fir die Bruhatzerlegung g = bnb' ,

b,b'e B, n €N, von ¢g folgt dann

1

T N )

$tn) = o) temn”

also

1 -1

n = b (b")

d. h. bnb' =1 , w.z.z.w. .

Sei S' eine Teilmenge von S wund Ws. die von S8' erzeugte Untergruppe

in W . Dann ist

g1 = BWg,B = U BwB

P
wews.

eine Untergruppe von G . Man nennt P,, die Standard-parabolische Untergrup-

pe vom Typ §' und |s'| den Rang von Py, . Es ist dann (P, ,B,N n Pg,,S')
wieder ein Tits-System (mit Weylgruppe W, und Rang |s'] ). Die Abbildung
s = P_,
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induziert eine inklusionstreue Bijektion von der Potenzmenge von S auf die
Menge der Untergruppen von G , die B = P¢ enthalten. Wir setzen Ps = P(s}

fir alle s € S .

Unter einem System von Gruppen verstehen wir ein Paar (% ,®) bestehend aus

von Gruppen und einer Familie ¢ = U ¢

einer Familie % = (G;)
i,jer

ier ij

von Homomorphismen, “’11 C Hom(Gi,Gj) .

Im Hinblick auf die speziellen Systeme von Gruppen, die wir betrachten werden,

nennen wir den induktiven Limes

lig (%.o)

eines solchen Systems (in der Kategorie der Gruppen) auch das Amalgam dieses
Systems. Unter der Vereinigung des Systems (% +®) verstehen wir einfach den

induktiven Limes in der Kategorie der Mengen.

Jede Menge {Hklk € X} von Untergruppen einer Gruppe G erzeugt ein natidr-
liches System (% .?) von Gruppen, bestehend aus der Familie "b aller Durch-
schnitte der Gruppen Bk und der Familie ¢ der natiirlichen Inklusionen.

Wir nennen das Amalgam von (%,0) dann das Amalgam der Gruppen H .k €k,

entlang ihrer Durchschnitte.

Theorem (['ri.taz])s Sei (G,B,N,S) ein Tits-System. Dann ist G das Amalgam

der Untergruppen N und P g ' 8 € S8 , entlang ihrer Durchschnitte.
Aufgrund der Pr&sentation von W als Coxetergruppe ergeben sich unmittelbar
die folgenden Korollare (vgl. [Serre3] ' ['I':Ltsz]).

Korollar 1: Sedi IsI > 2 . Dann ist G das Amalgam der Standard-paraboli-

schen Untergruppen vom Rang 2 entlang ihrer Durchschnitte.
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Korollar 2: Sei |S| =2, s = {s,8'} , und W unendlich. Dann ist W das

freie Produkt

W = <1,8>% <1,s'> ’
und G ist das Amalgam

G = P_¥%; P,

der Standard-parabolischen Untergruppen Ps und Ps' vom Rang 1 entlang

ihres Durchschnitts B = Ps n Ps' .

Sei 8'C S . Wir nennen S$' und die Gruppe P von endlichem Typ, falls

s \ ]
endlich ist.

die von S' erzeugte Untergruppe ws,
Aus Korollar 2 folgt nun unmittelbar:

Korollar 3: Sei |S| > 2 . Dann ist G das Amalgam der Standard-paraboli-

schen Untergruppen von endlichem Typ und Rang < 2 .
Eine Abschwichung davon ist:
Korollar 4: Sei |S| > 2 . Dann ist G das Amalgam der Standard-paraboli-

schen Untergruppen von endlichem Typ.

5.2 Proalgebraische Gruppen

In diesem Abschnitt stellen wir Definitionen und elementare Eigenschaften von
komplex proalgebraischen Gruppen zusammen. Details, Beweise und weitere Er-
6rterungen‘ findet man in den Artikeln von Serre [Serre,] und Xovacic [Kovacic].
Alle von uns in diesem und dem nichsten Abschnitt betrachteten algebraischen

Gruppen setzen wir als komplex und linear voraus.



Eine proalgebraische Gruppe ist ein Paar (G, S) bestehend aus einer Gruppe

G und einer nichtleeren Familie S von Normalteilern von G mit der Struk-
tur einer algebraischen Gruppe auf jedem Quotienten G/H , H € S , so daB

die folgenden Bedingungen erfiillt sind:
1) HH' €S => HAH'ES .

2) Sei HE€ S , H' Normalteiler von G mit H C H' . Dann gilt H'e€ S
genau dann, wenn H' das Urbild einer algebraischen Untergruppe von

G/H unter der Abbildung G + G/H ist.

3) Seien H,A'€ S , HC H' . Dann ist der natiirliche Homomorphismus

G/H + G/H' ein Morphismus algebraischer Gruppen.

4) Die natilrliche Abbildung G + lim G/H ist eine Bijektion von G auf den
Hes
projektiven Limes der Gruppen G/H , He S .

Die Menge S heiBt eine saturierte Definitionsmenge fir die proalgebraische

Struktur auf G . Erfillt eine Menge S§' von Normalteilern von G nur die
Bedingungen 3) und 4) und ist S§' absteigend filtrierend, so gibt es genau
eine Menge S > §' von Normalteilern von G , die die Bedingungen 1) bis 4)

erfillt. Eine solche Menge §' heiBe eine Definitionsmenge, S ihre Satu-

rierung. Die Gruppe G identifiziert sich dann auch mit dem projektiven Limes

lim G/H . Ist vom Kontext klar, welche proalgebraische Struktur auf einer Grup-

He S’
pe G vorliegt, so bezeichnen wir (G,S) auch einfach mit G .

Beispiel: Sei G = }i_m Gj. projektiver Limes eines Systems ...Gi+1—> G:L"'

ieN
algebraischer Gruppen Gi , 1 €eN. sei S die Menge der Kerne der (nicht un-

bedingt surjektiven) Homomorphismen G + Gi r 1 €I , fir eine kofinale Teil~
menge I ¢ N. Dann ist S eine Definitionsmenge fiir eine proalgebraische
Struktur auf G . Insbesondere ist jede algebraische Gruppe in natdrlicher Weise

(S ={1}) eine proalgebraische Gruppe.
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Seien (G,S) und (X,7T) proalgebraische Gruppen. Ein Homomorphismus

¢ : G+ K heift ein Morphismus proalgebraischer Gruppen, falls die folgen-

de Bedingung erfdllt ist:

e Fdr jedes L € T ist ¢‘1 (L) € S , und der natirliche Homomorphismus

<.~‘./<l)"1 (L) * K/L ist ein Morphismus algebraischer Gruppen.

Bemerkung: Sind $'c¢ S und T'c T nicht notwendig saturierte Definitions-
mengen fir (G,S) und (K,7T) , so ist die obige Bedingung &quivalent zu

der schwidcheren:
e Fir jedes L € T' enthilt (b_l (L) ein HE S§' , so daB die natirliche

Abbildung G/H + K/L ein Morphismus algebraischer Gruppen ist.

Sei (G,S) eine proalgebraische Gruppe und S'c S ein Definitionssystem.
Die Zariski-Topologien auf den Quotienten G/H , H € S' , induzieren auf G

die Projektive-Limes-Topologie, die wir ebenfalls Zariski-Topologie nennen.

Eine Untergruppe K c G heiBt proalgebraische Untergruppe, wenn K in G

Zariski-abgeschlossen ist.

Fixr H € §' bezeichne Py ¢ G *+ G/H die natlirliche Projektion. Sei K C G
abgeschlossene Untergruppe. Dann ist l% = Py (K) eine abgeschlossene Unter-
gruppe in G/H fir alle H € S' , und ist H':H,a'éS‘ , 80 ist

Ky © G/H' gleich dem Bild von K, unter der Abbildung G/H -+ G/H' . Es
gilt nun

x-ﬂp:(lﬂ)-}_iﬂl%.

HES' HeS

Umgekehrt definiert jedes System Kﬂ mit den obigen Eigenschaften eine ab-

geschlossene Untergruppe K = lim xﬂ . Ein Definitionssystem fdr K wird
j—
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durch {Kn H|H € §'} geliefert, und die natiirliche Inklusion K< G ist
ein Morphismus proalgebraischer Gruppen. Eine abgeschlossene Untergruppe
K< G ist normal genau dann, wenn die Bilder KH = Py (K) normal in

GH = G/H sind fir alle He S' . In diesem Fall identifiziert sich der Quo-
tient G/K mit dem projektiven Limes }.i_m GB/KH und erhdlt somit eine pro-
algebraische Struktur, beziliglich der die natirliche Projektion G + G/K ein

Morphismus proalgebraischer Gruppen wird.

Ist ¢ : G+ G' ein Morphismus proalgebraischer Gruppen, so sind K = Kern ¢
und B = Bild ¢ abgeschlossene Untergruppen von G bzw. G' , und ¢ in-

duziert einen Isomorphismus proalgebraischer Gruppen

~

G/K = B .

Insbesondere ist jeder bijektive Morphismus ¢ : G + G' ein Isomorphismus

(Char = 0!) .

Eine proalgebraische Gruppe (G,S) heiBt (einfach) zusammenhingend (bzw.

proendlich, bzw. unipotent, bzw. aufldsbar) falls alle Quotienten G/H ,
H € S, (einfach) zusammenhdngend (bzw. endlich, bzw. unipotent, bzw. auflds-

bar) sind.

5.3 Die Liealgebra einer proalgebraischen Gruppe

Eine Pro-Liealgebra ist ein Paar (g'S) bestehend aus einer komplexen Lie-

algebra g und einer nichtleeren Familie S von Idealen endlicher Kodimen-

sion in g , so daB die folgenden Bedingungen erfdllt sind:
) hhn'eS => hnh'e S .

2) Sei he§ und h'oS h ein Ideal in g . Dann gilt h'e § .



5-8

3) Die natirliche Abbildung g + lim g/h ist ein Isomorphismus von -
[ —
hed
auf den projektiven Limes der Liealgebren g/h , heS .

Die Menge S heiBe eine saturierte Definitionsmenge fir die Struktur einer
Pro-Liealgebra auf g . Jede absteigend filtrierende Familie S' wvon
Idealen endlicher Xodimension in g , die die obige Bedingung 3) erfidllt,
148t sich in natirlicher Weise zu einer saturierten Definitionsmenge $§ o> §°

erweitern. Wir nennen eine solche Familie S' Definitionsmenge oder Defi-

nitionssystem £iir die Struktur einer Pro-Liealgebra auf g .

Beispiel: Jeder projektive Limes eines absteigend filtrierenden Systems
endlichdimensionaler Liealgebren definiert in offensichtlicher Weise eine

Pro-Liealgebra.

Selien g und g' Pro-Liealgebren mit Definitionsmengen S unda S'. Ein

Homomorphismus ¢ : g + g' heiSt ein Morphismus von Pro-Liealgebren, wenn

es zu jedem h'e S' ein he S mit hec ¢-1(_ll') gibt.

Eine Unteralgebra k einer Pro-Liealgebra (g,,S) heiBt abgeschlossen oder

Pro-Lieunteralgebra, wenn die natdirliche Abbildung k + lim k/k n h ein
— 222
heS

Isomorphismus ist.

Ist k € g ein Ideal und abgeschlossen, so ist der Quotient g/k wieder in

natirlicher Weise eine Pro-Liealgebra.

Eine Pro-Liealgebra (g,S) heiBt nilpotent, falls die endlichdimensiona-

len Quotienten g/h , he § ., nilpotent sind.
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Sei (G,S) eine proalgebraische Gruppe und
gy = Lie(e/H) , HES ,

die Familie der lLiealgebren der algebraischen Quotienten. Dann ist

g - U g
He S

eine Pro-Liealgebra. Wir nennen g die Liealgebra Lie(G) von G .

Jedexr Morphismus ¢ : G = G' proalgebraischer Gruppen induziert dann einen

Homomorphismus
Lie(¢) : Lie(G) -+ Lie(G')
der zugehSrigen Liealgebren.

Im allgemeinen 138t sich einer Pro-Liealgebra g nicht unbedingt eine pro-

algebraische Gruppe G mit Lie(G) = g 2zuordnen (man betrachte kommutative
Liealgebren). Dies ist jedoch anders, wenn wir uns, entsprechend den spiteren
Anwendungen, auf die Betrachtung unipotenter Gruppen und nilpotenter Liealge-

bren beschrdnken.

Bekanntlich definiert die Campbell-Hausdorff-Formel auf jeder endlichdimen-
sionalen nilpotenten Liealgebra u die Struktur einer unipotenten algebra-

ischen Gruppe (vgl. [LIE] III § 9, n° 5):
uxu —+u , (xy) —xHy .

Bezeichnen wir diese Gruppe mit U , so gilt Lie(U) = u , und die Exponen-

tialabbildung exp : u -+ U identifiziert sich mit der Identitdt.

Jeder Homomorphismus ¢ : u + v endlichdimensionaler nilpotenter
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Liealgebren liftet sich in eindeutiger Weise zu einem Morphismus

©
a

> VvV

der zugehdrigen Gruppen, Lie($) = § . Dabei kommutiert das Diagramm

Lie(¢)
—_—

Ie

exp exp

Qs
< — |<

.

a

Ist nun

4 = lm uh
[ ——

hed

eine nilpotente Pro-Liéalgebra, so entspricht jedem natiirlichen Homomorphis-

wh > wh' , hh'eS

1=
n
=

ein eindeutig bestimmter Morphismus

der zugehdrigen unipotenten Gruppen. Flr die proalqebraische Gruppe

U = lim
= "
heS

gilt dann

Lie(U) = u ’

und der projektive Limes
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R

lim (exp : u/h + U)
i —_—
hes

definiert einen Isomorphismus "proalgebraischer" Varietéten
exp : u -+ U '

d. h. exp induziert eine Bijektion von der Menge der abgeschlossenen Unter-

algebren von u auf die Menge der abgeschlossenen Untergruppen von U .
Ein Morphismus nilpotenter Pro-Liealgebren
LN Wi 4

liftet sich in offensichtlicher und eindeutiger Weise zu einem Morphismus

der zugeordneten proalgebraischen Gruppen. Es gilt dann
Lie(¢) = ¢
und das folgende Diagramm kommutiert

-y

v
lexp
u ¢

—

i<

exp

<

Zusammenfassend erhalten wir:

Proposition: Der Funktor Lie definiert eine Aquivalenz von der Kategorie
der unipotenten proalgebraischen Gruppen auf die Kategorie der nilpotenten

Pro-Liealgebren.
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Beispiel: Sei V ein Vektorraum mit einer Fahne T
o c vl C v2 C LR

endlichdimensionaler Untervektorriume V {CV,i= 1,2,... , mit der Eigen-

schaft

Sei

u®H = {geaww | (g-ta)v) cv far alle i}

i-1

u = {xeqam|xvpev far alle i} .

i-1

Dann ist U(¥) eine unipotente proalgebraische Gruppe beziiglich des Defini-

tionssystems
4
S= {v"®|i=1,2,...}
'@ = {gevm|g, =1}
i

und u(¥) 4ist die Liealgebra von U(¥) . Die Exponentialabbildung

exp : u(® =+ u®
ist nun durch die dbliche Exponentialreihe

b 3

exp(x) = J %l- » xeuw® ,
=0

gegeben.



5-13

5.4 Eine Komplettierung von Kac-Moody-Liealgebren

Sei nun (H,VY,A) eine Cartansche Z-Wurzelbasis und g die zugehdrige
Kac-Moody-Liealgebra. In diesem Abschnitt betrachten wir eine Komplettierung
E von g , die als Basis fir die spdter zu konstruilerenden Gruppen dienen

wird.

Sei I die Menge der Wurzeln von h=H®C in g . Fir B¢ I v {0} ,

B = 2 c.a , war dann die Héhe durch
[» )
ael

ht® = ] ¢
aeld

definiert. Sei xe g und x = xB die Zerlegung von x gemdB den
Be L u{o}
Wurzelrdumen. Dabei sei x € g, =h . Wir definieren
x| = 27t

wobei 4 = min{ht(B)IxB # 0} . Dann gilt

lex| = x| , cec ,
Ix+y| < sup(lx|.]yD
[ [x.¥]] < Ix|l¥l .

Die Komplettierung E von g bezlglich der Metrik

ax,y) = JIx~y| , xyvyeg .

ist daher wieder eine Liealgebra. Jedes Element X € E schreibt sich in ein-

deutiger Weise als m&glicherweise unendliche Summe

X = X ’
3220{0} B
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in der fir jedes i1 € Z nur endlich viele Terme xg ¥ 0 mit ht(B) < i

auftreten. Entsprechend zerlegt sich E in eine direkte Summe

g = uw éhe

iel
-

wobei u der AbschluB von u =u' in g ist. Pr 1€ N sei
at = {xeu |Ix] <27Y .

Dann bilden die ij' + 1 € N, ein Definitionssystem fdr die Struktur einer

nilpotenten Pro-Liealgebra auf ;x_- .
Beisgiel: Wir betrachten eine affine Liealgebra
g = 9, ° c[z,z-I] .
Dann identifiziert sich g mit
g, ® ¢l (z)) ,
wobei €((z)) der lokale Kdrper der nach unten beschrinkten Laurentreihen

i-z ’ ioe z

ist. Unsere Komplettierung stimmt daher mit der von Garland im affinen Fall

betrachteten berein ([Garlmdz] 5.).

Bemerkung: Ist (2,V,4) nicht symmetrisierbar, so erhilt man mit den

gleichen Definitionen wie cben eine Komplettierung fQr jede Pr&-Kac-Moody-

Liealgebra zu (H,V,4) , vgl. 3.7.
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5.5 Die Gruppe U

Sei (H,V,A) eine Cartansche Z-Wurzelbasis und E die zugehdrige komplet-
tierte Kac-Moody-Liealgebra. In den folgenden Abschnitten werden wir dieser
Situation eine Gruppe G mit Tits-System (B,N) 2zuordnen. Fir diese Gruppe
G gibt es, auBer im affinen Fall, keine unmittelbare "ganzheitliche" Be-
schreibung, sondern nur eine indirekte lber gewisse ausgezeichnete Untergrup-
pen, die G erzeugen. In diesem Abschnitt betrachten wir das unipotente Ra-
dikal U einer Boreluntergruppe B . Die Gruppe U sei die unipotente pro-
algebraische Gruppe, deren Liealgebra die in 5.4 eingefihrte Pro-Liealgebra

E ist.

Jedes x € E definiert eine eindimensionale Unteralgebra
<x> = (@Ee*x

in E , der mittels der Exponentialabbildung
exp : E + U

eine additive, abgeschlossene Einparameteruntergruppe
C = exp(<x>)&+ U

entspricht. Ist a € ERI\ Z+ eine positive reelle Wurzel, und x € ga .
also <x> = 9y + 8° bezeichnen wir exp(<x>) auch mit Ua. . Eine Teilmenge

€L wvon Wurzeln heiBt abgeschlossen, wenn fir alle ao,8 € 0 mit o+ €L

auch a+f € Q gilt.

Sei 0 nun eine abgeschlossene Teilmenge der positiven Wurzeln,

Yo die Unteralgebra @ g, Vvon u,
a€EQ
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't_'x—ﬂ der AbschluB von 4o in E » und

U‘2 das Bild von Yo unter exp : u+ U .

Dann ist UQ eine abgeschlossene Untergruppe von U .

Beispiel: Ist @ € I*n t*, so ist 0 = {a} abgeschlossen (vgl. 3.9). Es

gilt dann

UQ = Ua .

Ist das Komplement () wvon  in ¥ ebenfalls abgeschlossen, so ergeben

sich Zerlegungen in Unteralgebren

4 = uyy 6un,

= 4y Oug -

1=l

Mit [I..IE] III § 9, n° 5, Prop. 17 und Ubergang zum projektiven Limes erhalten

wir dann eine Zerlegung

U = UQ. U(ﬂ)

Upg N Ugy = {1}

von U in die entsprechenden Untergruppen. Erfillt () die zusitzliche Be-
dingung:

(1) aett ,Be@ ,aBert >asB @ ,
so ist U @) normal in U , und U schreibt sich als semidirektes Produkt
U = Ug®Ugq -

Jedes Weylgruppenelement w € W bestimmt mit
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Z(w) = {d € E+| w-l(a) € Z“}
) = {gezt|vie:zt}

eine Partition von I in zwei abgeschlossene Teilmengen. Wir setzen

4, U5 (w) ' Uy = Uz(w) '

U

2 w) 8wy  Yw T Yz

Also gilt

Ist w = s, fir ein o € A , so ist Uw = Ua und U(w) = U({a}) . Wir

setzen U(a) = U({a}) .

Die Cardinalitit |2(w)| der Menge L(w) ist gleich der Linge 1l(w) von
w bezliglich der einfachen Spiegelungen sa , @ € A , und alle Wurzeln in
I(w) sind reell (vgl. 3.9). Wiederum mit [LIE] III § 9, n® 5, Prop. 17 er-

halten wir dann

Proposition: Fir jede Anordnung Qyreees der Wurzeln von I(w) indu-

1 (w)
ziert die Produktabbildung

U X,.eeX U + U
G1 al(w) w
(ul""'ul(w)) ul'...'ul(w)

einen Isomorphismus algebraischer Varietdten.

Sei nun w ein Element gr&B8ter Linge in einer endlichen Weyluntergruppe

Wpo = <sa|ae A'> , A'c A . Dann gilt I(w) = £* A mea
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und (I(w)) erfdllt die Bedingung (I). In diesem Fall erhalten wir also ein

semidirektes Produkt

=
U = Uw U(w) .

Der Spezialfall |A'| =1 1liefert

[ 4
U = UG U(a)

fir jede einfache Wurzel o €A .

Bemerkung: Ist (H,V,A) nicht symmetrisierbar und g eine Pra-Kac-Moody-
Liealgebra zu (H,VY,A) , so dbertragen sich s8mtliche Konstruktionen dieses

Abschnitts auf g .

5.6, Die Gruppen T und N

Wir behalten diée Voraussetzungen und Notationen von 5.5 bei und definieren
T := B®_c* = Hom_ (E%,C% .
Z Z !
Dann ist T ein Torus mit Charaktergruppe u* und vom Rang r = Rang(H) .

Im folgenden sei W = <sa|a € A> die Weylgruppe von (H,V,A) , falls diese
Basis frei ist. Andernfalls realisiere man (H,V,A) als Subquotient einer
freien Basis ‘“1"’1'41’ zur gleichen Cartanmatrix. Es sei dann W die (von
der wWahl von ‘HI'VI'AI) unabhiéngige) Weylgruppe von ‘“1'V1'A1’ . In bei~
den F&llen operiert W in natlrlicher Weise auf H,B* und T = Hmuz (H*,CI:"') .

Sei nun

N' = {:{ala € A}
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eine durch A indizierte Menge. Wir definieren N als die von T und

mit den folgenden Relationen erzeugte Gruppe:

-1
ntna =sa(t) . o €A R terT

a
h
ni = (-H* , aedr ,
nanB _ry = ananB"' , O #BEA .
~ r Vi ) — T J
maB Faktoren maB Faktoren
ha
Dabei seien ) die Coxeterkoeffizienten (vgl. 3.3),und (~1) "€ T =

Hom,, (a%,e*) sei das Element

w(h )
w P (-1) % , wesH )

Dann injeziert sich T U N' nach N , und die Abbildung

na»sa ’ o€l ’
t +» 1 ’ terT ’

induziert einen surjektiven Homomorphismus T : N+ W mit Kern T :
1>T*+*N+*W~+1

(fFar Details vgl. [Tits ], [Tits ]).

Sei A'c A eine Teilmenge. Wir setzen

WA' - <sa|a € A'> ’

die von den Spiegelungen 8y r O € A' , erzeugte Untergruppe von W , und

-1
NA' = (WA.)

= <t laed'> .

NI
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. - ) . .
Beispiel: Es sei 4 {a}. far ein o € A . Wir schreiben W, und. N

statt W{a} und N{a} . Es gilt dann

W, = {l,sa}

N < > = T .
o = T,na UnaT

Eine Teilmenge A'c A heiBe von endlichem Typ wenn die Gruppe W,, endlich

ist. Eine Untergruppe WA. C W oder NA' € N nennen wir von endlichem Typ

falls A' von endlichem Typ ist.
Aufgrund der definierenden Relationen von W und N gilt dann:

Die Gruppe W (bzw. N ) ist das Amalgam ihrer Untergruppen WA, (bzw.
Ny ) vom Rang < 2 , 4. h. |a] < 2 , entlang ihrer Durchschnitte. Ist
A' = {a,8} , a,8 € A , nicht von endlichem Typ, so ist WA' das freie Pro-~

~ dukt

<1,sa> * <i,s

> .
B
Es geniligt daher, in der obigen Amalgamation von W und N die Untergruppen

von endlichem Typ und Rang < 2 , oder alle Untergruppen von endlichem Typ zu

betrachten (vgl. dazu auch 5.1).

5.7 Parabolische Gruppen von endlichem Typ

Sei A'C A eine (mdglicherweise leere) Teilmenge von endlichem Typ. Dann
ist (8,V',4') mit V' = {ha|u € A'} eine Wurzelbasis von endlichem Typ.
Sei LA' die von h und den Elementen e, @ € ¥A' , in g erzeugte Unter-

algebra. Dann ist EA' endlichdimensional reduktiv, und g =zerfillt bezig-
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lich der auf 1 eingeschrankten adjungierten Darstellung in eine direkte

A!
Summe endlichdimensionaler 1 A

Poincaré-Birkhoff-Witt-Theorem und Weyl's vollstdndige Reduzibilitadt; wvgl.

-Moduln (lokale Nilpotenz der e, o € *A' ,

auch [Garland-Lepowsky] Prop: 5.1).

Fir eine Wurzel y = ) c,0 sei die A'-relative HShe definiert als
aeld

ht'(ty) = ) cy -
a € A\A'

Wir setzen

g(0) = he und gln) = 9y fir n e 2zZ\{0}.

ht'(y) = 0 Ly ht'(y) = n
Es gilt dann g(0) = 1'A' , und die adjungierte Aktion von g(0) stabili-

siert jeden der Riume g(n) .
Lemma 1: Fir alle n e Z ist g(n) endlichdimensional.

Beweis: Aus Symmetriegriinden und wegen g(0) =1 genigt es den Fall

Al
n > 0 =zu betrachten. Aus der Tatsache, daB u ¢ g als Liealgebra von den
Elementen e, r 0 € A , erzeugt wird, erhdlt man, daB g(1) (bzw. g(n+l) )
als g(0)-Modul von den Elementen e, r ®€ A\A' , (bzw. von den Produkten
[x,ea] » X € g(n) , a € A\A' ) erzeugt wird. Die Behauptung folgt nun, da

g(o) auf allen Ri&umen g(n) lokal endlich operiert.

Korollar 1: Sei 1 € N , dann ist die Menge aller positiven Wurzeln ¥y

mit ht'(y) < i endlich.
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Sei I'c I das von A'- erzeugte Unterwurzelsystem mit positivem Teil
't = ' n £* . In der Notation von 5.5 gilt nun

D aw =y o wa ne?o 2= L Mg
ist die Standard-parabolische Unteralgebra p pv  vom Typ A' in g . Sei
By der Abschlub von p., , und ‘Etz-ﬂ , i €N , der Abschlu von
@1 g(n) in der Komplettierung g von g (vgl. 5.4). Es gilt damn
n >

Byt = Ly X Tipes) mt oo ;§_‘(’z,+) , und gﬁz,,\, ist ein Ideal end-

licher Kodimension in EA' E(E'*) und u (Lemma 1).

Lemma 2: Das System der Ideale | f;_%z.,\) |+ € N} ist ein Definitions-
system fir die Pro-Liealgebrastruktur auf E und auf der abgeschlossenen

Unteralgebra u (') °

Beweis: Das obige System ist kofinal mit dem Definitionssystem {§_j | jen}
fir u aus 5.4. Dies folgt aus der Tatsache, daB jedes Ideal ij bzw.

2%2"") fast alle Wurzelrdume gy r Y€ rt + (4. h. alle bis auf endlich

viele Ausnahmen) enth8lt, vgl. Korollar 1.

Korollar 2: Das System {E‘-tz'*‘) |1 € N} ist ein Definitionssystem for

die Struktur einer Pro-Liealgebra auf EA' .

Wir wollen nun EA' eine proalgebraische Gruppe P,, zuordnen. Zunichst

sei L die komplexe reduktive Gruppe zur Wurzelbasis (H,V',A') (4. h.

A.
zum Wurzeldatum (H*,I',I'’Y) in der Terminologie von Grothendieck-Demazure
und Springer, vgl. [Springer] 9.16, 12.1). Dann ist 1,, die Liealgebra

m LA' -
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Aufgrund der Inklusion I < H* und der lokalen Endlichkeit liftet sich

die adjungierte Darstellung von -]‘-A' auf g zu einer Darstellung

Ly» = Aut(g)

der Gruppe LA" . Diese Darstellung stabilisiert die Unterrdume g(n) wvon
g und setzt sich somit fort zu einer Darstellung von L X durch stetige
Automorphismen auf der Xomplettierung E von g . Insbesondere erhalten

wir eine Darstellung

L,, — BAut(u

A (z|+))

von I‘A' in die Automorphismengrupre der Pro-Liealgebra E (214 ° Mittels
der Exponentialabbildung exp : E(zw)":’ U(E"") liftet sich diese zu einer
Aktion von L A auf der proalgebraischen Untergruppe U(E"’) von U . Wir
nennen das semidirekte Produkt

P

A = LAt X U(zl+)

die zu A' assoziierte parabolische Gruppe (von endlichem Typ), und wir

bezeichnen U auch mit U(A') . Besteht A' aus einem Element o € A,

('

80 setzen wir I‘u = I‘{a} und Pa. = P{a} = I‘a x U(u) .

Sei Uj(.z..p) [ 0(2"") c U die i?Z"") entsprechende normale Untergruppe

von PA' . Mittels Korollar 2 erhalten wir dann:

Korollar 3: Die Familie {U%z'ﬂ |1 € N} ist ein Definitionssystem fir

eine proalgebraische Struktur auf der Gruppe P A
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Zu jeder Wurzel Y € L' gibt es eine additive Einparametergruppe UY c LA' ’

die wir als Bild von _gq unter einer Exponentialabbildung exp : 1,, »> I"A'

auffassen kdnnen. Das Produkt I l UY in LA' ist dann isomorph zu
Yye z|+

UZ"" < U , und die Zerlegung U = Uz,+ K U(z,...) < LA’ X U():"*) liefert uns

eine Einbettung U< PA' .

Wir haben eine offensichtliche Identifikation von T mit dem hcl A ent-

sprechenden maximalen Torus von LA' .

Die auf den Erzeugenden von NA' {(vgl. 5.6) folgendermaBen definierte Abbil-

dung
t » ¢t ’ terT '
- )
n, - exp(ea)exp( e_a)exp(ea) y o €A ’

induziert einen Isomorphismus

Al
der Untergruppe N,, € N auf den Normalisator NL (T) von T in LA'
A!
(vgl. ['ritsl])_ Mittels dieses Isomorphismus fassen wir NA' als Untergruppe

von PA' auf. Nach Konstruktion gilt

n UB n - Uw(B)

fiar alle R € ttus ,ne Npo # und w = m(n) das Bild von n in der Weyl-

gruppe W, , C W .

Sei A"« A'< A eine Teilmenge von A' . Dann liefert die natidrliche Ein-

bettung
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eine weitere solche

Paw < Ppe
die mit den Inklusionen von T und U kommutiert
PA" Gy Py, PAn €y P,

N/ N/

Die der leeren Menge @ zugeordnete parabolische Gruppe P¢ bezeichnen wir

mit B . Es gilt dann

also

B = TKU .

Jede Untergruppe von U der Form UR fir eine abgeschlossene Teilmenge

Qc 2+ wird von T normalisiert.

Fixieren wir f4r alle Wurzeln 8 € Z+n ZR oder BE€L n2ZeA' , A'c A von

endlichem Typ, einen Isomorphismus algebraischer Gruppen

(z. B. mittels exp : g + UB ), so gilt
-1
t uB(c)t - uB(B(t)C)
far alle t €T, ceC.
Fir jede Teilmenge A'< A von endlichem Typ bilden die Viertupel

(PA. 'B'NA"{.Gla € A'})
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und
(L. sB A Ly, N volsylaeah

Tits-Systeme mit Weylgruppe W,, (dies folgt aus der Theorie der endlich-

dimensionalen Gruppe L,, vgl. [Titsz] 5.2).

Bemerkung: Alle Konstruktionen dieses Abschnittes lassen sich wieder fdr
Pr&~-Kac~Moody-Liealgebren durchfihren. Ein Unterschied liegt, wenn UGber-

haupt, nur in der Gruppe U .

5.8 Kac-Moody-Liegruppen

Sei (H,V,A) eine Cartansche Z-Wurzelbasis und (])f,‘b) das System von

Gruppen bestehend aus

£

»

= {PA' | A'e A von endlichem Typ} -
und

¢ = {p.= Py lanea}

wobei PA' die in 5.7 konstruierten parabolischen Gruppen sind, und ¢ die
Menge der zwischen diesen Gruppen bestehenden Inklusionen ist. Es sei (pz,d))

das aus den Gruppen vom Rang < 2 gebildete Untersystem von (pf,¢) .

Sei G = lim(j)f,O) das Amalgam dieses Systems. Wir nennen G die Kac-Moody-
-

Liegruppe zur Wurzelbasis (4,V,4) .

Aufgrund der Existenz der Tits-Systeme (B,N

A') in PA' erhalten wir mit

5.1, Korollar 3:

Proposition 1: Die Gruppe G ist isomorph zum Amalgam des Systems (pz,tb )

der Gruppen PA' ’ |A'| <2.
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Nach 5.6 ist die Gruppe N das Amalgam des Systems aller Untergruppen N,,

von endlichem Typ langs ihrer Durchschnitte. Uber die Inklusionen NA,‘-* PA'

erhalten wir dann eine natirliche Abbildung

Wenden wir 5.1, Theorem an auf die Gruppen PA' , 80 erhalten wir nun:

Proposition 2: Die natiirlichen Abbildungen

N + G und P, * G , aed ,

induzieren einen lsomorphismus des Amalgams des Systems von Gruppen
NoN, < P,>B , @ €EA |,
auf die Gruppe G .

Im folgenden sei U (N'Pu'a € A) die Vereinigung des Systems von Gruppen aus

Proposition 2 (vgl. 5.1).

Theorem (['rits 4] ): Sei G die Kac-Moody-Liegruppe zu einer Cartanschen Wur-

zelbasis (H,V,A) . Dann gilt:

i) Die natiirliche Abbildung
U(N'Paca €d) + G

ist injektiv.

" Wir kénnen somit die Gruppen N und B als Untergruppen von G auffassen.

Es gilt nun weiter:

ii) Das Quadrupel (G,B,N,{sal a € A}) ist ein Tits-System.
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iii) Jedes Element g € G besitzt eine eindeutige Zerlegung
g = unu'

mit u'€ U, n€N , u € Uw , w=1T(n) (wobei T die Projektion

N + W auf die Weylgruppe bezeichnet).

Anmerkungen: 1) Das obige Theorem ist ein Spezialfall eines Resultates von
Tits [Tits3], das die Konstruktion von Gruppen mit Tits-System in viel allge-
meineren Situationen erlaubt, und das von Tits zur Konstruktion von Gruppen

zu Kac-Moody-Liealgebren in beliebiger Charakteristik und mit variablen Grup-
pen U benutzt wurde [Tits4]. In Anbetracht des technischen Charakters der
Arbeit [Tits3] wollen wir noch einige Erléuterungen anfigen. Die in loc. cit.
geforderten Bedingungen (1), (2), (3) erweisen sich in unserer Situation
leicht als erfillt (man vgl. loc. cit. § 4 fur Reduktionen und 5.5, 5.7 fir
die bendtigten Eigenschaften). Die "verfeinerte" Bruhatzerlegung in Aussage
iii) ist nicht explizit in loc. cit. formuliert, ergibt sich jedoch direkt aus
der Interpretation des dortigen Beweises in der vorliegenden Situation. (Die
in loc. cit. 5.1 definierte Menge X 1&gt sich ndmlich mit der disjunkten Ver-
einigung \_} Uwa identifizieren. Idee des Beweises ist es, diese Menge mit
einer Grup;:;:truktur zu versehen, um sie dann mit dem Amalgam des Systems

ND Na c Pa S B 2zu identifizieren.)

2) Dem KonstruktionsprozeB8 der Gruppe G Kkénnen wir (aufgrund der Allgemein-
heit des Tits'schen Verfahren) auch eine Prd-Kac-Moody-Liealgebra (vgl. 3.7)
zugrundelegen. In diesem Fall besitzt G einen in der Gruppe U enthaltenen

Normalteiler (vgl. auch die diesbezliglichen Bemerkungen in 5.5 und 5.7).

3) Diverse Gruppen zu Kac-Moody-Liealgebren wurden eingefihrt und untersucht

in [Moody-Teo], [Harcuson], [Garlandz]. [Kac4]. [Peterson-Kac]. Dabei wurde
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ebenfalls die Existenz eines Tits-Systems nachgewiesen. Alle diese Gruppen
lassen sich mittels des Tits'schen Verfahrens rekonstruieren, vgl. [Tits 4] .
Die den genannten Arbeiten gemeinsam zugrundeliegende Idee geht auf die
klassische Arbeit [Chew'ralley] von Chevalley zuridck: Beziglich einer geeigne-

ten treuen Darstellung der Liealgebra
g + gl(V)

werden die "integrablen" Unteralgebren von ¢ zu Untergruppen von GL(V)
integriert. Das Erzeugnis dieser Untergruppen ist dann die betrachtete Grup-
pe. Im Abschnitt 5.12 werden wir diesem Ansatz folgen, um einen alternativen
Beweis des obigen Theorems zu geben. In der Arbeit [KacZ] (SchluBbemerkung)
schlégt Kac eine Amalgamationskonstruktion f£3r eine "kompakte Form" einer
Kac-Moody-Liegruppe vor. Nach einer mindlichen Mitteilung von V. Kac liefert

diese Konstruktion tatsachlich‘die "kompakte Form" der Arbeit [Peterson-l(ac] .

Beispiel: Gruppen zu affinen Wurzelbasen sind ausfihrlich von Garland und
Tits ([Garlandz], [TitsS]) untersucht worden. Sei z. B. (H,V,A) die
Z-Wurzelbasis einer komplexen einfachen Gruppe eb . Sei & die hdchste

Wurzel und hﬁ die entsprechende Kowurzel. Die Gruppe G zu der affinen Wur-

zelbasis
w,9,8)
3 = A v{-d)
@ = vv {~hg}
ist dann die Gruppe

& (€((2)))
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der Punkte von ?3 dber dem Kdrper der formalen Potenzreihen

ez = { ] aztliez,a ca} .

i>1i
-0

Die Boreluntergruppe B ¢ G ist dann eine Iwahoriuntergruppe (vgl. auch
[Iwahori-mtsmoto] , hier wurden diese Gruppen zum ersten Mal mit einem affi-
nen Tits-System versehen). Ersetzt man (H,V,K) durch eine freie Affinisie-

rung (vgl. 4.13) so ist die zugehdrige Gruppe G eine zentrale Erweiterung
1re¥> 6> g@Ez)) »ne¥r1

eines semidirekten Produktes. Dabei operiert c® auf 98 (C((2))) mittels

der Kdrperautomorphismen

Oy c((z)) + €((z)) ¢+ A EC ’

p(z) P p(Az)

und die zentrale Erweiterung wird durch das zahme Symbol von €((z)) indu-

ziert (vgl. [Garlandz]).

Im Fall affiner Wurzelbasen vom nichtzerfallenden Typ erh&lt man Gruppen iber
UnterkdSrpern m((zk)) r k = 2,3, vom quasizerfallenden Typ. Diese zerfallen

dber €((z)) , vgl. [Tits].

5.9 Diverse Untergruppen

Wir betrachten eine Gruppe G zu einer Wurzelbasis (H,V,A) wie in 5.8. Sei

B € XR eine reelle Wurzel. Dann gibt es Elemente we W , o € A mit

B = w(a)
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Sei n €T l(w) €N ein ReprAsentant von w . Wir setzen

-1
UB = nU n .

Dann ist tJB eine additive Einparameteruntergruppe von G , deren Definition

1

von der Auswahl von w€ W , @ €A , n € T (w) unabhingig ist. Letzteres

folgt mit dem

Lemma 1: Seien a,Yy € Z+'R positive reelle Wurzeln, w € W mit Yy = w(a)

und n € 1r"1 (w) . Dann gilt m)&x'lm1 = UY .

Beweis: Man benutze entweder eine Induktion ber die Linge 1l(w) von w
(vgl. [Ti.ts3] 4.2) oder die durch die Untergruppen NA' e LA' auf g indu-

zierte Aktion von N .

Bemerkung: In 5.11 werden wir die "adjungierte" Darstellung der vollen Grup-

pe G auf der komplettierten Liealgebra §_ konstruieren.
Als Folgerung erhalten wir nun die allgemeinere Aussage:

Korollar: i) Seien a,B € IN , w € # mit B = w(a) . Dann gilt fir alle

1

new (w

-1
nUan UB .

i1) Mr jedes B € ZR_ wird UB von T normalisiert und beziglich eines

Gruppenisomorphismus

gilt
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_1 .
t uB(c)t = uB(B(t) c)
fir alle t €T, c et .

Mit U~ bezeichnen wir diejenige Untergruppe von G , die von allen Gruppen

Ua , €L N ZR erzeugt wird.

Wir wollen nun das Zentrum 2Z(G) wvon G bestimmen. Dazu betrachten wir zu-

nichst die Untergruppe B .

Lemma 2: Das Zentrum Z2Z(B) wvon B 1ist gleich der Gruppe

'I‘A={te'rla(t)=1 fir alle o € A} .

Beweis: Offensichtlich ist TA der Durchschnitt T n Z(B) . Da 2Z(B) eine
abgeschl§ssene Untergruppe der proalgebraischen Gruppe B ist, genligt es zu
zeigen, daB das Zentrum der (nicht komplettierten) Liealgebra b =h & u in
h enthalten ist. Sei nun x im Zentrum von b . Dann kommutiert x mit h
und den Erzeugern ey’ o € A . Wegen der lokalen Endlichkeit der

<e ,h ,e_ >-Aktion auf g kommutiert dann x auch mit allen e, a €A .

a o -0 -
Damit liegt x im Zentrum von g , welches bekanntlich in h liegt (vgl. 3.6).

Korollar: Das Zentrum 2Z(G) von G ist gleich der Gruppe TA .

Beweis: Da jedes Weylgruppenelement die Elemente von TA punktweise fixiert,
und G von B und N erzeugt wird, folgt TA<: Z(G) . Wegen Lemma 2 geniigt
es nun zu zeigen, daB 2Z(G) in B enthalten ist. Sei dazu g = unu' ,

u'e U, n€N, ue Uw , w=1T(n) die Bruhatzerlegung eines zentralen Ele-
mentes g € 2(G) . Ist w nichttrivial, so gibt es eine reelle positive Wur-

zel o mit w.l(a) € I . Fir ein nichttriviales Element x der zugehdrigen
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Einparametergruppe Ua (e Uw) gilt dann
xunu' = unu'x

im Widerspruch zur Eindeutigkeit der Zerlegung g = un u' (vgl. 5.8

Theorem, iii) ).

Bemerkung: Der obige Beweis ist analog zu dem in [Steinbergl] fir den end-
lichdimensionalen Fall. Lemma 2 wird dort durch ein darstellungstheoreti-
sches Argument ersetzt. Ein solches 148t sich auch hier verwenden falls G

genligend Darstellungen besitzt (vgl. 5.10 und [Garland2] §9).

Im folgenden seien

Ny = {geclor e

25(T) = {c;,'eclgt:g’1 =t fir alle t € T}
Zy(T) = U A Zy(T)

Zy(T) = NN 2,(T) .

Lemma 3: 1) Die Gruppe NG(T) ist gleich dem semidirekten Produkt

N K ZU(T) .
ii) Die Gruppe zG('r) ist das semidirekte Produkt zﬁ('r) & zU(T) .
i4i) Ist (H,V,A) frei, so gilt zU('r) =91, NG(T) =N, ud zG(T) -

ZN(T) -T.

Bewelis: Sei g e€ NG(T) und g =unu' € U wnU , "(n) = w , seine verfeinerte

Bruhatzerlegung. Zu jedem t € T gibt es dann ein 8 € T mit

unu' t = sunu'
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oder

unte* (t-lu't) = (sus-l)s nu' .

Wegen der Eindeutigkeit der Darstellung erhalten wir

Diese Bedingungen missen fir alle t € T (oder filir alle s €& T ) erfidllt

sein, d. h. es muB gelten
u € Uwf\ ZG('I’)
] N ] =
u'€ v ZG(T) ZU(T) .
Da keine reelle Wurzel auf T verschwindet, gilt Uw N ZG(T) = 1 ., Also wird

NG(T) von N und ZU(T) erzeugt. Sei exp : ;1__.'* U die Exponentialabbil-

dung. Dann ist expul(zU(T)) der AbschluB in E: der von den Wurzelr&umen
+
9 + YE ™ und vyt = {o} .,

aufgespannten Unteralgebra. Wegen Y(ha) = 0 fir alle o € A werden die
entsprechenden Wurzeln Yy von W fixiert. Also stabilisiert N die Raume

gY und damit zU(T) .
Die Aussage ii) folgt unmittelbar aus i).

1st (H,V,A) frei, so gibt es keine Wurzeln Yy mit Yy(h) = {0} , also ist
ZU(T) = 1 und NG(T) = N . Ebenfalls operiert nun W treu auf H , also
auf T . Daraus folgt 2,(T) = Zy(T) = T , womit auch Aussage iii) bewiesen

ist.



5-34

Sei A'c A eine Teilmenge, S' = {sal a € A'} die zugeordnete Menge funda-

mentaler Spiegelungen, W

5 die von S' erzeugte Untergruppe der Weylgruppe

und

p,=U BwB

we W,

die Standard-parabolische Untergruppe von G vom Typ S' . Ist A' wvon end-

lichem Typ, so induziert die natiirliche Abbildung

Py * G

wegen der Injektivitit auf B U N,, einen Isomorphismus P,, p (vgl.

S!
5.1 Lemma). Statt des Index S' werden wir daher, auch fir A' von nicht-

endlichem Typ, den Index A' verwenden, wie z. B. bei WA' y Pry o
Ist A' von endlichem Typ, so besitzt PA' ‘'gem8B 5.7 eine "Levi-Zerlegung"

P = I KU

A A’ @'y -

Im folgenden wollen wir diese Zerlegung auch filir beliebige A'c A etablieren.

Dazu betrachten wir zunichst die Liealgebra g 2zu (H,V,A) mit Erzeugern h
und e, ,x€ *A . Sei g'c g dievon h und den Elementen e, r & €A

erzeugte Unteralgebra.

Ist (H,V,A) symmetrisierbar, so ist dies eine Kac-Moody-Liealgebra, andern-
falls mdglicherweise eine Pri-Kac-Moody-Liealgebra (vgl. 3.7 und £fir das fol-
gende die Bemerkungen zu Ende der Abschnitte 5.5, 5.7, 5.8). Sei G' die
'(H,V',A') und g' 2zugeordnete Gruppe. Dann besitzt G' ein Tits-System
(B'",N') , in dem sich N' mit NA‘ identifiziert und B' die Form

B' = T K U' hat. Wegen der Zerlegungen
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kédnnen wir U' als die abgeschlossene Untergruppe UZ'+ U,
Z'+ = 2+n Ze*A' , auffassen (vgl. 5.5).
Seien P& = B'V B'naB' , & € A' , die minimalen echten parabolischen Un-

tergruppen von G' . Wir erhalten dann natlirliche Inklusionen

N' &=+ N = G

P('l‘-——*Puﬂ—bG R a e A’ '

die eine Einbettung G'*— G induzieren (vgl. 5.1, Theorem und Lemma).

Wir werden das Bild von G' in G 1im folgenden auch mit LA' bezeichnen.

Sei (2'+) das Komplement von 't in ' . Dann erfallt (Z'+) die Be-

dingung (I) aus 5.5, so daB sich U als semidirektes Produkt

U o= U XU,

mit
U' = UZ'+
Y Uiz

zerlegt (vgl. 5.5).
Lemma 4: Die Gruppe LA' normalisiert U(A') .

Beweis: Es genligt zu zeigen, daB die Erzeugenden n,6. o € A' , von N,,
die Gruppe U (A" normalisieren. Nach Konstruktion von U(A') folgt dies

aus der Tatsache, daB die Spiegelungen 8y ' @ € A' , die Menge
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(Z'+) = $™\Z+A' in sich Gberfohren, vgl. 5.5 und 5.7,

Nach Definition von PA, erzeugen nun LA' und U(A') die Gruppe P,, .

Wendet man 5.1 Lemma auf die natidrliche Abbildung L,, X U P,,

(ary * Far A
so erh8lt man deren Injektivit#it, also:

Korollar: Fir jede Teilmenge ‘A' € A besitzt PA' eine Levi-Zerlegung

P = L

A pr % U

@a"y -

Sei nun ¢ : (BI,V,A) *> (82,V,A) ein Morphismus Cartanscher Z-Wurzelbasen
(vgl.3.1; ¢ bzw. ¢* vermittelt eine Bijektion der einfachen XKowurzeln
bzw. Wurzeln, daher haben wir die entsprechenden Mengen in beiden Basen iden-

tifiziert.) Dann induziert ¢ einen Homomorphismus

der entsprechenden Kac-Moody-Liealgebren. Wir wollen nun sehen, da8 ¢ auch

ein Homomorphismus

der zugehdrigen Kac-Moody-Liegruppen zugeordnet werden kann.

Dazu beachten wir, daB  2unichst einen Isomorphismus

der unipotenten Gruppen (5.5) induziert.

Fir jede Teilmenge A'<€ A von endlichem Typ liefert die "Einschrinkung”

von ¢

(B,,9',8") + (H,,¥'.,A")
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einen Homomorphismus der dazugehdrigen reduktiven Gruppen

L L

1,4 2,A

der mit den adjungierten Aktionen auf den Gruppen U ' +u und
1,4 2,(")
Restriktion bezliglich Teilmengen A" C A' vertr&glich ist. Wir erhalten da-

her einen Homomorphismus
L] .
{PI,A' + P2,A' | A'c A von endlichem 'l‘yp}

des Systems der parabolischen Untergruppen endlichen Typs von 61 auf das
entsprechende System von G2 . Nach Konstruktion von G1 und G, erhalten

wir damit den gewilinschten Homomorphismus

Wir wissen, daB aufgrund der Idealstruktur von 44 der Kern von { im Zen~

trum 2z, l_)l von g, enthalten ist (vgl. 3.6). Ein analoges Resultat gilt

1
auch far VY .

Lemma S5: Der Kern von Y ist im Zentrum von G1 enthalten.

Bewels: Da der Homomorphismus Y die Bruhatzerlegungen

g, = \U s,ws, , 1=1,2 ,
i i i
WEW

W o= Ni/'r1

respektiert, erhalten wir Kern Y < B, . Da Y auch die Zerlegungen

By =Ty %Y

Normalit3t von Kern Y ergibt sich schlieBlich

erh&lt und injektiv auf tJ1 ist, folgt Kern Y c T, . Aus dexr

Kern Y& ’1‘% - Z(Gl) .
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Lemma 6: Das Bild von Y ist normal in G

9 und G2 zerlegt sich als

semidirektes Produkt

G, & (Bild ¥) » (Kokern Y) .

Beweis: BEs gilt G, = <Ni'01> und Ni/TL =W fir i =1,2 . pa Y einen

Isomorphismus U, 3 U, induziert, folgt G, = <Bild ¥, T.> und Kokern ¥ =

2 2 2
'1'2/'1'2 n Bild ¥ . AuBerdem normalisiert '1‘2 Bild ¥ . Nach [Borel] 111, 8.5

liftet sich der Torus Kokern Y 2zu einem Untertorus T' von T. mnit

2

T, = (T, n Bild ¥) x 7 .
Dann gilt auch
G, = (Bild ¥) » 7! '

was zu zeigen war.

Sel nun (H,V,A) eine beliebige Cartansche Z -Wurzelbasis und H' das Un-
tergitter H n (Q*V) wvon H . Wir erhalten dann einen offfensichtlichen Mor-
phismus

(u',v,4) — (H,V,4)
Cartanscher Wurzelbasen. Sei

¥ ¢« ¢'— G
der resultierende Homomorphismus der zugeordneten Gruppen. Da H/H' keine

Torsion besitzt, ist die Einschr&nkung von ¥ auf den maximalen Torus

T' = H' Qz l:* von G' injekt:l.v. Also ist Y injektiv nach Lemma 5.

Wir nennen G' die abgeleitete Gruppe von G und bezeichnen sie auch mit

DG . (Ist (H,V,A) frei, so ist G' der AbschluB8 der Xommutatoruntergruppe

von G bezlglich der durch ein Definitionssystem von U auf G induzierten
Topologie) .

Nach Lemma 6 zerlegt sich G als semidirektes Produkt

G = DG (G/DG) .
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5.10 Darstellungen der Liealgebra

Sei (H,V,A) eine Cartansche Z-Wurzelbasis und g die zugehdrige Kac-Moody-

Liealgebra.

In diesem Abschnitt werden wir gewisse Darstellungen von g betrachten, die

sich zu Darstellungen der entsprechenden Kac-Moody-Liegruppe G liften lassen.

Ist (H,V,A) von endlichem Typ, so sind diese Darstellungen gerade die end-

lichdimensionalen Darstellungen von g .

Der Einfachheit halber setzen wir zunichst (H,V,A) als frei voraus. Der all=-
gemeine Fall reduziert sich leicht auf diesen (vgl. die Bemerkung zu Ende

dieses Abschnitts).

Wir nennen ein Element ® € H® auch ein Gewicht des Wurzeldatums. Ein Gewicht
w € H* heiBt dominant, falls w(ha) >0 fir alle o € A gilt. Ein dominan-
tes Gewicht ® heift zudem fundamental bzgl. einer Wurzel o , falls

w(h fir alle B € A gilt.

B) = 6Qle

Enthdlt H* fundamentale Gewichte beziglich aller einfachen Wurzeln o € A ,

so sagen wir (H,V,A) sei einfach zusammenhingend.

Im folgenden wollen wir jedem dominanten Gewicht ® einen irreduziblen
g-Modul v zuordnen (vgl. [Kac3], [Kac4], [Garland-Lepowsky]).
Wir erinnern an die Zerlegung

"enheu

e

1=

= he u+

1-2

und bezeichnen mit WK(g) , W(b) , U(u ) die universellen einhdllenden Al-
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gebren von g , b und 1_1_- . Es gilt dann
Wi = Uw) *« K .

Jedes dominante Gewicht « € H¥ definiert nach Komposition mit der Projek-~
tion b-—h einen eindimensionalen b-Modul c,

®
b+ h + £ = End(C) .

Sei
'/ = U(g) ® o T

der induzierte g-Modul. Als h-Modul ist dann v(®

(w) (w)

isomorph zu W(u ) © c, -

(w)

Sei nun I cv der grdSte g-Untermodul von V  der die Gerade

10 d:m nicht enthilt. Dann heiBt
woa V(m)/l(w)

der irreduzible Modul zum Gewicht ® . Es gilt dann:

1) v® ist irreduzibel.

2) Als h-Modul zerfillt v in eine direkte Summe endlichdimensionaler Eigen-

r&ume

v . D e
U e H* U
wobei |

v, = {ve|nv=umv for alle ven} .

Ein Element u € B* mit V:’# {0} heiBt ein Gewicht von V* .
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3) Jedes Gewicht U wvon Vm hat die Form

H = - 2 c 0 , c.EN .
a€A

4) Vz ist das Bild von 1 @ mw in Vw , insbesondere dim Vﬁ =1 .,

5) Beziglich jeder Unteralgebra sl = <ea'ha'e-a> r & €A, zerfillt

2,0
Vm in eine direkte Summe endlichdimensionaler slz-Moduln.

Die Eigenschaft 5) hat als Konsequenz

6) Die Menge der Gewichte von v” ist stabil unter der Aktion der Weylgrup-
pe W und dim v‘"j = dim v‘“” (uy f0r alle Gewichte U € B¥ und Elemente

wEW.

Entsprechend den Eigenschaften 3) und 4) heift v auch der irreduzible

Hochstgewichtsmodul zum hdchsten Gewicht ® . Ein Element v ¢ Vz s V#0,

heiBt HSchstgewichtsvektor. Nach Konstruktion von v“ gilt dann gf* v=0.

Mit P(®) bezeichnen wir die Menge aller Gewichte wvon vm . Die Tiefe eines

Gewichtes
H = @ - 2 c o
(s a
ist durch
e = ] o
ael
definiert.

Gelegentlich werden wir Operatoren auf den Moduln W bezlglich expliziter
Basen betrachten. Wir definieren daher:

Eine Basis (vi) von Vm heiBt adaptiert (an (h,b) ) wenn die beiden

ilemw
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folgenden Bedingungen erfidllt sind:

1) viev‘: fir alle i und geeignete W, € P(w) ,
i

1) 3 24=> ey 2 ey .

Die Eigenschaft 5) ist ein Spezialfall eines viel allgemeineren Satzes von
Kac-Weyl [xac 4] ' [Kac-Pet.ersonl] » Proposition 2.9, tiber die vollstidndige Re-
duzibilitit gewisser Darstellungen von Kac-Moody-Liealgebren zu symmetrisier-

baren Wurzelbasen. Wir erwdhnen das folgende Korollar dieses Satzes:

Sei (H,V,A) eine Wurzelbasis wie oben, A'c A, V' = {hal a€A'} Teil-

mengen, so daB (H,V',A') symmetrisierbar ist. Die Kac-Moody-Liealgebra g'
zu (H,V',A') bettet sich in natdrlicher Weise in die Kac~Moody-Liealgebra
zu (H,V,A) ein (vgl. 3.7). Jeder g-Modul v’ zerfallt dann bezliglich g’

in eine direkte Summe

W o= P v

von irreduziblen HOchstgewichtsmoduln V'" zu dominanten Gewichten | von
(1,9',A') . Ist (H,V',A') von endlichem Typ (z. B. falls V' = {a} ,

A' = {ha} , € A ), so sind diese Moduln v endlichdimensional, und das
Resultat ist eine Folgerung aus dem Weylschen Satz tiber die wvollstindige Re-

duzibilitit der lokal-endlichen Darstellungen von g' .

Jeder Modul von g der Form v’ 148t sich auf natdrliche Weise als Modul

fir die Komplettierung g von g auffassen. Sei nimlich x e §: ’

x = (vgl. 5.4) .

BZZ v{o} "8

Fir v e Vm setzen wir dann

x(v) = x, (v) R
sézu{o} 8
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Diese Summe ist endlich, denn ist v € Vm und

n
v = 2 v ’ v, € Vw ’
1=1 oW

die Zerlegung entsprechend den Gewichtsr&umen, so wird v von allen xB

annulliert, fir die gilt
nt(8) > max{ee’(y) | i=1,...,n} .
Dieser Sachverhalt 148t sich unter Berlicksichtigung der Zerlegung

g =uohne

=1

auch in den Begriffen des Abschnitts 5.3 formulieren. Sei dazu

Ta= (Vi) 1=0,1,... die durch

v = b w
H

L et <t

definierte Fahme in v® . Diese erfiillt die Voraussetzungen von 5.3, Beispiel.

Der Darstellung von u auf v entspricht ein Homomorphismus
u - 2(?) ’

der sich wegen der "Vollstandigkeit" von g_(’}’) auf die Komplettierung E

von u fortsetzen 138t

i=l

- uw(F) .

Lemma: Sei (H,V,A) 2zusammenhdngend und ® € I-I* ein dominantes Gewicht mit

©(V) # {0} . Dann ist die Darstellung u + gl(V") injektiv.

Beweis: Aufgrund der Voraussetzungen und der Idealstruktur von g (vgl. 3.6,

(4,V,A) 1ist frei) liegt der Kern der Darstellung g -+ gl(vm) in h . Daher
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ist die Einschrénkung
u + gl (Vu)

injektiv. Insbesondere gibt es zu jedem xB € gB + B € 2+ ein |y € P(w)

und ein vﬁvﬁ mit

xB(v) £ 0 .

Gidbe es nun ein Element x = z Xg ¢ X ¥ O , im Kern der Darstellung
Be £t

> g |,

=1

so folgte mit xB (v‘:) c V:': +B
xg(v) = O for alle Ber* , uwerw , vev:’ ,
im wWiderspruch zu der obigen Feststellung.

Bemerkung: 1) Der einfachen Formulierung wegen haben wir bisher (H,V,A)
als frei vorausgesetzt. Fir eine allgemeine Kac-Moody-Liealgebra g dbertra-
gen sich die Konstruktion der Darstellungen \lm und alle Aussagen, die von
einer "Degeneration” des Wurzel- und Gewichtssystems nicht betroffen werden,
insbesondere das obige Lemma. Fir diese Ubertragung kann ﬁan auch die Reali-
sation von g als Subguotient einer Kac-Moody-Liealgebra mit freier Wurzel-
basis benutzen (vgl. 3.6). Ist ¢ : (H,V,A) > (H',V',A') ein Morphismus von
Wurzelbasen, so Gberfdahrt ¢* : H'* + H* dominante Gewichte in solche. Ist
¢ zudem injektiv, so besitzt jedes dominante Gewicht w € E® eine Liftung
®'e H'¥, ¢*(m') = @ , zu einem dominanten Gewicht. Man beachte, daB es fiir
eine nichtfreie Wurzelbasis (H',V',A') mdglicherweise dberhaupt keine domi-
nanten Gewichte auBer O gibt (wie im affinen Fall, falls die hu. a0 €4 ,

linear abhé&ngig sind).
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2) Sei §_ eine Pra-Kac-Moody-Liealgebra mit Projektion auf g . Dann las-
sen sich alle Moduln Vw als Moduln von §_ auffassen. Die Treuheit der

Darstellung von u (vgl. Lemma, oben) geht dabei natirlich verloren.

5.11 Darstellungen der Gruppe

Sei (H,V,A) eine Cartansche Z-Wurzelbasis, g die zugehdrige Kac-Moody-

f..iealgebra, G die dazu in 5.8 konstruierte Gruppe, und
p : g * gl ")

eine irreduzible Darstellung von g zu einem dominanten Gewicht ® (vgl.

5.10). Wir wollen nun zeigen, daB sich diese Darstellung zu elner Darstellung
R : 6 + GL(V)

"integrieren" li8t. Dazu geniigt es zu zeigen, daB die parabolischen Unter-
gruppen endlichen Typs P,, , A'c A von endlichem Typ, in einer mit den
Inklusionen PA" < PA' , A" < A' , vertr&glichen Weise auf et operieren
(nach 5.1, Korollar 3 geniigt auch schon die Betrachtung aller A'c A wvon
endlichem Typ und Rang < 2 ; dadurch ergibt sich jedoch keine formale Ver-

einfachung der folgenden Argumente).

Zunichst konstruieren wir die Aktion der Gruppe U auf Vm . Sei dazu T
die in 5.10 eingefiihrte Tiefenfiltrierung von v* . Der durch p induzierte

Homomorphismus

+ w(F) (e qu(v))

s

nilpotenter Pro-Liealgebren liftet sich dann zu einem Homomorphismus

v+ (%) (e GL(v™) )
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der entsprechenden unipotenten proalgebraischen Gruppen. Durch Einschr&nkung

erhalten wir fr jede Teilmenge A'< A eine Darstellung

R U ey — c(V) .

@y T

Sei nun A' € A von endlichem Typ und 1,, die zugehdrige reduktive Unter-
algebra von g . Nach dem Weylschen Satz iber vollstindige Reduzibilitit zer-
f&11t dann 'at in eine direkte Summe endlichdimensionalex lA,-Moduln (vgl.

5.10). Daher liftet sich die Darstellung

10 * g1 (V")
zu einer Darstellung der reduktiven Gruppe I‘A'
Ry = Ly, eL(v™ .

Aufgrund des folgenden Lemmas kombinieren sich RA' und R( A'y U einer

Darstellung der parabolischen Gruppe PA' = LA' X U (a*)

p, » cL(v™) .

A

Lemma: Fir alle g €L,, und u €U gilt

@A)
R, (qug }) = Ry, ()R, (WR,,(g) )
@A) A (DR p 0y (DRy, .

Beweis: Wegen der Kommutativitit der Exponentialabbildungen

u+ v

exp

exp : u(¥F) -+ W)

mit Automorphismen genlgt es die infinitesimale Aussage

P(AA(9)Y) = Ry, (9)p(IR,, (@)
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fir alle g€ L,, und Y€ § zu beweisen.

(A*)
Ist g € UB r BeInz)' , so folgt dies mit

otfx,y]) = [p.owm] . xvyeg
und der bekannten Formel

plexp(ad x)y) = exp(p(x))p(ylexplp(x) ™}

die fir x € dg BeEInNnzA' ,und ye E sinnvoll ist (vgl. [Steinbergl}
Lemma 14; ad x und p(x) sind lokal nilpotent auf g bzw. Vw , aus

Stetigkeitsgriinden ist exp(ad %) auch auf der Komplettierung E definiert).

Ist geTcC LA' + SO kann man entweder wieder auf diese Formel zurickgreifen
(indem man die analytische Exponentialabbildung h + T benutzt) oder, alge-

braisch, das folgende Argument benutzen:
Flx yegB s BEL ,und g& T gilt

p(ad(g)y) = B(lg) * ply)

Andererseits operiert R,,(g) auf jedem Gewichtsraum v‘: durch den Skalar

u(g) , und p(y) bildet vﬁ nach v§+8 ab. Also gilt
Ry (@R, (@) = ) (@) * wig) oy
= B(g) * p(y) .

Die Behauptung des Lemmas folgt nun, da LA' von den Gruppen T und uB R

BEILINZ*A' erzeugt wird.
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Es ist nach Konstruktion offensichtlich, daB die jetzt gewonnenen Darstel-

lungen

P +> GL(V“’)

Al

vertriglich sind mit den Restriktionen von P,, auf Untergruppen PA" ’

A" < A' . Daher induzieren sie eine Darstellung
R : 6 + 6LV .

Die Irreduzibilitdt wvon Val beziglich g impliziert auch die Irreduzibilitéit
bezliglich G , da g von den Liealgebren zu den Untergruppen T , Ua ’

o € tA , aufgespannt wird.

Wir nennen R die irreduzible HOchstgewichtsdarstellung von G zum hdchsten

Gewicht o .

AbschlieBend fassen wir einige wesentliche Eigenschaften der Darstellung R

zusammen.

1) Der Torus T stabilisiert die Gewichtsraumzerlegung W = @ W '
HE P(w)
und

R(t)ev = u(t)ev
£ar alle te'r,vev;’.

2) Die Gruppe N permutiert die Gewichtsrdume, und es gilt

R(n) (v;’) - W

w(u)

fir alle n €N mit ws=17(n) € W .
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3) Bezlglich einer adaptierten Basis von Vm operiert die Gruppe U (bzw.
U~ ) durch strikte obere (bzw. untere) Dreiecksmatrizen. (Dabei bedeutet

"strikt": Einsen auf der Diagonalen.)

Mit den gleichen Argumenten wie oben sehen wir, daB G auch in natirlicher
und stetiger Weise auf der komplettierten Liealgebra E: operiert. Wir nennen

diese Operation die adjungierté Darstellung von G :

A : G * GL(@® .

Fliir Ad gelten dann ebenfalls die obigen Eigenschaften 1) und 2). Nennt man

L]
eine Basis (xnln € Z) von g adaptiert (an (b,h) ) wenn jedes Element X,
in einem Wurzelraum gg ., . B(m)€ I v {0} , liegt und n > m die Relation
ht(B(n)) < ht(B(n)) impliziert, so Ubertrdgt sich auch die Eigenschaft 3)

(unter Beriicksichtigung der Stetigkeit von Ad ).

Bemerkung: Allgemeiner folgt mit den Argumenten dieses Abschnitts, daB G
auf jedem integrablen g-Modul V (im Sinne von Tits [Tits4]) operiert, flir den
sich die u-Aktion zu einer Aktion der Gruppe U fortsetzen 1&8t. Dies ist

Theoréme 2 in [Tits,] (vgl. dazu auch [Tits] p. 98, FuBnote (1)).

5.12 Rekonstruktion des Tits-Systems

Ziel dieses Abschnitts ist es, einen alternativen Beweis fir 5.8 Theorem, d.h.
fir die Existenz eines Tits~-Systems in einer Kac-Moody-Liegruppe G 2zu geben.
Dabel werden wir die Darstellungen des letzten Abschnitts benutzen, und wir
haben deswegen vorauszusetzen, daB die dominanten Gewichte unserer Cartanschen
Wurzelbasis (H,V,A) den Charaktermodul a¥* érzeugen. Die Idee des Beweises

ist die "klassische" Idee von Chevalley [Chevalley] in der Form, die sie in den
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Lectures Notes von Steinberg [Steinbergll gefunden hat, und die den bisheri-
gen Arbeiten Ober Kac-Moody-Liegruppen zugrunde lag ([Moody-Teo], [Marcuson],

[Garland2] ’ [Kac 4] ' [Peterson-xac]) .

Sei also nun (H,V,A) eine Cartansche Z-Wurzelbasis mit genigend vielen
dominanten Gewichten (s. o.) und G das Amalgam der parabolischen Gruppen

Py, + A'C A, von endlichem Typ. Aus 5.11 folgt, daB G auf der Liealgebra
i und auf jedem HOchstgewichtsmodu<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>