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Einleitung

Es sei K ein endlicher algebraischer Zahlkdrper und X eine glatte
projektive algebraische Flache, die Uber XK definiert ist. Es sei K ein
algebraischer AbschluBf von K und XK' ein in_ K enthaltener endlicher Er-
welterungskSrper von K . Die Fundamentalklassenabbildung ordnet jedem Uber
K' definierten algebraischen Zykel der Dimension | ein Element aus
Hz(x ; f,faz(l)) zu. Es sei 'é(l(’) der so erzeugte Q2'~Untervektozr§um. Die

erste der beiden uns hier interessierenden von Tate l3o} ausgesprochenen Ver-~

mutungen lautet: .

'é.“‘" . 320” E’%(msaux/x) .
. . K

Hier operiert die Galoisgruppe durch Strukturtransport auf der %-adischen
Kohomologie. Die zweite Vermutung von Tate postuliert die Gleichheit der Dimen-~
sion von g(K') und A der Polordnung der Zetafunktion von X dber K' im

Punkte s = 2 :

~L;(x/x*,s) - ! l det(l - N'ftb’l lﬂztx x E,an'l .

g # Q 4 K-
Hier bezeichnet 453 die Frobenjussubstitution in der Primstelle Y. von K' .
Die Polordnung in s = 2 ist unabhingig von der genigend groBen endlichen

Menge von Primstellen Q , die in diesem Produkt weggelassen werden.

In dieser Arbeit beschiftigen wir uns mit diesen Vermutungen im Fall der
Hilbert-8lumenthal~Flichen. Es sei F ein reellquadratischer Zahlkdrper und

O der Ring der ganzen Zahlen. Die Gruppe SL(2,0§.) . operiert auf dem Produkt



g; X f} von zwel oberen Halbebenen. Der QJuotient ist eine nichtkompakte alge-
braische Fliche. Falls wir den Quotienten nach einer geniigend kleinen Kon-
gruenzuntergruppe I von SL(Z,O%) bilden, ist diese Fliche glatt. Fir
arithmetische Untersuchungen ist es vorteilhaft, eine endliche Vereinigung
von solchen Flichen zu bilden, Aie dann in natirlicher Weise dber J defi-~
niert ist. Wir untersuchen nichtsinguldre Kompaktifizierungen dieser Fl&chen,
deren Ort im Unendlichen ein Divisor mit normalen Schnitten ist. Unser Haupt-

ergebnis ist der Beweis der beiden Vermutungen von Tate fir diese Flichen iber

einer abelschen Exweiterung von Q@ . Eine Zusammenfassung unserer Ergebnisse
findet sich im § 2. Dort erldutern wir auch, wie man dig Tate’schen Vermutun-
gen fir nichtkompakte Fliachen zu formulieren hat und warum die von uns be-
wiesenen RBehauptungen die obige Aussage zur Folge hat. In dieser Einleitung
wollen wir lediglich herausarbeiten, wo die Griinde fir unseren Teilerfolg

liegen.

Ein Hauptgrund liegt in der Tatsache, da8 wir tber eine groBSe Menge von
algebraischen Zykeln verfiigen, die Hirzebruch-Zagier-2Zykeln ]15]. Diese Zykeln
entstehen grob gesagt in der folgenden Weise. Die obere Halbebene 43_ kann
diagonal in % x 'g& eingebettet werden. Ein Element g & GL(2,F) mit total
positiver Determinante operiert auf 15 x %r und die Projektion von g * er
auf F\“&x % , isomorph zu A\% mit A = g-1 *T'g C SL(2,0) , ist eine al-
gebraische Kurve. Eine leichte Modifikation dieser Konstruktion liefert eine
noch gr&8ere Gruppe vﬁn algebraischen Zyklan, die dber abelsche Erweiterungen
von @ definiert sind. (Man wichtet zusammenhiAngende Xurven mit 2yklotomischen
Charakteren.) Hirzebruch und Zagier betrachten zus&dtzlich Kurven auf ﬁ\f}x *é.
die mittels Quaternionendivisionsalgebren iber @ konstruiert werden; es stellt
sich aber heraus, daB diese keine grdBere Gruppe von algebraischen Zyklen lie-

fern. Wir zeigen, daf die Hirzebruch-Zagier-Zyklen zusammen mit gewissen uni-



versellen Chernklassen die Gruppe aller algebraischen Zyklen‘hber einer abel-
schen Erweiterung von § erzeugen. (ber nichtabelschen aufldsbaren Erwelte-
rungen sagen mitunter die Tate'schen Vermutungen die Existenz von zusdtzli-
chen algebraischen Zyklen voraus. Weil wir diese algebraischen Zyklen nicht
zu konstruieren versucht haben, midssen wir uns auf abelsche E:weiterungen von
{# beschrénken. Eine genauere Beschreibung dieser Sachlage findet sich am En-

de des § 4.

Der zweite wichtige Punkt im Beweis der Vermutungen liegt in der Be-
rechnung der Zetafunktion von Hilbert-Blumenthal-Flichen (in den guten Prim-
stellen) als Produkt von automorphen L~Funktionen. Ein Shnlicher Satz ist
gleichzeitig von Brylinski und Labesse 181 bewiesen worden. Weil die Grund-
ideen der beiden Beweise identisch sind und well wir mit dem von ihnen formm-
lierten Satz hier auskommen kdnnen, haben wir darauf verzichtet, unseren Be-
vweis ausfihrlich darzulegen. Weil andererseits unser Beweis in gewisser Hin-
sicht vielleicht nicht ohne Vorteile ist, haben wir doch den Teil unseres Be-
weises, der von dem ihrigen abweicht, wenigstens andeuten wollen. Die prinzi-
pielle Methode ist natiirlich die Obliche: ein Vergleich der Lefschetz'schen
Pixpunktformel mit der Selberg'schen Spurformel. Die hier gegeniber dem kom-
pakten Fall {21! neu auftretende Schwierigkeit ist es Qachzuweisen, daf8 der

Beitrag der Spitzen zur Lefschetz'schen Fixpunktformel verschwindet.

Um weiterzukommen, ist eine Untersuchung der auftretenden automorphen L-Funk-
tionen, insbesondere ihrer Nullstellen und Polstellen, ndtig. Hier liefern
die Theorie des Basiswechsels |22| und dte Arbeiten |[12], |18], |16] una |28]

die gebrauchten Informationen

3

Um die Invarianten unter der Galoisgruppe in der Kohomologie zu bestimmen,

vervwenden wir Tricks, die von Ribet lzsl und Serre ]27‘ s..mmen. DaB wir die-



se Methoden dberhaupt anwenden kdnnen, liegt an einer schlagend einfachen,
aber wichtigen Bemerkung von Oda. Oda hat seine Entdeckung selbst verwendet,
um die Vermutungen von Tate fir einige Hilbert-Blumenthal-Flachen zu bewei-

sen !24‘.

Wir haben die Bestimmung der Zetafunktion und der Galoisinvarianten fir
lokale Systeme Qurchgefithrt. Fir den Beweis der Vermutungen von Tate ist die

Betrachtung der konstanten Garbe ausreichend.

Zum Abschluff dieser Einleitung mdchten wir erwdhnen, daB diese Arbeit
ihren Ursprung in einer Arbeitsgemeinschaft in Oberwolfach hat, bei der ins-
besondere Tunnells Beweis der Tate'schen Vermutungen fir das Produkt von zwei
modularen Kurven vorgetragen wurde. Uberhaupt wurde uns die Idee, die
Tate'schen Vermutungen fir Shimuravarietiten zu betrachten, von Tunnell nahe-~
gebracht. Es ist sehr zu bedauern, daB er seine Ergebnisse iber die von ihm
geldsten Fille nicht verdffentlicht hat. Unsere Ergebnisse wurden in vorliufi-
ger Porm wihrend des Sommersemesters 1981 im Seminar dber automorphe Formen
in Bonn vorgetragen. Wir bedanken uns bei den Seminarteilnehmern, f{r ihr
Interesse, insbesondere bei L. Clozel, dessen Vorschlige uns sehr niltzlich
waren. Der SFB Reine Mathematik der Universitit Bonn ermdglichte uns ein Jahr

angenehmer Zusammenarbeit.

§1 Hintergrund

§ 2 Zusammenfassung der Ergebnisse
§3 Hirzebruch-~Zagier-Zyklen

§4 Tate-Klassan

§5 'Kohomologische Batrachtungen

§6 Anwendung der Lefschetz-schen Pixpunktformel




§ 1. Hintergrund

1.1. Es sei G die Gber Q definiexte reduktive Gruppe RF/QGL(Z) .
Dann ist G{R)} = GL(2,R) X GL{2,R), wobei jeder Faktor einer Einbettung

: b3
von F in R entspricht. Wir fixieren den Homomorphismus h : € - G(R)

h o a+i‘b--—~>(§~§) x (2P

Jede offéne kompakte Untergruppe K von G(Af) bestimmt eine guasiprojektive
Varietit 5 = SK = SK(G,h) die in natirlicher Weise dber @ definiert ist.
Wir bemerken, daB wir in der Wahl des kanonischen Modells {= Wahl des Rezipro-~
zititshomomorphismus des Modells) den Konventionen von Deligne in lll[ folgen.
Insbesondere ist der Iscmorphismus der Klassenkdrpertheorie so gewdhlt, daB
er die Frobeniussubstitution in das Inverse einer lokalen Uniformisierenden

tberfihrt. Wir nennen diese spezielle Shimuravarietit eine Hilbert-Blumenthal-

Fliche. Die Menge ihrer komplexen Punkte kann mit G(@)G(A)/K K identifiziert

werden, wobei

a, =-b a -b
K, = (1 1),‘(2 ‘Neem .
b a b a

1 1 2 2

Wir werden X immer genigend klein voraussetzen, beispielsweise in einer

Bauptkongruenzgruppe vom Niveau N > 3 .

1.2. vir werden zwel Kompaktifizierungen des Schemas S beschreiben.
Das plurikanonische lineare System definiert eine offene Einbettung von § in
eine normale projektive Varietit S iber @ , die Satake-Baily-Borel-Kompak-
tifikation. Die Differenz S\S besteht aus endlich vielen Punkten, die wir
Spitzen nennen. Da wir mit einer grdSeren Gruppe als in l25‘ arbeiten, muB die
Beschreibung der Spitzen entsprechend modifiziert werden. Das soll jetzt ge-

schehen.



Eine Positivitit auf einem eindimensionalen F-Vektorraum P ist die

Vorgabe einer Ordnung auf dem IR~ Vektorraun

P ® R
F,0

fir jede reelle Einbettung O von F . Die Menge der Spitzen kann mit der Men-
ge der Isomorphieklassen folgender Tripeln identifiziert werden. Ein Tripel

besteht aus:

a) Einer exakten Sequenz von F-Vektorrdumen
O+H *H+H">0

mit dim H' = dim H” = 1 .,

b) Einer Positivitﬁt‘auf Azpa .

¢) Einer Klasse von Isomorphismen modulo K

¢ : HOAF) * Ag(F) @ Ag(F) .

Hierbei ist Af(F) = Af ® F . Wir gewinnen aus a) eine exakte Sequenz von

c%-Moduln

O+ M »M+M"+0,
mittels
d(M) = $(H) N (Z, (F) @ Z(F)) , M =8'OM.

Dabei ist Zf(F) = Zf O% .

e
/A
Die Automorphismengruppe eines Tripels besteht aus denjenigen linearen

Abbildungen A von H , die H' stabilisieren, deren Determinante total posi-



tiv ist und so da8 ¢A¢-1 in X liegt. Bis auf Isomorphie hiéngt diese Gruppe
gur von der Spitze 3 ab. Sie wird mit B{(s) bezeichnet. Es sei N{(s) die
Untexrgruppe der Elemente, die trivial auf H' und H" operieren. Dann liegt
N(s) in

H(s) = Hom (H",H') = Hom (H" ® H",H' ® H") = Homy, (H" ® H",A;a) '

F F F

einem V-Vektorraum mit natdrlicher Positivitit. Somit liefert eine Spitze einen
@-Vektorraum H(s) , der ein Gitter N{s) enthdlt und einen Kegel der positive
Elemente C(s) in dem 2-dimensionalen Vektorraum H(s) ® R. Die Operation der

Gruppe M(s) = B(s)/N(s) auf H(s) erhdlt N(s}] und C(s) .

1.3. Die Galoisgruppe Gal(ﬁ?ﬁ) operiert auf der Menge der Spitzen, die-
se QOperation faktorisiert (ber den maximal abelschen Quotienten, kann also via
Klassenkdrpertheorie durch eine Operation der Idelegruppe I_ beschrieben wer-

1]

den. Es sel s eine Spitze und a ¢ I_ . Wir wihlen uns eine beliebige Zer-~

2
fillung der exakten Polge (a)

H = H' o H",
und definieren die lineare Abbildung ¢(a) auf H ® Af(F) durch die Gleichung

P

$¢a) : h'®@h*+ach' @h".

Wir erhalten eine neue Spitze, indem wir die exakte Sequenz (a) beibehalten,
die Positivitit mittels des Vorzeichens von a in Unendlichen abdndern, und

¢ durch ¢ o PY(a) ersetzen. Man prift leicht nach, daB diese Spitze in der
Tat nur von s und a abhingt, und sogar nur von der Ideleklasse von a . Sie

wird mit a+s bezeichnet.



Es gel T : IQ + Gal(a;b/w) die durch die Klassenkdrpertheorie gc

Abbildung. Dann gilt:

T{a)s = a°*s a I_ .
{ € Q
1.4, Die Seiten des Xegels C(s) sind nicht rational. Wir kénnen ihn
aber so zerlegen, daB er eine Vereinigung von Kegeln du mit rationalen Seiten
und inneren Punkten ist. (Dabei ist ¢, abgeschlossen in C(s) .) Eine Zerle-

gung heifit zuldssig, falls folgende Badingungen erfilllt sind.
a) Falls a # B , so ist car\ OB eine Halbgerade oder leer.

b) Die Zerlegung ist invariant beziiglich M(s) und die Anzahl der Bahnen

ist endlich.

¢) Fir jedes a ist N{(s) O Ua eine kommutative Halbgruppe, die von zwei

Elementen Xa r My frei erzeugt wird.

qa) mcan 08 =@ , falls ma. # GB und m € M{(s) nichttrivial auf N(s)

operiert.

Wir machen auf zwei Unterschiede zu der Definition in [25| aufmerksam.
Dort enthalten die rationalen Xegel °a den Ursprung und enthalten berdies
nicht notwendigerweise eine offene Menge. Andererseits werden dort keine c)
und d) entsprechenden Bedingungen gestellt; diese beiden Bedingungen werden
Singularitidten der noch 2u beschreibenden toroidalen Xompaktifizierungen von

S und Selbstibarschneidungen des Divisors iam Unendlichen verhindern.

Wenn wir die Abhingigkeit dieser Definitionen von der Gruppe X hervor-

heben wollen, sprechen wir von K~Spitzen und K-zuldssigen Zerlegungen. Die

folgenden Aussagen sind bekannt.

(I) Fdr jede Spitze gibt es zulissige Zerlegungen.



(I1) Jede rationale Zerlegung besitzt eine zulissige Verfeinerung.

Wenn b die rationale Zahl mit demselben Vorzeichen und dem gleichen
Absolutbetrag in den endlichen Primstellen wie das Idele a ist, dann ist
C(as) = bC(s) und N{as) = bN(s) . Zulassige Zerlegungen L{(s) = {Ua(s)}
und I{as) = {Gs(as}} heiBen vertr&glich falls L{as) = {bca(s)} . Eine Zer-~
lequng I = {Z(s)} samtlicher Spitzen heiBt zuldssig falls‘ L{s) und I{as)
fir jedes a und jedes s vertriglich sind. Mittels einer zuldssigen Zer-
legung I kann man eine nicht~singulire dber @ definierte Kompaktifizie-

rung S = §K = SX = §K X der Varietdt § konstruieren (siehe 1.6.).
[

1.5. Definition: Eine Primzahl p heift unverzweigt (beziglich K ),

falls:
{a) p in P unverzweigt ist.

B) k=K. kP , wobei kP ¢ G und K,C G(B,) die durch das Gitter

(0F @ OF) 9~@E, definierte maximal kompakte Untergruppe ist.

In folgenden wird angenommen, da8 p unverzweigt ist.

1.6, Es sei = der Unterring von @ , in dem alle Primzahlen aufler

(p)
P invertierbar sind. Der Vorzug von S im Gegensatz zu S ist, daB § als

eigentliches glattes Schema iber 2Z definiert werden kann, dessen Ort im

(p)
Unendlichen ein relativer Divisor mit normalen Schnitten ist. Da eine ganz
&hnliche Behauptung in iZSl bewiesen ist, verzichten wir auf die Angabe des

Beweises und begniigen uns mit der Beschreibung der uns niitzlichen Eigenschaften.

Es gibt ein kommutatives Diagramm dber @
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Es sei S“ = S; = gz\s . Wir wollen die Komplettierung T von §E
langs su beschreiben. Da p unverzweigt ist, kdnnen wir einen in p
unverzweigten endlichen Kreiskdrper E wahlen, so daf alle Spitzen Ober

E definiert sind. Es sei R der ganze AbschluB von 2Z in E . Dann

(p)

T ® R -l l'l‘(s) . (1.6.1)

Z(p) s

ist

Will man nun T beschreiben, so beschreibt man zundchst die T({s)
und anschlieBend konstruiert man ein Abstiegsdatum £f{r die Operation veon

Gal(E/Q) auf L__l T(s) . D. h., man konstruiert Isomorphismen
p :
o, = Ll T + (frenT
s 8

T
for T € Gal(E/@) , so daB stets ¢__ = ¢Tlo¢r . Wweil R/Z unver-
' 1

(p)

zweigt ist, liefert uns d:_'.es dann T/Z , indem wir einfach auf den affi-

(p)
nen Ringen die Galoisinvarianten betrachten.

Das in 1.2. definierte Gitter N(s) wird als Gitter der einparametri-
gen Untergruppen eines Torus H/Spec(R) interpretiert. Die Zerlegung des
Kegels C(s) liefert eine unendliche toroidale Einbettung (|2|, Chap. I)

von H in R .
{Ua}

Auf der Komplettierung von 8{6 } langs H{ - '5\8 operiert die unend-
. o a
lich zyklische Einheitengruppe und T(s) ist der Quotient dieser Komplet-

tierung nach dieser Einheitengruppe.

Wenn man die Vorschriften aus [2( : Chap. I auf unsere Situation {ber-
setzt, 8o liefert uns dies das folgende Bild. Zu jedem Ga haben wir Exrzeu-

gende )‘a'ua. des Xegels 0, und wir fGhren zwei Variable xxa.'ﬁa ein.
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Wenn Op ein benachbarter Kegel ist und 0 () Jg = WU, = W * AB , dann

ist

HB = WB‘RG-

Nun betrachten wir die folgende Identifizierungsvorschrift
R[} X ] R[} ' X ]
Aa AB AB uB

N\ N

-1 -1
R ’ . == R [ ’
[xuu xku Xku] [xks xus Xu ]

B
wobel die Identifizierung durch x, =x * x® und x = :n:-1 gegeben ist.
)‘8 o ).a u Aa
Dann kénnen wir die affinen Riume 5pec(R[iA ' X ]) und Spec(Rf;:l % ])
a Mo ~ g Mg

Uber die obige Identifizierung zusammenkleben und wenn wir dann in beiden af-

finen Ebenen lings der Koordinatenachsen komplettieren, erhalten wir als Bild

B Hy
0. N
xla bad x“a = 0 xxﬁ = qu = 0 .

D. h., die beiden Doppelpunkte, die den offenen Kegeln ca’UB entsprechen,
werden durch die projektive Gerade verbunden, die der Seite g, f)cs ent-~

spricht und auf der xu ,xA die Xoordinaten sind.
8 "o

Setzt man diese Konstruktion nach beiden Seiten fort, so erhilt man dis
unendliche toroidale Einbettung und T(s) ist der Quotient davon durch die

Einheitengruppe.

Ist nun T ein Element aus der Galoisgruppe Gal(E/Q) und ist a ErIQ

ein Element,das T f{iber den ReziprozitiAtsisomorphismus entspricht. Dann ist
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'1‘(3).r - T{s‘r) = T(a*s) . Das Idele a vermittelt elne Abbildung zwischen
den Zerlegungen von C(s} und C(a*s) , well wir von einer zulissigen Zer-
legung ausgehen. Wenn a&,cé zwei benachbarte Kegel in C{(as) sind, die

gerade die Bilder von °a'°8 in C(s) unter a sind, dann bekommen wir

Isomorphismen

R[xxa.xuu] + RE:A&,xu&]

: T
E( X)) + £ (x,,x,,)
xla Ha Aa xua.
und entsprechend fiix die B-Variablen und das liefert einen Isomorphismus

zwischen den toroidalen Einbettungen, die oben beschrieben worden sind. Er

wird von a unabhingig, wenn wir zum Quotienten (bergehen, und das liefert

¢, t__& T(s) + ( -'r(s))’ .

s S

uns

Damit ist das Abstiegsdatum und somit auch T/Z ( konstruiert.

p)



- 13 -

1.7. Wenn K' in K enthalten ist, so gibt es einen natur.ichen end-

lichen é&talen Morphismus S,, = S , der sich in einen endlichen flachen

K' X
erweitert. Beide Morphismen werden mit R(1) bezeich-

Mrph;smus -S-K, -+ EK
net. Allgemeiner sei g ¢ G(A,) und K'C KNg-* .Kg-1 . Dann ist die auf

den komplexen Punkten durch x - x*g definierte Abbildung
GG /K K"+ GIN\G(RI/K, K

von einem dGber @ definierten Morphismus R{g) : S, * SK der sich in

K!

S, + S, erweitert, induziert. Wir erhalten eine Heckekorrespondenz

K' K
SK‘ '
R(1) / \ R(g) | ,
v
SK SK

1.8. Es gibt gute Grinde, die Schnittkohomologie von Coresky-MacPherson
und Deligne [7! ins Spiel zu bringen. Es sei | eine endlich-dimensionale
dber @ definierte Darstellung der Gruppe G in einen Vektorraum V = Vu .
Wir nehmen an, da8 | absolut irreduzibel ist. Dieser Darstellung ordnet man
ein lokales System 'D' = Uu von (Q~Vektorriumen lber der komplexen Mannigfal-
tigkeit S(C) , und von Qi-Vektorréumen diber dem Schema § zu. Die interme-
didre Erweiterung von U auf S |7, 2.2.| bezeichnen wir mit dem selben
Symbol. Wir interessieren uns fiir die Schnittkohomologiegruppen =P (§,17) .+)

In diesem speziellen Fall sicht man leicht ein (8, 2.2.], da8

mE,0) - £EM i =0,1

*) Hier bedeutet § = § x Q2 und entsprechend 3§ = § X Q.
2 2
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12 EM

Im(Hz(S <20 + wesxgUn .,
@ Q

mt 5.0

ats x .00 1=3,4.
c ] Q

Wir betten @ in @, und diesen Raum in T ein. Dann kann man auf
Grund allgemeiner Prinzipien und der Benutéung der Zuckerschen Vermutung
{siehe |8], 1.3.6 und 1.3.7) die Kohomologie m (S,U) nach der Operation
der Heckealgebra zerlegen. Das sieht dann 80 aus: Ist % eine irreduzible
Darstellung der Adelegruppe G(A) = GLz(AF) , die in LZ(G(Q)\G(A)) auf-

taucht, so sagen wir, daB

T € Coh(n) <==> s'«gm,x,m“sb'“) $ 0.

Dabei ist 7, die unendliche Komponente in der Zerlegung von 7 = L 1r£ .
die der Zerlegung G(A) = G(R) X G(Af) =G, X G(Af) entspricht. Die Menge
Coh(ll) kann man in einen "trivialen" und einen "interessanten” Anteil zer-

legen
Coh(u) = Coh_ () \U Coh (W) .

wobei Coh (1) = {r € con(u) | dim 7 = 1} . Es ist Coh (i) = ¢ , falls

dim Ul-l > 1 und sonst ist
coh i) = {rlamr=1,7,]cm® =p|Cm}-

Die Elemente in Cohe {4) sind natlrlich Grd8encharaktere, wie wir weiter un-

ten erl3utern werden.

Die Menge Ccho (#) besteht aus cuspidalen Kohomologieklassen und zwar

aus solchen 7 bei denen 7, das U entsprechende Mitglied der diskreten

Serie ist.
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Dann gilt auf Grund der oben genannten Tatsachen

Satz 1.9. a) Hl (‘S.:U) = ]H3 {glv) = 0O,

by B°(,U) = e HO(m) ® -n’; ,
T E Cche (u)

o wEU = e Hom 7k,
T e COhe(ﬁ)

d) I!-lz (§.U) = ® Hi(w) ® n’l; .
7 € Coh{u)

Dabel sind die rechten Seiten wie folgt zu verstehen: Es sei H_rr w der Raum

14

der c”-rVektoren in dem Raum der automorphen Formen !-1Tr C L2 {(G(@)\G(A)) . Dann
ist die Kohomologie

Def

B QK ) = R ® B

X
£

Elementen aus Kw besteht, 4. h, T«

und es ist 7_ dJder Modul unter der Heckealgebra der aus den K invarianten

x X
£ = B“ . Wir bemerken, daf in diesenm

£ £

Fall RK Uber E realisiert werden kann. Fir. 7 & CQhe(u) ist

£
b o) 2 4
H(F)) = H(r)eH(x,)e@H (r,) = €& (COT) &C .

Fir we Cohc {1} ist nur Kohomologie in der Dimension 2 vorhanden und es

ist
2
dim H_(®%) = 4 .

Die Zerlegung (1.9.) wird mit Hilfe der Heckeoperatoren definiert. Das
libliche Verfahren 148t sich in der Tat anwenden, weil die Schnittkohomologie
funktoriell unter endlichen Morphismen ist |7|. Somit ist sie, wenn es sich

ur L~-adische Xochomologie handelt, mit der Wirkung voi. Gal (E/Q) vertriglich,
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und die Riume Hi(m erweisen sich als Galoismoduln, die aber durch # und
nicht allein durch w6 bestimmt werden. Da die Wirkung der Galoisgruppe auf
der Menge.der Zusammenhangskomponenten bekannt ist, lassen sich die Moduln
H: (7} unschwer beschreiben. Dazu erinnern wir, wie man gewissen GrdBen-

charakteren fL-adische Galoisdarstellungen zuordnet.

Mittels des Artin'schen Reziprozititsgesetzes kdnnen wir Ideleklassen-
charaktere endlicher Ordnung mit Charakteren endlicher Ordnung der ‘Galoisgrup-
pe identifizieren. Es entspricht ferner dem komplexen Charakter o : x =+ lxl
der Ideleklassengruppe die zyklotomische ein-dimensionale £~adische Darstel-~

lung

-4
o : Gal(@/@y -+ Gal(Q(%/l)/Q) - Zz‘.

Man kann daher jedem 7 aus Cohe (4) eine L-adische Darstellung X der

Galoisgruppe zuordnen, indem man 7(g) = v{det g) schreibt und v auf IQ

einschrankt, und dann zur entsprechenden Galoisdarstellung Gbergeht.

1.10. Proposition: (a) Die Galoisdarstellung auf H:(m ist X

(b) Die Galoisdarstellung auf H:(w) ist u.'zxﬂ .

Von wesentlicher Bedeutung fiir diese Arbeit ist die Bestimmung der Dar-
stellungen auf }ﬁ(w) . zumindest ihrer Einschrinkung auf die Zerlegungsgrup—

pe in einer unverzweigten Primstelle.

1.11. wWir hatten, statt mit der Gruppe G 2u beginnen, auch mit der

Gruppe H = GL(2) und dem Homomorphismus c* - H(R)

a ~-b
a+i*b =+ (b a)

beginnen kdnnen. Zu einer offenen kompakten Untergruppe L C H(A f) erhalten
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wir eine dber @ definierte Kurve J_ . Die Diagonaleinbettung H G de-

L

finiert einen Ober ¢ definierten Morphismus JL -+ SK . falls L K . BEs

sei EL die kanonische Kompaktifikation der Kurve J_ . Der ocbige Morphismus

L
erweitert sich in einen Morphismus 3; > §x . Insbesondere liegt der durch

JL definierte Zykel in HZ(SK XQ @;Ql(l)) im Bild der Restriktionsabbildung

Hz( K.Qg(l)) - HZ(SK *Q Elmﬁ(x)) . {Beachte, daB dieser 2Zykel beim Abindern
von L in eine kleinere offene kompakte Untergruppe durch ein vielfaches er-

setzt wird.)

§ 2, Zusammenstellung der Ergebnisse

Wir erliutern zundchst, wie die Vermutungen von Tate fir nichtkompakte
Flachen zu formulieren sind (vgl. Einleitung). Es sei X eine glatte alge~-’
braische Fliche dber dem Zahlkdrper K ynd es sei X eine tber K definier-
te glatte Xompaktifizierung von X , so daB der Ort im Unendlichen ein Divisor
mit normalen Schnitten ist. Einem Resultat von Grothendieck zufolge ist das
Bild ﬁz(i.Ql{l)) der Restriktionsabbildung H2(§,Qz(1)) > az(i,mg(m un-
abhingig von der Wahl von i+? Weil sich jeder algebraische Zykel auf X in
einen algebraischen Zykel auf X erweitert, ist die Gruppe der algebraischen
Kohomologieklassen 3(1(') in §2 (I,Qz(l)) enthalten. Die erste Vermutung von

Tate lautet wie im projektiven Fall

Gal(X/K")

Gal/KD . (X, (1)) )

3 K') = nz(i,m,’(m

Die letzte Gleichheit folgt aus der Tatsache, da8 ﬁz gerade der reine An-

teil in Hz ist {Vergleiche denBeweis von Lemma 2.1 und die Diskussion in

§ 5.). Die zweite Vermutung setzt die Dimension von auc') gleich der Pol-

ordnung der Zetafunktion von X in s = 2 , wobei die Zetafunktion mit dem

+ — — = —
) Bier ist wieder X = X X K , X = R x X .

x
K X
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Galoismodul H° gebildet wird (vgl. Einleltung)

2 : -5 =1 [ =2 — -1
LQ(X/K ,3) ‘ { det (1 NX @X {H(X.Qg)) ..

tA

2.1. Lemma: Falls die Tate'schen Vermutungen fiir X gelten, so auch

fir X .
Beweis: Wir betrachten die lange exakte Kohomologiesequenz

%10 » #Eg ) > wiEe ) + (X))
Y

-

(sGa 4, 2, Vv, 6.7.). Die relativen Kohomologiegruppen berechnen sich als Limes

einer Spektralfolge
B (Y, %) = H_(X,Q,(1))
Y b4

(SGA 4, 2, loc. cit.). Nun kann man zeigen (siehe SGA 4 %, |cycle|), daB das

Bild von H_z_(?(..ﬂz(l)) in 32 (-;,Qz(l)) gerade von den Bildern der 2ykeln in

Y .
dem Divisor Y erzeugt wird. Damit ist lLemma 2.1. bewiesen. Um die cben for-
mulierte Behauptung einzusehen, muB man zeigen, daB Hi(?(-.‘&g(l)) nach Re-

Y

duktion mod irgendeiner Primstelle nicht rein vom Gewicht O ist. Das folgt
aus den fundamentalen S&tzen in llo, Weil IX | angewandt auf die Terme vom

Grad 3 in H'(?,B{_'_) .
Y

Wir kehren jetzt zu dem uns interessierenden Spezialfall zuriick. Das
nichste Lemma stellt die Verbindung zwischen den eben eingefidhrten Kohomologie-
gruppen und den im vorhergehenden Abschnitt betrachteten Schnittkochomologie-

gruppen her.

~2 - .
2.2. Lemma: Die beiden Untergruppen H™ (S 2 =
2 e gruppe Kk Xp 2:8) und E(5,.q,) ven
B (S X0 E,Qg) sind identisch.
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Beweis: Wir betrachten das folgende Diagramm mit exakten Zeilen und

Spalten (alles Xohomologie mit konstanten Koeffizienten).

12 (5™)
‘}
2 = 2z, I 5 -
B (s) + H°(3) =+ H%s Xp D)
S ? H2)

2 - 2 =
HC(S XQ 2 = HC(S XQ Q)

DaB die Pfeile (1) und (2) das gleiche Bild haben, resultiert aus dem folgen-

den Hilfssatz, von dem wir in 5.3. eine Verallgemeinerung beweisen werden.

2.3. Hilfssatz: Der Homomorphismus

2§ » 526
s .
ist ein Isomorphismus.

Beweis: (Siehe 5.3.) Eé folgt aber auch sofort daraus, daf die'Schnitt-

matrix negativ definit ist.

Wir betrachten nicht nur die konstante Garbe, sondern allgemeiner ein
durch eine Q-rationale Darstellung von G/ definiertes lokales System 17:
Dies liefert uns auch ein System 2-adischer Kohomologiegruppen. Wie in § 1

fixieren wir Einbettungen

und mit nfl(§K,175 bezeichnen wir die Tensorprodukte der 2-adischen Kcho-
mologie mit 5£ . Auf dieser Kohomologie operiert nun die Algebra 1y?K der
K-biinvarianten Funktionen mit kompakten Trigern auf G(Af) und die Galois-

gruppe Gal(ﬁ?@) . Wir bekommen dann eine Zerlegung in isotypische Xompo-
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nenten

! G = e mt & U (w‘é)
T & Cohiu)

und jeder der al-Vektarraume in der Suwmme rechts ist ein Tensorprodukt

i = K (1)
H (sk,’O) (g = W) @ X (m,)

wobedi W(‘lrf) ein irreduzibler BPK-Modul ist auf dem a{x durch u’x

£
(L) K

operiert und wobei X (Trf) ein endlich dimensionaler 52-Vektorraum ist,

auf dem die Galoisgruppe operiert

otm : cal@/m) cx.(x‘“(w‘;n )

Uns interessiert besonders der Fall i = 2 , dann wollen wir fQr x(“ (‘n‘lé)

{bzw. pi(Tr)) einfach X(ﬂf) {bzw. p (7)) schreiben. Nach 1.8. ist
dim x(‘rrf) = 4 falls TE (.':ol'xc> (1)
dim x(‘n'f) = 2 falls TE Cohe ) .

An den unverzweigten Stellen p definiert p('nf) einen lokalen Eulerfaktor

-1, _-s
Lp(s,p(n)) det(1 p(n.)(d’p p )

wobei @p der arithmetische Frobenius ist.

Der nachste Satz beschreibt diesen lokalen L-Faktor in Termen, die der
automorphen Form T zugeordnet ist. Dazu erinneren wir zundchst an die De-
finition der L~Gruppe. (Siehe l4( « vergl. auch den Artikel von Casselman im

gleichen Band.) In unserem Fall ist die L~Gruppe Ls von G/Q gleich

s = GL,(T) X GL,(€) X Gal(@/@)

wobei Gal(@/@) auf dem Produkt dber die Faktorisierung Gal(Q/@) + Gal(P/Q)
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auf GLz(E) x GLZ(E) operiert und wobei das nicht triviale Element die Fak-

toren vertauscht.
Wir betrachten die natiirliche Darstellung
2 2
r : GLZ(G.‘) XGLZ(E) + gL & C7) ,

wobei die Faktoren jeweils auf den entsprechenden Faktoren des Tensorproduk-

tes natirlich operieren. Diese Darstellung wird zu einer Darstellung
r : LG -+ GL(EZ 8 Ez)

fortgesetzt, wobei
x 8y olF = 1
r{ldX Ia*xo)(x 8 y) = .
y © x glF # 1

Man ordnet nun dem Paar TW,r eine lokale L-Funktion zu, die an den unver-

iweigten Stellen durch die folgende Formel (!4‘ . 7.2) gegeben ist.
-.s
Lp(s,w,r) = det(l-r(A(T\'p) p ) .

wobei A(ﬂp) die zu up gehdrige Konjugationsklasse in I’G ist. Wenn man

wie lUblich eine lokale Darstellung in der unverzweigten Hauptserie mit

T = 7

W, v ) @ .8,
¥yl ¥ ¥y 3
notiert, wobei a die Werte der Quasicharaktere auf einem uniformi-

%.8\5

sierenden Element sind, dann gilt

G’saao
53331
I(A(Wp)) ~ a B.,

4
a& By

falls p = 'g 'g’ und falls pU= ? ein triges Primideal ist, dann ist
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r(A(‘n’p)) = 8 0? = r X Idx @P

Es sei im Folgenden € stets der zu F/Q@ gehSrige Charakter. Dann gilt:

K
2.4. Satz: Es sei p unverzweigt und Te £ 0.

a) Wenn T t‘_-‘,Cohe(u) dann ist

(p) _
L (s,p°(M) = (1- y~1
P s i
p
PX. (P} _ P°E(p)X, (P} _
L (s,p2(m)) = Ve A WP AL
P s s
P )
2
P X.(P) _
L (s,pqm)) = (i- Xu ) ! .
P p°

b) Wenn ﬂéCoho(u) ., dann ist
LP(S'p(W)) = Lp(s"llwlt) .

Das Produkt der drei lokalen Faktoren in a) ist gerade Lp(s-l ,T,x) . Somit
kénnen wir 2.4. umformulieren, indem wir das Verfahren in l20| nachahmen.
Falls 7 in p unverzweigt ist, sei A(rrp) € I"G die entsprechende Konjuga-

tionsklasse (siehe |4}, 7).

2.4'. Batz: Es sei p unverzweigt (beziglich K ). Fir jedes i ist
die Galoisdarstellung pi unverzweligt in p . Es sei @p die Frobeniussub-

stitution in p und g €& G(Ag) . Dann gilt fir jede positive ganze Zahl n

4 . .
I Dispuret @ Merig)) = § p eSpur r(A"(n_))spur 7 (XgK) .
i=o0 P T & Coh(n) P
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Bierbei bezeichnet T(g) den durch die Heckekorrespondenz g vermittel-
ten Endomorphismus von }Hi (-S-K,U) . Auf der rechten Seite steht die Spur des
Cperators

mo(kgK) = { [ ax}t . f Tolx)cax .
K KgK
Der Beweis dieses Satzes wird in § 6 skizziert werden. Im Gegensatz zu 18! :
die die Lefschetz'sche Fixpunktformel auf EK verwenden, arbeiten wir auf

SK'

Wir definjeren wie folgt die ganze Zahl n = n(u) :

u(z) = 228 £dr ze 9" ¢ GL(2,F) .

Es sel @ ein Charakter endlicher Ordnung von Gal (6/@) . Wir betrachten die

'globale L-Funktion, die zu der l-adischen Darstellung ®+p(w) gehdrt:

Lols,wmp(m) = I ( ch_s,w-p(m .
P&Q '

2.4.1 Bemerkung: Wenn wir @ Ober den Reziprozitidtsisomorphismus

als Charakter auf IQ/Q* interpretieren und diesen Charakter zu einem

Galoischarakter ' auf IE,/F* fortsetzen, dann wird

LP(S.m'p(ﬂ)) = Lp(s,p(‘n'em')) .

2.5. Satz: Die Funktion LQ(s,m'p(Tr)) ist fortsetzbar in eine Umgebung

von s = n+2 ., Es sei pol(w,u) die Polordnung im Punkte s = n+2 . Es sei

4-(11‘:01) die Dimension des Vektorraums der Tate-Klassen
T = {x€ xtmIlp@x = a " orw @ x , 0 € caL@}

Dann gilt: pol{m,n) =»4-(1\'.m) .
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Mittels 1.8. erhalten wir aus diesem Satz das folgende Korollar.

-

2.6, Korollar: Die Funktion L(s,w*p(m)) ist fortsetzbar in eine Um-

gebung von s = n+2 Ihre Polordnung pol{®) in 8 = n+2 ist gleich der

Dimension 4. {w) des Vektorraums

n

@ = xem’E D |o@x=a"" @ 0)x , 0 car@m}-

Wir bemerken, daB fir T & Coh (M) aus 2.4. folgt, da8 pol(m,u) = 47 ,0)

entweder O oder 1 1ist, und daB diese Zahl 1 ist genau dann, wenn Xy

-1

gleich a "+ w n, y 1

oder £+ " ist. Somit ist der Satz 2.5. fir
TeE Cohe {4} trivial. Fir unendlichdimensionale ¥ wird 2.5. aus einer prizi-

seren Aussage folgen.

2.7, Definition: Eine unendlich~-dimensionale Porm 7 auf G(A) heiBt

ausgezeichnet beziiglich a "w ' , wenn sie von der Form

T = (ng F) @ (v @)t

ist, wobel die folgenden Forderungen gestellt sind:

1.) 'x; ist eine automorphe Form auf GLz(AQ) und ‘Yf; x P ist ihre Liftung

nach P .

2.) v und ®' sind Galoischaraktere auf IF/? und £ir ihre Einschrin-

kungen auf .‘i:Q gilt

@l = o ; o = g tevse
R NQO 2

mit v'lxw =V und w = zentralea Charakter von 7 .

° 2

Wir wollen zwel kleine Bemerkungen anschliefen.

2.7.1 Die Automorphe Form ¥ ist genau dann ausgezeichnet beszfiglich

a !, wenn ¥ ® @' ausgezeichnet bezgl. o " ist.
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2.7.2 Wenn ® ausgezeichnet bezgl. a—nmnl ist, dann ist

-2 =2n
&hﬂ 8 Cap”

2.8. Satz: Es sei 'a‘c,c:oho(u) .

a) Die 2ahl pol{m,w} 1ist entweder O oder 1 . Sie ist genau dann gleich
1 , wenn 7 ausgezeichnet (beziliglich a"nmq }  ist.
b) Die zahl A{w,w) ist entweder O oder 1 . Sie ist 1 genau dann,

wenn % ausgezeichnet (beziglich a "w ! ) ist.

Jetzt sei U die konstante Garbe. Es sei % der von den Ubher einem
Zahlkdrper definierten algebraischen 2ykeln aufgespannten Unterraum von
EZ(S ® 75.& ) = IHZ (§ D) . Wir bezeichnen

X 2 L K'*4
mit ‘é {a) (bzw. 'é’m,&)) den Durchschnitt von ’é. mit T {bzw. T(W,w)).

Wir erhalten eine Zerlegung

'é,(m) = @ '}(w,w) 9‘5§ .
% & Coh{l)

Unser Hauptresultat lautet:

2.9. Satz: Es sei z{7,w) die Dimension von 'B_{mm) . Es gilt

z(¥,0) = pol(®,u) =4(r,0) .

In der Tat hat dieser Satz die Richtigkeit der Vermutungen von Tate fir

SK . 80 wie sie am Anfang dieses Paragraphen formuliert sind, idber einer

abelschen Erweiterung von @ zur Folge. Was aindimensionale 1w betrifft,
folgt aus der Bemerkung nach 2.6., daB man die Behauptung von 2.9. aus fol-

gender Aussage erhilt.

2.10. Proposition: Es sei wec::he(l) . Dann ist z{w¥,w} gleich O

oder 1 , und zwar 1| genau dann, wenn x,"&‘l odar w,a,we'whi.
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Aus 1.10. erhidlt man mit Hilfe von 2.2. eine Abbildung
o 2 .=
H (JL) + H (SK) .

Ihr Bild liegt in é . Es sei dQJ der durch die Wirkung der Heckeoperato-

ren von dem Bild von H® (JL) erzeugte Unterraum von mz (§K) . Offenbar ist

@ C 'é . Wir nennen die Elemente von % Hirzebruch-Zagier-Zykeln. Wir er-

halten eine Zerlegung von @ (w) = 3 n }{m) P
DEf.

m (w) = 8 % (r,0) ® w? .

T & Cohil)
£s sei d{m,w) die Dimension von m {r,8) . Offenbar ist 4(w,w) < z(w,W) .
Somit ist der Satz 2.9. eine Folgerung aus 2.10., 2.8. und dem folgenden

Satz.

2.11. satz: Die Zahl d(w,w) ist gleich O oder 1 . Falls
TE Cohe(u) s SO sie genau dann 1 , wenn X‘n’ = m.I . Falls we COho(l) aus-

gezeichnet ist, so ist d{(w,w) gleich 1 .

In den né&chsten beiden Abschnitten nehmen wir die Giltigkeit von satz 2.4.
an und beweisen diejenigen Aussagen dieses Paragraphen, die nicht Folge ande~-
rer sind, allerdings nicht in der Reihenfolge, in der sie hier formuliert wur-

den.

§ 3 Hirzebruch-Zagier-Zykeln

Es seien 'g und R aie Liealgebren von G(R) und K_ . Fir

T € Coh(1l) , wenn es sich um komplexe Kohomologie handelt, kann der Raum

2 K
H (m) © wf mit

K 2 K
(3.1) Hcmxuthz(‘é}/iz)nr ) = Rom, (NN @ 7]
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identifiziert werden. Hier bezeichnet 7 sowohl die Darstellung als auch den

entsprechenden Raum der automorphen Formen. Es sei w 1 <1i<6, eine Basis

i ’
des dualen Raums von AzQﬂzﬁt) . Dann schreibt sich ein Element aus (3.1) als
6
2 fi- mi » wobei fi eine gquadratintegrierbare automorphe Form auf

i=1

GIO\G(A) /K ist. Die © sind als linksinvariante Differentialformen auf

i
G(IR) wund somit auf G(R)/K, . aufzufassen. Mittels der Einbettung

B(R) + G(R) aus 1.11. liefert @  eine Form m? auf H(R) oder H{(A)/L.

a -b
L, = C H(R) .
b a .

Die Form ) £

Es sei

H
iwi ist invariant beziglich K, und z fi mi

lich L, . Wir erhalten somit eine Form auf der orientierten Mannigfaltigkeit

ist bezig-

H(R) /L * L .

Wir haben eine natiirliche Paarung auf Iiztgk) . Unter der Identifikation
von Iﬂz(gk) mit der Lz-Kohomclogie in der Zucker'schen Vermutung gilt dabei

in naheliegender Weise:

(3.2) <}:fi-wi,2f:‘i-mj> = 3 i £ - £ oA

1,3 GI@Z(RI\NG(A) /K * K i 73 3

Insbesondere gilt fir die Aktion der Heckeoperatoren

(3.3) <T(@)x.x'> = <x,T(g )x'> .

Wir identifizieren den Raum H° (3,) mit dem Raum der lokal konstanten
Funktionen auf H(R)\B(A)/L L . Dies in 1.11. definierte Zykelabbildung defi-

niert wegen 2.2. eine Paarung zwischen dem Raum (3.1) und HO(JL) .
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3.5. Hilfssatz: Der Wert der Paarung auf dem Paar I f, v, , und

u Eﬂo (JL) ist bis auf sine nichtverschwindende Konstante gleich

H
u*, £ . w0, .
seN\s@ /L. - bt

Beweis: Dies ist ein sehr technischer Hilfssatz, zu dem es mehrere Be~
vweise gibt. Wir wollen im Folgenden einen mSglichen Beweis skizzieren. Der
weise leser wird die nachstehenden Zeilen bis zum ndchsten Auftauchen der

Zeichenfolge g.e.d. itberschlagen.

Wir arbeiten mit der Borel-Serre Kompaktifizierung, genauer gesagt, wir
schneiden die Spitzen ab und schieben dann die Riander ins Unendliche. Die
durch H definierten 2Zykeln sind dann als relative Homologieklassen in
82(5,35 {c),€) =zu interpretieren, dabei ist c¢ das Niveau, an dem wir die
Spitzen abschneiden, wenn ¢ + % geht, dann erreichen wir den Rand der Borel-
Serre Kompaktifizierung. Der Durchschnitt von 3S(c) mit dem Zykel ist dann
eine Vereinigung von Kreisen, die als Randkomponenten auftreten, wenn wir den
Modulkurven die Spitze abschneiden. Das sind Kreise, die in deg Beschreibung
aus [14|, § 1 (siehe auch |14b|, § 2, § 3) in der durch den unipotenten Teil

gegebenen Faser der Faserung liegen, sie sind also nullhomolog. (Siehe litﬂ ’

1a
ol

u € & Torsionsklassen in der Faktorkommutatorgruppe von der Boreluntergruppe

prop. 1.1, es ist aber auch so klar, da8 die Matrizen der Form ( )} mit

B(® sind.) Also ist der Zykel im Bild der Abbildung
az(s,m) *> Hzts,astc) ,T)

und damit wird klar, daB die Ausertung einer Klasse aus Hz (5,€) auf dem
Zykel sinnvoll ist. (Das haben wir vorher mit Hilfe der nicht singuliren Xom-

paktifizierung und 2.2. auch schon eingesehen.) Ist nun @ unsere cuspidale
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Kohomologieklasse repri3sentierende automorphe Form, so kénnen wir schreiben
®w = © +dd

wobel @ Xkompakten Tr3ger hat. Nach Definition ist die Auswertung der Klasse
auf dem Zykel durch das Integral von @ 4ber dem 2Zykel gegeben. Man kann nun
aber d¢ nach Borel !Sl, Theorem 7.4. so widhlen, daB ¢ logarithmisch wichst,
d. h. wie ein Polynom in 1log ¢ . Das Volumen des Randkreises geht aber mit

c.1 nach Mull und dann folgt

[a¢ = 1lim f $ = o.
c +® 3S{c)N Zykel

q.e.d.

Die Menge der Zusammenhangskomponenten von J, kann mit gR\IQ/31 : det L

L
identifiziert werden {11}. Falls @ ein Grdfencharakter endlicher Ordnung auf
IQ ist, der nicht trivial auf det L ist, wo L = H(Af)(\ K , ist JL(m)

trivial. Sonst ist JL(m) vom Bild der Funktion m‘l auf den Zusammenhangskom~

Ponenten erzeugt.
Wir knnen die Basis {o, |1 <1 <6} = {0, ,,0,,0,} so wihlen, dag
, £ig P
o, , = (ax, tidy, )A (dx,%idy,) ,

W, = (dxj+idyj)/\ (dxj—idyj) .

]
" H H H H H . .
Dann ist m+'+‘= m_'- = 0 und w+'_ ’ m_’+ R ml und m2 sind invariant untes
L, und liefern die invariante 2-Form auf H(R)/IL, . Da wir £, _ und f__
’ r
oder f1 und fz unabhidngig voneinander w&hlen kdénnen und da wegen (3.3) die

Algebra der Heckeoperatoren selbstadjungiert ist, erhalten wir die folgende

Aussage. In ihr bezeichnet 2 das Zentrum von H.
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2 2

o

3.6. Lemma: Es sei H (Tr)K = {r) ® w§ # O . Dann ist dieser Raum ge-
nau dann nicht orthogonal zu 3(&) . wenn es ein f im Raum von 7 und ein
g € G{A) gibt, so daB
w(det h) * £(heg) # O .
H(@ Z(IR)\H(A)

Dieses Lemma ist genau genommen ~ im Gegensatz 2u der vorangehenden Be-
merkung - noch nicht vollstdndig bewiesen. Wir wissen nur, daB wir, um die
behauptete Nichtorthogonalitdt zu zeigen, die obige Ungleichung f£Gr ein
g eG(Af) {d. h. g, = 1) und ein fe m zeigen missen, das die folgende Be-
dingung erfillt (Dies gilt fiir den Fall T €& Cc:h° . im andern PFall ist das

Lemma klar.):

a} £ ist K~-invariant

a -b a -b
kx(l 1),((2 ) ok,
b a b a

1 1 2

b) Far

gilit

i e - o 4
a.1+1.b1 az.’f.h2 *1
kef = 5T, ° 5w, " E-
174" 270,

Wir werden aber bald einsehen, daB diese zusdtzlichen Bedingungen unndtig sind.

Wir schlieflen wegen (3.2} aus 3.5.

3.7. Lemma: a) Es sei % die zu T kontragrediente Darstellung. Dann
ist die T-Komponente %{ﬁ,m) genau dann nicht Null, wenn fir m die Bedingung
in 3.5. gilit.

b) Es seli T Cohe(!) . Dann ist &('ﬂ',m) nur dann nicht Null, wenn

X, = w ! . pann ist d(mw) =1 .
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Wir untersuchen jetz£ die in 3.6. auftretende Bedingung. Wir bemerken,
da8 3.6. genau dann bezilglich des Charakters ® gilt, wenn fiir 7 B @' die
Bedingqung beziglich des trivialen Charakters gilt, hier ist mm' natirlich
wieder eine Fortsetzung von « . Wir bemerken, daB diese Vertriglichkeit mit
Twisten genau mit der in 2.7.1 notierten Vertriglichkeit zusammenpafBt. Diese
Vertr&glichkeit erlaubt uns Reduktionen, die wir in den folgenden Beweisen oft

stillschweigend vornehmen werden.

Es seil
. G(a) -1
1 Indy o ]
Der Operator
T : £ + f' : g + ) w({det h)* £(hg)dh

BH(D)Z(R)\ H(A)
ist, falls ® auf Z(R), dem Zentrum von H{IR) , trivial ist, ein Verkettungs-~
operator zwischen T und I . Wir wollen ihn fir eine beliebige cuspidale Dar-
stellung betrachten, wobei @ nicht mehr von einem Galoischarakter herkommen
muB. Es sei IP die entsprechende lokale Darstellung
G(Q )
P ~1
I = I [
p ") “p
P
Man sieht unschwer ein, da8 T nur dann nicht Null sein kann, wenn
T ,I o)
st(wp)( P' P) #

fir jedes p .

In dem folgenden Satz Ubertragen wir in offensichtlicher Weise den Begriff

einer ausgezeichneten automorphen Form (siehe 2.7.) auf unendlich-dimensionale

Darstellungen der lokalen Gruppe G(Qp) .
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3.8. Satz: a) Fir jede zulissige irreduzible unendlich-dimensionale

parstellung np gilt

d{nr} = dim Hom (m ,I) < 1.
? br. G p'Te

b} Falls d(wp) > 0 , so ist die Einschré&nkung des Zentrumcharakters mw
p
-2
auf leich @ .
% 9 P
c) PFalls p =zerfidllt oder falls wp' in der Hauptreihe liegt, ist d(vp)

nur dann gleich 1 , falls np ausgezeichnet (beziiglich m ) ist.

Die Behauptung b) ist trivial. Fir den Beweis von c) werden wir einen
Ansatz von L. Clozel verwenden. Es sei @ = | ., Falls p zerfillt, so ist
“p =, T, ., wobei “i Darstellungen von GL(2,QP) sind. Da H(Qp} dia-

gonal eingebettet ist, ist nach dem Probeniusreziprozititsgesetz

(W ,I ) (Wz,ﬁl) .

G(m ) °“cn(z.9p)

Daraus folgen a) und c) in diesem Fall. Im Weiteren sei p nicht zerfallend,
insbesondere ist p endlich. Bevor wir den ernsthaften Teil des Beweises von

3.8. beginnen, bemerken wir, daB die Behauptung a) es uns ermdglicht, die zu-

sdtzlichen Bedingungen auf £ und g in 3.6, zu eliminieren. In der Tat,

falls TE#0 fir ein £€ 7 , so ist auch Tf # O fir ein £ , das die Be-

dingungen a) und b) nach 3. erfillt. Weil d(w ) = 1 folgt jetzt

7f | Ga;) #0.

Beweis von 3.8., a): Aus dem Frobeniusreziprozititsgesetz folgt

G(Q )(W .1 ) = H(Q )(ﬂ 1) .

Wir benutzen das Kirillovmodell der Darstellung ﬂp [17]. In diesem Modell
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operiert #p auf einen Raum Ei von Funktionen auf Pp . der den Raum
:f(Pp) der Schwartz-Bruhat-Funktionen mit endlicher Kodimension enth3lt.
Das Modell ist bezidglich eines nichttrivialen Charakters ¥ wvon Fp defi-

niert. Wir nehmen an, daB WIQP trivial ist. Dann ist

w_({

n - .
o 1))f(x) Yi{nx) * £{x) .

O v

Es sei O#LE HomH(QP) (r 1) . Dann ist LL}"(FP) # O . In dexr Tat wire

sonst L invariant unter H(Qp) und
1 n .
N = P iner}-,
und somit unter SL(Z.QP) . Das ist unm&glich.

Es sei

ab

B, (@) = {(o c)‘a,b,cG 9, » ac # o} - .

Es genigt zu zeigen:

Hom (fFeFEH,H = €.
B, (@) P

Falls x & E’P s X !t Qp_ , So gibt es eln n € Qp , so daB YP(nx) # 1 . Polglich

ist die Einschrinkungsabbildung ein Isomorphismus
Hom, (P(F).1) = =B fw).n .
CRCIES "8, @) ' T
Die letzte Gruppe ist erzeugt durch

x 0
£ > é £l ) ax .
P

Beweis von 3.8., c): Es sei RP = t{4,v) , wobali WU , Vv einen Charakter

der Boreluntergruppe BO(FP) definiert
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0:) =+ uf(a)-*v(c) .

Die Darstellung ﬂp ist Bestandteil der induzierten Darstellung po{u,v) .

1
Die Gruppe GL(2,@) operiert auf P (F ) = B_(F\GL(2,F ) . Es gibt zwei

Bahnen:
1 poy -
x er (F ) | x = x} BO(QP)\GL(Z.QP)
und
{xer1 (F)]lx#x}-= 7@ )\Gn(z,m ) .
P P p
Dabei ist

ein Uber Qp definierter nicht zerfallender Torus und B ist eine dber Fp
definierte Boreluntergruppe mit B ¥ B . Die erste Bahn ist abgeschlossen.
Durch Einschrénken der Funktionen aus p(u,v) auf diese Bahn erhalten wir

eine exakte Sequenz von GL(Z.QP)-Moduln:

o=+ p'(#,v) + p(u,v) =+ p(uo-aélz.vo-a;uz) + 0.

Dabei sind U, . vo die Einschridnkungen von 4 , v auf Qp und ao der Ab-
solutbetrag auf QP . Wir haben benutzt, daB fir x¢g Qp , und falls a den

Absolutbetrag auf Fp bezeichnet, a(x) = u:(x) . Da unter der Identifikation
T = {(e,tv)|ter}-
@,) {e.,®) | P}

die Einschrankung des Charakters y , v auf T(Qp) gleich
x s t Fb + y{t) - th) wird, kdnnen wir o°'{u,v) mit einer induzierten Dar-
stellung identifizieren:

GL(Z.QP)



- 15 -

Zundchst ist klar:

¢ , falls uo = “o = 1

) 1/2 -1'/2
{3.8.1) HomGL(z'Qp)(p(uoao N Y. 1)

O , sonst

€ , falls usv =1

(3.8.2) Hom

0O , sonst
Indem wir notfalls U und Vv vertauschen, dirfen wir annehmen, daB ﬂp ein

Quotient von p{u,v) ist. Aus d(wp) > 0 folgt somit
HomGL(z'Qp)(D(D.V),I) # 0.

Folglich ist u_ =v_ =1 oder u* V=13, Falls p*v =1, so sei n; die

Liftung von n(l,u:-sp) . Wegen V(x) = pu(x)* u;'l (x*x) ist wy,v) = 11'; ®u
ausgezeichnet. Falls u, = vo = 1 , so gibt es einen Charakter A von Fp

so daB u(x) v (X = A& . a. n.
BeAi{x) = veA(x) .

Es sei 0 = pu-l und w(8) die entsprechende Darstellung von GL(2,QP) .

-1
Dann gilt, falls u; die Liftung von 7#(8) bezeichnet, w{n,v) = w: B X .
Das Produkt von ep und dem Zentrumscharakter von w(B) ist gleich

el = A!Q , weil H, = i. Folglich ist ﬂp ausgezeichnet. g.e.d.
I P
P

Es ist zu,vermuten, daB die Behauptung ¢) fir alle ﬂp gilt. In dieser

Richtung haben wir folgendes Resultat.

3.9. Satz: Die Konklusion von 3.8. c¢) gilt auch,falls WP speziell

ist.
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Es gilt auch die Umkehrung:

3.10. Ssatz: wenn ﬂp ausgezeichnet ist, so ist d{wp) - 1

Weil wir diese beiden Behauptungen nicht im Beweis unserer Hauptsitze

benutzen werden, verschieben wir die Beweise auf den SchluB dieses Abschnitts.

Wir kommen nun zu weiteren globalen Aussagen, aber zunéchst wollen wir

eine kleine Vorbemerkung machen. Wir haben als L-Gruppe LG die Gruppe
GL,(Z) X GL,(X) * Gal(@/®) .

Wir kdnnen also jeden Galoischarakter
® : Gal(@/@), *+ €

auch als eindimensionale Darstellung der L-Gruppe interpretieren, insbesondere
kdnnen wir auch die IL-Funktion L{s,¥,r*w) betrachten. Wir bemerken, daB fir

T E’Coho(u) und im Hinblick auf Satz 2.4. gilt (siehe 2.4.1)

L{s,®%,r*w) = L{s,T ® &',8) = L{(s,u*p(mw}) .

Die folgenden Satze implizieren 2.8. a) und die Gleichheit der ersten beiden
Zahlen in 2.9.. Die Aussage 2.8. b) wird in § 4 bewiesen.

3.11. Satz: Es sei ® ein Galoischarakter auf IQ/Qx'. Es sei ¥

*
eine cuspidale automorphe Darstellung, deren Zentrumscharakter auf 2Z(R) = R

eingeschrénkt gleich m-z ist. Der globale Verkettungsoperator

L4

T : £ mW+TE(Q) = / @(det h) * £(hg)dh
H(Q) 2 (R)\ H(A)

ist genau dann nicht Null, wenn 7 ausgezeichnet beziliglich m_l ist.

3.12. Satz: Es sei T eine cuspidale automorphe Darstellung, deren

Zentrumscharakter auf 1 /Q*' von der Form m-2a;2n ist, mit einem Galois~
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charaktetl @ . Ferner liege 7 in der diskreten Reihe. Es sei Q eine
endliche Menge von Primstellen, die die unendlichen Primstellen und alle
Verzweigungsstellen von 7 enthilt. Die Funktion LQ(s,v,r-m) ist fort-
setzbar auf eine Umgebung von s = n+2 Sie hat dort einen Pol erster Ord-

nung, wenn T ausgezeichnet bezliglich u_nm_l ist, Sonst ist s = n+2

weder ein Pol noch eine Nullstelle.

Wenn wir 7w mit an/Z

twisten, verschieben wir in der L~Funktion s
in s+n . Diese Bemerkung und die vorangehenden Uberlegungen erlauben die
Reduktion auf den Fall w =1, n =0 . Wir werden 3.11. und 3.12. aus dem

folgenden Satz ableiten.

3.13. Satz: Es sei T eine cuspidale automorphe Darsteilung, deren
Zentrumscharakter trivial auf 2Z(A) ist. Ferner liege 7W_ in der diskreten
Reihe.

a) Die FPunktion LQ(s,w,r) ist analytisch fortsetzbar auf eine Umgebung
von s =} .,

b) Sie hat dort einen Pol genau dann, wenn der Verkettungsoperator T

(mit w=1) auf ® nicht Null ist.

Ableitung von 3.11. und 3.12. aus 3.13.: Falls T # O , so schlieBen

wir aus der lokalen Untersuchung, daB ;; = L fir fast jedes p . Daher

gilt T 3F=p &_m;l . Es gibt einen GrdBencharakter v' von I, , so daB

V' (x)
v {x)

mw(x) =

Wir setzen 7° =% ® v’ . Dann gilt w_ = 7° und folglich |22| ist T

die Liftung einer Darstellung .n; .
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Als L~Gruppe von H wihlen wir das direkte Produkt
Y = GL(2,@) X Gal(F/Q) .
Liftungen entsﬁrechen im Sinn des Funktorialitdtsprinzips dem Homomorphismus
b LH -+ LG

AX g =+ AXAXZg.

Da rog = T, 9 r, mit

X, (AX 0) €(0) - det A

Sym2 A

rz(Ax G)
ist

o < . - o
-LQ(S.TF £ ) L.Q(s,m.17 €} LQ(s,wQ,rz) .

o
Q
Wir setzen im folgenden o = m; . Egs sei v die Einschrankung von V' auf

o

I . Dann gilt
o g

LQ(s,w,r) = I (s,wo,r-v—l) = I (s,m°-8°v'1) L (5,70,

-1
0 0!S¢ (S MgrEa™V ) -

Der zweite Faktor auf der rechten Seite tritt in der Arbeit l12| auf,
Dort wird gezeigt, daB, falls w; nicht von dem GrdBencharakter einer gua-
dratischen Erweiterung herkommt, der zweite Faktor ganz ist. (Genau genocmmen
steht in 112] Thm. 9.3. eine andere Bedingung; daB diese Bedingung &quivalent
zu der hier genannten ist, folgt aus }19{ Prop. 6.5.) Nun ist
LQ(s,wg,rz-v-i) die "gewShnliche" L-Funktion einer automorphen Form auf
GL{3) und nach den Resultaten in llSl hat sis bel s = 1 keine Nullstelle.
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Falls also T ¢ Q , s0 folgt aus 3.13 b), da8 LQ(s,w;56~v"1) einen Pol in
s = 1 hat. Folglich ist m;'e-v°1 trivial und 7 ausgezeichnet. Ist um~
1

und ist ng nicht von

der Form 7 (8) , dann zeigen unsere Formeln fir die L-Funktion und die obi-

gekehrt W ausgezeichnet, d. h., 1w = (n;x F) @ V'~

gen Uberlegungen, daB bei s = 1 ein Pol vorliegt.

(o}

o
ist, wobei 8 ein Gr&Bencharakter einer guadratischen Erweiterung E von

Wir wollen nun voraussetzen, daB T ausgezeichnet ist, aber w_ = 7(8)

@ ist, so entspricht w{8) einem Homomorphismus der Weilgruppe nach LH .

Falls es nur ein solches E gibt, so ist

L (s,m,x) = L (s.eoe-n-v”l) . L(s,eov‘li * Lis,x*) ,

Q Q

wobei r' eine irreduzible 2-dimensiocnale Darstellung der Weilgruppe ist, so

daB L(1,r') # O . Hier bezeichnet 90 die Einschrinkung von 0 auf IQ

und 1 den der Erweiterung E entsprechenden Charakter. Palls E nicht ein-

deutig bestimmt ist, so gibt es zwei andere Erweiterungen E' , E" , so daB

o, ] = ” °= - = Tongt = ot
7 "Q w(8*) T(8") . BEs gilt mQ eo n Bo v ea n" , und

o -1 ) -1 o -1 o -1
L = age . sne . enitey . W _*n"eV .
Q(s,n,r) L:(s,m €°v ) LQ(s.m n-v ) L:(s,m[ n ) » L(s, e n )

In beiden F3llen hat kein Paktor der rechten Seite eine Nullstelle in s = 1 .

Semit hat L (s,m,z) einen Pol in s =1 , falls woeesv =1.Da m, in

der diskreten Reihe liegt, ist keine der Erweiterungen E , E' , E® gleich
F . Der Pol ist daher erster Ordnung. Die erste Russage von 3.13 ist damit

vollstindig bewiesen. Wir miissen noch umgekehrt zeigen, daB # ausgezeichnet

ist, wenn ein Pol vorliegt. Wir haben v' so gewshlt, daB

2

vix) o ) = G xR - V)

v! (x)

oder
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Vi xe Xx) = a);(x';) .

Folglich ist v = m;' € oder Vv = w; . Im ersten Fall ist T ausgezeichnet,

im zweiten Fall liegt kein Pol vor.’

Es bleibt noch zu zeigen, daB LQ(s,‘n’,r) keine Nullstelle in s =

hat, wenn 7 nicht ausgezeichnet ist. Man sieht unschwer ein, daB

LQ(s,n',r) * L{s,m,xr*E} = L{(s,TX ;r.) .

Rechts steht die von Jacquet und Shalika !16| betrachtete L-Funktion. Weil

w =1, ist T unitdr. Folglich ‘12{ hat diese Funktion genau dann einen Pol
ins=1, wenn T ~ T und dieser Pol ist dann erster Ordnung. Sonst ist sie
dort analytisch und nicht Null (28] . Es sei €' eine Erweiterung von € auf

E"\IF . Dann ist
L{s,n,x*E) = L(s,® B £',x) .

Wenn L(s,m,r) eine Nullstelle in s =1 hat, so hat L(s,7m ® £¢',r) einen
Pol in s = 1 . Folglich ist m ® €' ausgezeichnet, also TO®E €' =7
und T ~ % , weil €'°* €' =1 . Mit den oben erwdhnten Tatsachen beendet man

jetzt leicht den Beweis.

Beweis von 3.13: Die analytische Fortsetzbarkeit wird mit dem Rankin-

trick wie in |1 bewiesen. Daher werden wir im Beweis uns mehr auf b) kon-

zentrieren.

Wir beginnen mit einer lokal konstanten Funktion auf I, Il Lp mit

P

L o = GL(Z,ZP) und setzen sie in eindeutig bestimmter Weise in eine Funktion

F(h,s) , s& €, auf H(A) fort, die die folgenden Bedingungen erfiillt:

sS+i
b1 5 b1 u
(1) F{b*h,s) = i-b'—i * F(h,s8) , falls b = e BO(A) .
2 O b

2
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(I1) F(*,s) ist rechtsendlich bezidglich L, und NI L .
Wir bilden die entsprechende Eisensteinreihe

E(h,2s-1) = § Fla*h,2s-1) .
a& B (@\B(®
Wenn sie einen Pol in s = i hat, ist dies ein Pol erster Ordnung und ihr

Residuum eine konstante Funktion in der Variablen h .

Daher ist der Verkettungsoperator nicht trivial genau dann, wenn £ir
ein £ aus T die Funktion
® : s + { £(h) * E(h,2s~1)¢h
H(@) Z (A)\ H(A)

einen Pol in s = 1 hat. Wir haben benutzt, da8 wxw(g)f(h) = £(hg) .

Wir fihren die dblichen Umformungen durch. Zundchst liefert Vertauschen

von Integration und Summation

#(s) = i £(h) « F(h,2s-1)dh .

B_ (R Z(A)\ H(A)

Wir wihlen einen nicht trivialen Charakter P auf F A, und somit auf
NO(Ff\thaF) , der trivial auf AQ ist und entwickeln f in eine Fourierrei-
he. Weil 7 cuspidal ist, erhalten wir éine Summe Gber F (|13}, § 3, 5.).
Wir integrieren zunichst iiber NO(Q)\y%(A). Wegen der Wahl von  verschwin-
den alle Glieder, die zu einem Element a & F\\Q gehdren. Den Rest kOnnen
wir in der Form
(3.13.1) f W(h) * F(h,2s-1)ah

N, (R)Z(A)\H(A)
schreiben, wobei W im whittakermodell von 7 liegt. Das Integral 3.13.1

ist bei passender Wahl von £ und F bis auf einen.koﬁstanten Faktor ein

Produkt von lokalen Integralen.



(3.13.2) QP(S} - W_{h) * Fp(h,2s—l)dh .

N (A)Z H
LM Z@ N\E®)
Die unendliche Stelle ist zugelassen. Diese Integrale wollen wir einzeln un-~
tersuchen. Aus der Beschreibung des asymptotischen Verhaltens der Funktion
wp (‘13{. § 3, 4.) folgt leicht, daB das Integral fiir Re s > O konvergiert.

In diesem Gebiet ist ‘bp analytisch.
Mit der Iwasawazerlegung kdnnen wir schreiben

@P(s) = f

Q}?‘ b

|e]572 ] w&ES%en.rm,2s-na1 at .
L P o1

Zunichst seli p unendlich, so daB n‘P in der diskreten Reihe liegt.
Das Whittakermodell wvon ‘wp ist das Tensorprodukt von zwel whittakermodellen

von GL{(2,R} . Folglich [13! gibt es eine Funktion Wp . die invariant unter

L, ist, und so daB

k1 kz -21r(t1+t2)

‘o tott e . falls t = (t,,t,) mit
wp“Ol)) = t1>0,t2>0
o] :+ sonst.
Dabei ist k, 21, k, 21 . Somit ist bis auf eine Xonstante
@ kytkyts=2
8 (s) = [ ¢ ce At = T/(k +kyts-1) .
o

Insbesondere ist ¢p(1) # O . Wenn p endlich ist, kdnnen wir wp so wihlen,

daB

eine beliebige vorgegebene Schwartz-Bruhat-Funktion auf Fp ist., wWeil W b

lokal konstant ist und F{(l) * F(1,28-2) eine beliebige Funktion auf
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BO(ZP)CGL(LZ.P) , kénnen wir annehmen

- O

. " - to0
)+ 1) * F{l)4l L ((o 1)) .

[ w &
L e p

P
P
Beli zweckmifiger Wahl von wp ist @P(I) ¥ 0 . Das folgende Lemma beendet

den Beweis.

3.14. lemma: Es sei p endlich und Trp eine unverzweigte Darstellung

mit w Mp =1 . Es sei Wp unter GL(Z,OF ) dinvariant und ¥F(-,2s~1)

p P
unter I‘p invariant. Dann ist bis auf eine nichtverschwindende Xonstante

L{s,m_,x)

o080 = TEE, T -

Die Konstanten sind belanglos, sie h3ngen zum Beispiel von der Wahl der
MaBe ab. Ihr Produkt konvergiert. Mit unseren Voraussetzungen ist abgesehen
von einer Xonstanten,

t
@P(s) é* L

P

Wenn p nicht zerfillt, ist dieses Integral bis auf eine Konstante gleich

e 1 "o
n P
¥ — = coa =w (& N
.o pn(s-. 1) (- as) . (1- 853 n p O 1
P P

wobeli (g g} € GL(2,C) die der Darstellung 'n‘p der Gruppe GL(Z,FP} ent~
sprechende Konjugationsklasse ist. Die Gleichheit folgtaus der BHecketheorie

(li?{, p. 75, 106). Andererseits berechnet man leicht

1
Lis, v _,x}) = .
p a, ., e, ., . B
{1~~§) (1~-—2f-;) {1 s)
P p P

Die Behauptung folgt filr diesen Fall, weil nach Voraussetzung af = 1 .
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Wenn p =zerfillt, so ist

to o Al e am
Wp((o 1)) a1 a“z '
Py M2
falls t= (p ,p ) ., n, >0, n, > O . Das Integral ist gleich
= a-ap
(3.14.1) } D -
n=0 p

* w
Es sei ‘H’p = n'é’a 1r§.., wobei n'_':'-'(z g.) und 7" o~ (: g..) . Die Hecke-

theorie liefert wieder

-~ at
2 n - 1
- ] 2
n=o ptisTt/2 (1-2 -85
p p
°§ & - 1 .
n=o pttsTl/2) (-2 (1-13-;)
p p

Aus der erfrischenden Ubungsaufgabe auf p. 33 in |16[ erhalten wir, das

3.14.1 gleich ist zu

1 _ a'ul‘Ban
- 4¥P23 - - L(s,fp,r)
ata® a'f" B'Q" Y- L(2s,1)
(1—*;-3‘—') (1--;-5—-) (1-‘;’;“) {1~ ps)

weil a'a"B'B" =1 . Q.E.D.

Wir beenden diesen Abschnitt mit den Beweisen der Sitze 3.9. und 3.10..

Beide Sitze sind fir zerfallendes p bereits bewiesen.

Beweis von 3.10.: Falls Wp ausgezeichnet (beziiglich 1) ist, so folgt

“ lgp =1 und E; = ip . Wir betrachten zunichst den Fall, da8 u? = 7(y,v)
P

in der Hauptreihe oder np = g{U,v) speziell ist. Falls xp in der Haupt-

reihe liegt, so haben obige Relationen die Giltigkeit einer der beiden fol-

genden Bedingungen zur Folge.



a) H*v = 1 und LITRY) -'w(u-l,\)—l)

b) He*y = und n(u.:u-) -n(val,u_i) .

Falls wp speziell ist, so gilt b). Wir nehmen zunichst an, daB a), aber
nicht b) gilt. Weil T ausgezeichnet ist, = T ® 27!, ist die par-
stellung, deren Liftung v; ist, von der Form n(uc,vo} oder Tw({8) , wobei
im ersten Fall )\lQ; = u°u°'ep und p(x) = C{x*%) * Alx" Yy ,

vix) = vV (x*x) * l(x-l) , also u*v = 1 , was abgeschlossen ist. Im zweiten
Fall ist B‘A-I!Q: = 1 ; alsoc Y  =v_ =1 . Aberdann ist offensichtlich
d(ﬂp) > 0, Im weiteren ddrfen wixr also annehmen, daB b) gilt., Wir verwenden

die im Beweis von 3.8. eingefiihrten Bezeichnungen. Wir midssen ein nichttri-

viales Element L aus

BomGL(Z'Qp) (p'@,v), 1)

auf p(4,v) erweitern, und zwar so, daf diese Linearform unter GL{Z,QP)
 invariant ist und, im Falle der speziellen Darstellung #P = g{u,v) , die wir

als Untermodul von p(i,v) auffassen, ein nichttriviales Element aus

Hom {o(u,v),1) induziert. Wir deuten den Beweis nur an.
GI-(L@P)

Wir teilen durch den Kern von L und erhalten eine exakte Sequenz

o+ 1 +p" > o(uoal/z,voaé/z) >0 .

Wir wenden den Jacquet~Funktor an, der einer Darstellung von GL(Z,QP) den
grdBten Quotienten, auf dem NO(QP) trivial operiert, zuordnet. Auf diese
Quotienten operigrt MO(QP) - BO(QP)/NO(QP) . Nach dem Reziprozitdtsgesetz

von Casselman |9| gilt

’ . om172 1720 "
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-1
Die in p;; auftretenden Charaktere sind (1,1) , (uo uo,\)o a.o ) ., (uo,vo} .

Wir kdnnen annehmen, daB (uo,vo) £ (1,1) , sonst wlren wir im eben erledig-

ten Fall. Indem wir notfalls Yy und Vv vertauschen, kdnnen wir annehmen,
-1 -1 ~1

daB (uouo,voao Y # (1,1) und (uoao,vcao Y # (ao ,ac) . Wegen der ersten

Ungleichheit gibt es genau ein Element L" aus

oo /2,al/?)

“"‘“Gr.(z.mp> o

das L induziert. Hier deuten wir den trivialen Modul als Untermodul von

ﬁ(G;I /Z'aé/z) « Wegen der zweiten Ungleichung ist (cx:__;l ,o,o) kein Charakter

von p;; und das Reziprozititsgesetz liefert

172 -1/2

HWGL(Z.QP)(QH'O(GO @, ") = 0.

Daher liegt das Bild von L" im trivialen Untermodul. Damit ist die Behaup-

tung fir ‘rrp = 7(4,v) bewiesen.

Falls ‘n'p = g{,v) , dann ist L" genau dann anf o(u,v) trivial,
wenn es einen GL(Z.QP) ~Homomorphisnus des l-dimensionalen Quotienten
p{U,v)/o(u,v) auf dem trivialen Modul gibt. Das bedeutet u, =c . Aber

‘n’p =10 9 J\‘l ist ausgezeichnet und v; ist die Liftung einer speziellen

P [o]
Darstellung o (u°,v°) . Dabei ist %- a, E; = a_ und damit
v

H(x) = uc(x';) . 3\—1 (x) . Folglich ist fr x € QP“
o, 2, o =1, .o, =1 - .
H (x) = uoix Yo (x ) vi(x ) ep(x) a_ (x) Ep(x) .

Um die Behauptung von 3.10. fir supercuspidale wp» zu zeigen, genigt
es wegen 3.11. nachzuweisen, da8 'n’p lokaler Bestandteil einer ausgezeich-
neten globalen cuspidalen Darstellung ist. Der Einfachheit halber sei

o -1
W = . B = 8
o 1 s sei np 'n'p Xp s wobei die Einschrinkung von X p auf Qp
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o
Q !
P
deren Liftung 7°  ist. Nach ]22‘ existiert eine cuspidale Darstellung ¥«

das Produkt ist von EP und dem Zentrumscharakter der Darstellung 1w

o

@
o

%

liegt. Wir kénnen einen Grdfencharakter )\ finden, der auf IQ gleich

mit lokaler Xomponente % , die im Unendlichen in der diskreten Reihe

m;' € ist und auf FP gleich kp « Wir setzen 7 = 1© e 1_1 + wobel 7°

die Liftung von u; ist. Q.E.D.

Beweis von 3.9.: Wir nehmen an, da8 Wp = g{u,v) ein Quotient von

p{u,v) 4ist. Dann folgt aus d(np) >0, daB

HomGL(z'Qp,(p(u.v).l) £ 0 .

Somit ist uo = vo = ] oder u-G'= 1 , also u-3'= 1 . Weil §-= o folgt
daherx u, =a, oder U, = a EP . Bber aus dem vorletzten Absatz des vorher-
gehenden Beweises folgt, daB falls d{g(u,v)) > O notwendigerweise gilt

H =a *c_ . Somit existiert die Darstellung c{l.u;I- €_) und falls w;

o o p p
ihre Liftung ist, so ist o(u,v) = W; ® 4§ ausgezeichnet. Q.E.D.
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§ 4 Tate Klassen

Die Hauptaufgabe dieses Abschnitts besteht in dem Beweis des folgenden

Satzes, der dem Satz 2.8. b) entspricht.

4.1. Satz: Es sei T € Coh_ (W) und n = n(4) . Es sei @ ein
Charakter endlicher Ordnung auf Gal(ﬁym) . Dann. ist 44{1,@) =0 oder |

1

und 4 (1,0) = { genau dann, wenn W ausgezeichnet beziglich a "o~ ! ist.

Die Bemerkung 2.4.1 und 2.7.1 zeigen uns, daB wir uns auf den Fall

@ = 1 zuriickziehen kéanen. Wir wollen daher annehmen, dal ® =1 und set-

zen 4(11) =44—(1T.1) .

Unser entscheidendes Instrument bei der Untersuchung der Galoisdarstel-

lung
plr) : Gal(@/@) - GL(X(T,))

besteht in der auf Oda zurickgehenden Beobachtung, daB man mit Hilfe des

Cup~Produktes auf der Kohomologie eine quadratische Form auf X(w erhdlt,

f)
und daf man dann eine Reduktion der Operation der Galoisgruppe auf eine
Gruppe von Bhnlichkeiten erhdlt. Auf diese Gruppe von Khnlichkeiten lassen

sich dann die Methoden von Ribet {26] und Serre |27| anwenden.

4.2. Um die oben genannte quadratische Form zu konstruieren, erinnern

wir uns zundchst an die Konstruktion der f£-adischen Garben l) auf §k . Wir

gehen von einer Uber @ definierten rationalen Darstellung
po: G/R ~» GL(’D;)
aus. Auf G/ = RF/Q(GLZ(P)) betrachten wir die eindimensionale Darstellung

§5 (n) : G/Q =+ Gh/Q
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die auf den @-rationalen Punkten durch

x - (det(x)"

Nesa

gegeben ist. Dann gibt es bekanntlich eine nicht entartete Paarung
x )
QJTH 1JL {n)

zwischen unseren Darstellungsmoduln. Diese Paarung liefert uns natiirlich

eine Paarung zwischen den L~adischen Garben auf §%/Q
1;?,¢'L)"+ §2>(n) .

Dabei sind U und ﬁ(n) wieder die in 1.8. zitierten intermedidren Erwei~
terungen der auf Sx/@ konstruierten Garben. Dann liefert uns das Cuppro-

dukt‘eine nicht entartete Paarung
12 (§K,'U) x m? <§K.'U> + = (@, Diny) .

(Bemerkung: Mit Hilfe der in 1.8. formulierten Resultate 1aBt sich diese pua-

litat auch leicht auf die Dualitit

«az(sx x 6,’0) x w2, x g, V) + #ls, x R, (n))
@ ¢ K 2 c ‘K 0

zurickfihren.)

Wir zerlegen nun die Kohomologie in isotypische Komponenten beziiglich
der Operation von G(Af) und wir behaupten, da8 wir dann eine nicht ent-

artete Paarung

2 .,= 2 .= 4 =
H (Sx.ﬁ) (Ff) X H {Sx:ﬂ) (Wf)—é H (SK:%(II)) (Nn,fb det)
erhalten. Dabei ist natidrlich w, der zentrale Charakter von 7 . Diese Ha-

hauptung ist eine ziemlich offensichtliche Konsequenz aus der Tatsache, dag
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34 (§x,% (n)) unter G(Af) in eindimensionale isotypische Xomponenten der
Form A esdet =zerf3llt, der oben behaupteten Dualitit zwischen den ganzen

- Moduln und der Formel % = 7 © m;l . Nun operiert die Galoisgruppe Gal (E/Q)

auf dem Modul B4 (§K,®(n)) (m,Ir o det) . Diese Galoisgruppencoperation haben
£
wir schon in 1.10. bestimmt, sie wird gegeben durch die Operation der Galois-~

X @ und diese Operation ist
2

gruppe Gal(Ql/@) auf den Komponenten von Se

durch das folgende Diagramm bestimmt

X »*
IQ/Q > IP/F
I I
Gal(Q/@) L (SK x @) .
]

Dann sieht man also, weil % {(n) auf den Xomponenten die triviale Garbe ist,

daB der Galoismodul

4 = — .2
H (sx,%m))(m1r odet) = qzﬁ'(x1r a )

£

wobei X = m“,]:c interpretiert als Charakter der Galoisgruppe ist. Man soll-

Q
te noch bemerken, daB auf Grund der Definition der Zahl n die Einschrinkung
von @ auf die 1-Komponente z°(R) des Zentrums von G(IR) gleich der

Einschréankung von cz;n ist, also ist o = a;,n . 51: mit einem Dirichlet-

—zn. -~

charakter 511' und entsprechend ist also X = @y Xy - Somit bekommen wir

eine Galoisinvariante Paarung

a—2-2n...

x,n_).

- =2 -
q : X(mp) X Xiwe) * Qz{a -x_w) = Q!’(
Es gilt also fir o € Gal(@/@) , X,y &€ X(w,)
apim (@xpmy) = xa > @alx,y)

d. h. das Bild der Galoisgruppe unter p(7) liegt in der algebraischen Unter-
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gruppe

Golq) C 6L,

der Khnlichkeiten. Dieser Gruppe wollen wir im nichsten Abschnitt ein wenig

Aufmerksamkeit zuwenden.

4.3. Es sei im folgenden k ein algebraisch abgeschlossener Kdrper
{der Charakteristik O ). Es sel ein 4-dimensionaler Vektorraum mit einer
nicht entarteten symmetrischen bilinearen Form q : EXE -+ k . Dann ist die

Gruppe GO(E,q) die Gruppe der Ahnlichkeiten

Go(E,q) = {g €cn® | qlgx.gy) = A(@ax, v} .

Die Gruppe GO(E,q) ist eine algebraische Gruppe und A : GO(E,g) —+ Gm

ist ein Charakter auf GO(é,q) , man nennt ihn den Multiplikator. Wir wollen
die Gruppe GO(E,q) auf eine ganz bestimmte Weise realisieren. Wir wihlen
einen zweidimensionalen Raum Y/k und darauf wdhlen wir eine Determinanten-~

form
det : ¥YXY -+ k .,

Diese Form benutzen wir, um wie {Gblich zu identifizieren

v
Y

<
+

= Hom(Y,k)

y *+ ly : x *+ det(x,y)

v
Y®Y * Y®Y = End(Y)

X®y + X Q‘LY > {i‘*-ly(z)-x = det(z,y)-x}'.
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Mit & + T@ bezeichnen wir die Transpositionsabbildung auf End(Y) bezig-~
lich der Determinantenform. Es ist also ¢T¢ - T¢¢ = det{$) . Es gilt dann,
daB diese Transposition auf Y ® Y die Abbildung x ® y + -y ® x indu-
ziert. Wir setzen jetzt E = End(Y} und wdhlen darauf die symmétrische

Form
T
ql(¢,¥y = Spur(p'¥)

und betrachten dies als konkrete Realisierung unserer eingangs vorgegebenen

Daten.

Die Gruppe GO(E,q) hat zweil Zusammenhangskomponenten, es sei SGO(E,q)
die Einskomponente. Wir haben einen Morphismus d : GO(E,gq) * H, der durch

g det(g)/Alg)? gegeben ist, es ist SGO(E,q) = Ker(d) .

Wir haben nun den bekannten Morphismus

=

GL{Y) X GL(Y) =+ SGO(E,q)
T : (2,8 ~+ {¢+ ap B}

und dies liefert uns ein Diagramm

SGO(E,q) -—-——g G,

(4.3.1) T 1 /det X det

GL(Y) % GL(Y)

Der Kern von I ist Gm wobedl Gm durch x =+ (x,x-l) in GL(Y) % GL(Y)

eingebettet ist und die Abbildung NI ist surjektiv (in welchem Sinn man es

auch immer verstehen mchte).

Als Vertreter von GO(E,q)/SGO(E,q) wihlen wir das Element

9:¢->-T¢.
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f) zusammen

mit der Porm q sei mit E = End(Y) und Spur{($ ) identifiziert.

4.4. Wir wollen jetzt wieder k = Ei“ wihlen und X(7

Wir haben die Abbildung d o p(¥} wvon Gal(®/@) nach M, . Den Mor-
phismus d haben wir als det* 1’2 beschrieben. Wir sehen dann auf Grund
unser Formeln fir o(w)(le) in § 2, satz 2.4., da8 d o p(m) gerade die

Abbildung Gal(@/Q) + Gal(F/Q) = u, ist.
Es gilt nun

4.4.1 Lemma: Es gibt eine Liftung von piw)|Gal(Q/F) nach

GLz(Y) x GL2(Y) , 4. h. es gibt ein Diagramm

Gal (F/Q) ..__1._.9 My

! [s

pim) : Gal(g/®) > GO(E,q)'
p(T) : Gal(Q/F)——> SGO(E,q)

T .
P, (m) % azm\>

GL{Y) x GL(Y)
wobei wir die zusitzliche Forderung stellen kénnen, da8
det p, (7) (0) = a ™ @
det p, (M (@) = a (o) )\ (0)
mit Galoischarakteren X , A' von endlicher Ordnung.

+1
Bewels: Wir kdnnen die Galoisoperation auf dem Raum E mit a®

twigten. Dann bekommen wir eine getwistete Form

-

q ¢ EXE <+ Eicxn)



- 54 -

wobei i“ der oben eingefihrte Galoischarakter endlicher Ordnung ist. Wenn
wir die Operation p{(7) nun auf eine offene Untergruppe Gal(EYK) ein-
schrinken, dann landet das Bild in einer offenen Umgebung der 1 in der

speziellen orthogonalen Gruppe SO(E.&) . Nun ist aber
I : SL(Y) x SL(Y) =+ SO(E,q)

lckal ein Isomorphismus. Das heillit also, daB wir die Einschrinkung von 'p(w)
auf Gal{p/K) Lliften kdnnen. Dann folgt die Behauptung fdr die Operation

auf E aus dem Satz von Tate dber die Trivialitdt des Schurschen Multipli-

kators der Galoisgruppe (siehe |28], § 6 ). Wenn wir wieder mit a1l -

ricktwisten, bekommen wir die Behauptung des Lemmas.

Es gibt einige formale Informationen iber die Darstellungen pl(ﬁ) '

pz(w) die wir hier zusammenstellen wollen.

4.4.2 a) Die Darstellungen pl(w) und pz(w) sind zunichst durch
die an sie gestellten Bedingungen nicht eindeutig bestimmt. Wir kdnnen beide

mit einem Paar zueinander inverser Charaktere endlicher Ordnung twisten, 4d.h.

ﬂl(n) -* pl(m V) = pi(-xr)

1

pz(m - pz(w) 8v = pé('l‘f)

und bekommen ein zweites Diagramm wie in 4.4.1. Das ist aber auch die einzig

mdgliche Modifikation.

2n=2

. - - Pt -1y
b) Der Multiplikator Aoep(m)(d) = X _ea wobei ¥ oa - @,,lIQ .

Daraus folgt, daB £Gr o € Gal(Q/P) :

n 1

- -
(c)=o emn,oNF/

'x'_u(c) - 2

(g) = det Py {(m) (T) * det Py {r) (o) .

N
?/a der durch die Norm IP 11/ 2 I, und den Reziprozitits-

Dabei ist m“oN 2
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isomorphismus induzierte A-adische Charakter auf Gal (E/F) , 4. h.

Wy Ny /0 (0) = @ (o 808!y , wenn 6 € Gal(@/@) , B]F ¥ 1 .

4.4.3 Wir schreiben fir g & SGO(E,q)
g -~ gi *® gz

falls H(glx gz) = g . Dann folgt durch einfache Rechnungen, daf fir unser

Element ©
p(m)(B8) = (1xAa)-0
{nach Konjugation). Dann ist
2 2 2
p{mi(87) ~ (AxA) < (pl(w)(e )xpz(n)(e 3y .
Dann ist also
A = Cplm) (62) = 5-192@)(62) .

Dadurch ist 7 aber nur bis auf ein Vorzeichen festgelegt. Wir haben aber

noch die Formel
Spur p(m) (8) = Spuc(A) = £ Spur p, (m) ®% ,

die das Vorzeichen festlegt, falls Spur(p(w)(8)) # O . Wir kommen auf die-

sen Punkt spater noch zurick.

4.4.4 Die Gleichung

8

pm a8y = pmic) = pm©@pm @om @}

liefert uns fir ¢ € Gal(Q/F) die Gleichung
»

0 8 -1
Py (M (@) X py (M (G°) ~ (M) (0) X Apy(m) (@A™ .
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Es gibt alsc einen Galoischarakter V auf Gal(ﬁ??) von endlicher Ordmung

mit

P, (M@ = p,(M @) v(©)

py(M @) = A'ipz(n)(oe)a' vy 1.

Wenn wir in diese Gleichung ¢ = 92 einsetzeé, bekommen wir
p,m®©% = o m©% - vier?

und damit

A = tv@p,m®©Y) = @ o, m e .

AuSerdem kdnnen wir noch die eine Gleichung in die andere einsetzen und er-

halten eine Bedingung an V , némlich

V(Ue) = V(o) .

Wenn wir dies {iber den Reziprozititsisomorphismus auf der Ideleklassengruppe
interpretieren und ausnutzen, daB die Elemente der Form x/xe gerade die

Elemente der Norm 1 sind, so folgt, daB wir schreiben kdnnen
vV o= 7n°*'n

und wenn pi = p1 en ., pé = p1 8 n-'1 dann bekommen wir
Py (M (G) X py (W) {0) ~ py (M) (G) X p,(m) (O}

' ' 8
pyM (@) = pi(M@) .
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4.4.5 Wir wollen jetzt umgekehrt von einer Darstellung
Py M i Gal(@/F) + GL(Y)
ausgehen und wir setzen
pz(ﬁ)(o) = pl('sr) (ae) .
Dann bekommen wir mit dem Ansatz

pir)ig) = T (91(“’ (u)xpz(w) (o))

p(r)(B8) = (1xa) «Q

eine Darstellung p{m) = p(w.pl,A) von Gal(ﬁ?@) in GO(E,q) , so daB wir
ein Diagramm wie in 4.4.1 erhalten. Dabei kénnen wir A = ipl(w)(ez) wihlen,
d. h. wir haben zwei Mdglichkeiten die Fortsetzung p(m) 2u konstruieren.

Nun haben wir zwei Fdlle:
1. Es ist fir jede Wahl von 8
spur(p, (m (89) = o.
Dann liefern beide Fortsetzungen &dquivalente Darstellungen.

2. Es gibt ein 8 mit Spur(pl(w)(ez)) # O , dann haben wir eine privili-

gierte Fortsetzung, ndmlich diejenige mit

Spur(A) = Spur{p(m)(8))

A = pl(n’)(e) .
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4.5. Wir kommen nun zu den weniger formalen Aspekten der vorliegenden
Situation. Es ist eine allgemein akzeptierte Vermutung, daB es 2zu einer be~

liebigen cuspidalen Form m € Coh (W) eine A-adische Darstellung
T(M  : Gal(@/F) > GL,(®)

gibt, so daB fir fast alle Primstellen von F gilt
L (s, T(W)) = L (s - l. )
v v 2

wobei rechts die gewdhnliche L-Funktion zu der automorphen Form T steht

{d. h. die zur natirlichen Darstellung der L-Gruppe GLZ(E) von GLZIF ge~
hérige L-Funktion). Es scheint ein sehr schwieriges und wichtiges Problem

zu sein, die Existenz von T(m) nachzuweisen. Natirlich zieht die in 4.4.
durchgefihrte Konstruktion in diese Richtung, aber sie ist viel zu formal, um
einen entscheidenden Schritt darzustellen. Wir erwarten durchaus, da8 t(w)
-bis auf einen Twist gleich einer der beiden Darstellungen pl(w) oder

pz(ﬂ) ist. Die Existenz von T{(w) wirde den ganzen vorliegenden Abschnitt

dramatisch vereinfachen.

4.5.1 Wir kdénnen die Darstellung von GO(B,q) auf der zweiten ZuBeren
Potenz AZE von E betrachten. Dann zerfZllt bekanntlich Azz in zwei

dAreidimensionale Vektorriume

Azz = Y'®Y'

und wir erhalten ein Diagramm

SGO(E,q) —————JL___-Q GL(Y') x GL(Y'")

fe

GL(Y) R GL{Y) .



- 59 -

Dabei ist ¥ die folgende Darstellung. Wir betrachten wieder die natirli-

che dreidimensionale Darstellung

auf dem Raum der symmetrischen 2-Tensoren. Dann kann Y' nit diesem Raum
der symmetrischen 2-Tensoren identifiziert werden und es ist fiir

{91'92) & GL(Y) X GL(Y)
?(91,92) = (rz(qlldet(qz),rz(gzldet(qll) .
Wir setzen
~ - 2
¥o (py(mMyxp, (W) = p, (M) X p,(7) = AT p(m .

Wir haben nun in § 2 die Darstellung r, auch als Darstellung der L-Gruppe

2
GL, (€) Gal(®/F) von GL2/P interpretiert und die dieser Darstellung =,
zugehdrige L~Funktion L(s,w,rz) studiert. Dies ist die gleiche L-Funktion
wie die in der Einleitung zu [12|, wenn man dort einen geeigneten Charakter

X wahlt. Jetzt gilt

4.5.2 Hilfssatz: Es sei T« E,CDho(u) und 7#' = wa die konjugierte

Form. Dann ist fir fast alle Stellen v von F

L, (s=2,m,xy0a.,) * L (s=2,7',x,°0.) = L,(s.p (M) * L _(s.p,(mM) .

2

Beweis: Wenn u ¢ SGO(E,q) ein halbeinfaches Element ist, so liegt u
in einem maximalen Torus T , der durch eine Basis ei,ez,fl,f2 von E de-

finiert ist, wobei
q(et.fl) = q(e2'f2) = 1

und alle anderen Skalarprodukte verschwinden. Dann ist
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we, = Ee;

uw o= Nt

wobei £1n1 - Eznz = Af{u) und X der Multiplikator ist. Dann sind die bei-

den Eigenwerttripel von A(u) auf AZE
{Das Produkt der &ufleren Eigenwerte xhuﬁ das Quadrat des mittleren sein.)

Ist nun v eine Stelle von P , ander F , ® und Bl(w) , Bz{w) un-

verzweigt sind, dann ist der halbeinfache Anteil von p(w) (¢;1) in 2.4.

beschrieben. Falls v = 'g mit '3 g' = p& , dann ist dieser halbeinfache

Anteil

om© Yy . p - Yy 3

:F a B
B"JB ,X.
2

-1
}) =p-uw (W) w (O ) =w oN () =
k4 Ty ¥ Ty Y F/Q° Y
u.8 B‘j o 3.8 3‘ und dann folgt: die Eigenwerttripel in den beiden GLB-Faktoren

sind

BEs ist A(p(w) (P

2’ GZG '  ? a ., uza ' '
P (,‘3 Bs,g a‘éﬁ,‘é "383 B'K ’383) .

und

o B. .2 B. o B2 2 B )

(@’ N .
CAE T A T N A - A

Das beweist den Hilfssatz fiir zerfallende Primstellen.

p



- 61 -

Fir die trigen Primstellen 32 kann man ganz entsprechend argumentie-
ren, wobeli man berlicksichtigen muB, das ¢; = Qj? . Damit ist der Hilfs-

satz hewiesen.

Es ist schon ein wenig absurd, daB man Schwierigkeiten hat, die ein-
zelnen Faktoren zu identifizieren. Ja es scheint nicht einmal klar zu sein,
ob die Bl(ﬂ) und Eztﬁ) kompatible f-adische Systeme bilden. Vielleicht
gibt es die MOglichkeit, die arithmetischen Eigenschaften der Eigenwerte der
Hecke~Operatoren heranzuziehen, d. h. vielleicht sieht man etwas mehr, wenn
man die p—;dischen Kohomologiegruppen als Modul unter Gal(ﬁé/@p) studiert

{siehe |27, 1V, a).

Wir wollen den Hilfssatz 4.5.2 noch ein wenig modifizieren. Wenn wir

die Darstellungen El(u) und Ez(n) mit dem Galcischarakter

2, -1
3 (m1r ° NF /qz)

* ¥
twisten, dann erhalten wir zwei Darstellungen 91(W) ' Oz(ﬂ) . die wir auch

aus dem Diagramm

GL (Y} ——> GL (Qn)

N

PGLZ(Y)
gewinnen. Die Eigenwerttripel sind dann

{a. /B ,1,8.,/ nd {a ;:1,8
By Py By Oy /%)

Auf der linken Seite kdnnen wir dieselbe Konstruktion mit der L-Gruppe aus-

fihren, wir erhalten
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—

r
GL, (€) D) GL, (T)
\ 7
< ///// Ad
PGL, (T)

und dann wird 4.5.2 &quivalent zu
4.5.2' T ',r. * y
(4.5.2") LV(S.ﬂ.rz} LV(S,W .rz) = Fv(s,pliﬂ)) Lv(svpz(ﬂ)) .

An dieser Stelle mdchten wir bemerken, daB

Lv(sl“l 2) = Lz(stcll)

in der Notation von Gelbart-Jacguet in {12] in der Einleitung. Der dort auf-

tretende Charakter Y ist hier also 1 .,

4.5.3 Die folgenden Betrachtungen dienen dazu, das ReduzibilitiAtsver-
halten der Darstellungen pl(w) und pz(w) zu verstehen und auch die F&lle

aufzulisten, in denen wir zeigen kdnnen, daB 7t(w) existiert.

Wir werden es mit zwei verschiedenen Fillen zu tun haben. Wir sagen, daB
eine Kohomologieklasse T E'Coho(u) vom CM-Typ ist, falls es einen Galois-
charakter 1 : IF/P - E;‘ gibt, mit n£1 und 7w~7 @ n . Nach Labesse-
Langlands |19] ist dann n2 =1 und zu n gehdrt eine quadratische Erweite-

rung L/F und es gibt einen Heckecharakter

=

so daB 1w = w(Rl) ist, Die Darstellung 7 liegt in der diskreten Serie, das
impliziert, da8 L/F eine total imaginire gquadratische Erweiterung des qua~-
dratischen Kdrpers F/@ ist. Wenn wir iber den beiden Einbettungen von F

nach IR Jeweils eine Einbettung 71,7’ : L + € fixieren, so wird fir die
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beiden komplexen Stellen, die durch T,T' induziert sind, der Typ von

durch

n+d n -n+d

« T'(z') e Tz °

Q : (z,z',1) + t(z) T(z)

gegeben, wobei d = (dim l);)i/z und 11 unsere friher definierte Zahl n

ist. (Siehe 2.4.) Nach diesen Vorbereitungen formulieren wir

4.5.,4 Satz: a) Fir T € Coho(u) sind die Darstellungen pl(ﬂ) und
P,(m) stets irreduzibel.
b} Wenn wE€& Cohoiu) nicht vom CM~Typ sind, dann bleiben Py (r) und
pz(R) irreduzibel, wenn man sie auf eine beliebig kleine offene Untergruppe

U = Gal(Q/M) C Gal(Q/Q) einschrankt.

Beweis: Wir Obertragen die Methoden von Serre |27| und Ribet ‘26! auf
unsere Situation. Wenn pl(w) {und somit auch pz(w)) reduzibel ist, dann

faktorisiert p, (m) dber eine Boreluntergruppe in GL,(¥) , d. h.

Xy {0) ¥
Py (M)} (o) =
o xz(c)

mit zwei A-adischen Charakteren Xy r Xy - Nach ]27!, ITI, 3.1 gibt es

Heckecharaktere il , iz auf IF/F'*, die auf den endlichen Idelen IF £

mit ¥, und dbereinstimmen. Da F total reell ist, gilt
1 X2

g1

Xy = G My

mit sinem Charakter endlicher Ordnung ui . NMun ist nach 4.4.1 stets

X1Xp (o) ==a‘n’1(o)-kidi und aus der Weilvermutung folgt sofort v, =V, .

= v\ a-n-l
17 V2772

muB. Wenn wir die entsprechenden Charaktere fir pz(ﬂ) mit xi R xé be~

Es ist also v

und das heift, daB schon mal n+l gerade sein
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zeichnen, so liefert {4.5.2')

—

L(S,‘ﬂ', 2}

. L(s,ﬂ‘.;é) ~
L(s,xllxz) * L{s,i) - L(S.lex’) . L(s,x;/xé) * L(s,1) - L(s,Xé/Xi)

Die Funktion rechts hat bei s = 1 einen Pol zweiter Ordnung, weil die Obri-~
gen auftretenden Charaktere endliche Ordnung haben. Die Punktion auf der lin-
ken Seite hat gar keine Pole, wenn 7 nicht vom CM-Typ ist (Theorem 9.3 in
[12]). wenn 7 vom CM-Typ ist, dann ist die Funktion auf der linken Seite
bei s =1 holomorph, das folgt aus den obigen Bemerkungen und der Bemerkung

9.9 in [12]. (Das dortige '~} ist xein Dirichletcharakter.)

Wir kommen zum Beweis von b). Sei also T € Coh _(u) wund 'pl(ﬂ) und
pztw) seien auf einer gentigend kleinen offenen Untergruppe U C;Galdﬁ??)

reduzibel. Es gibt zwei M3glichkeiten:
1. Die Operation pl(n)}u wird skalar, wenn U genligend klein ist.

2. Die Operation pltﬂ) ist auf genligend kleinen offenen Untergruppen U
eine direkte Summe zweier verschiedener Charaktere. (Wenn sie nicht zerfiele,

erhielten wir einen Widerspruch zu a).)

Im ersten Fall sind p:(w) und p:(n) endliche Galoisdarstellungen.
Wir kdnnen jetzt genau die gleichen Argumente bringen wie in 126[, § 4. Den
beiden Galoisdarstellungen p?(n) R p;(u) werden Artinsche L~Funktionen zu-
geordnet und das Produkt dieser Artinschen L-~Funktionen ist dann bis auf eine

endliche Menge von Eulerfaktoren gleich L(s,w, 2) * Lis,n’', 2)

faktoren an den unendlichen Stellen stimmen dann gerade nicht iiberein. Wen-

. Die Euler-

det man nun auf beide Produkte von L-Funktionen die Funktionalgleichung an

und benutzt man 4.5.2', dann erh3lt man eine endliche Relation zwischen Euler~
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faktoren, von der man durch Betrachtung der Pole zelgt, daB sie nicht gel-
ten kann. Da dieses Argument wenig dberzeugend ist, wenn man nicht alles

genau durchrechnet, wollen wir das hier auch noch tun,

Wir schauen uns zundchst noch mal pl(ﬂ) und pz(ﬂ) an. Wenn wir auf
eine geniigend kleine offene Untergruppe U = Gal(@/M) C Gal(Q/F) einschrin-
ken, dann wird filr o & U

X {o) (¢)
pl(m(o) =
s) X {o)

mit einem Galoischarakter Y . Mun ist

det p (T)(0) = a1 gy

fir 0 € U (siehe 4.4.1). Wir wissen, daB fir jede Stelle ﬁ; von F vom
Grad 1 gilt

1 o @« , O
1 LS y
Py (m ®.) = U oder U

$ 083 o B

mit einer Einheitswurzel ux. Dann ist also flr genligend groBes N

3

N{n+l)
x® ) o N ° 2 o
-N b v e
pl(vr)(d' ) = N = N N* (n+1) [°
N 2
o] x@g) o] 81;I o P
Es gilt also, daB
ntt ntL
2 2
a = p T IB = p g
X’ xl}- x 302

. Nun sind dies Spuren o + B in

3:2 1:

einem festen durch die automorphe Form 7w & Cohcfn) bestimmten ZahlkoSrper

mit Einheitswurzeln 1’ G
4

enthalten., Die Grade der Einheitswurzeln sind, wie man leicht sieht, be-
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n+l
schré&nkt, also sind alle Zahlen p 2 in diesem festen Zahlk&rper. Hier

durchladuft p alle Zahlen, die in F zerfallen, das ist nur mdglich, wenn

n+l gerade ist.

Wir bendétigen noch eine kleine Information (iber n , die bislang noch

keine Rolle gespielt hat. Unsere rationale Darstellung
: R -
u £/ CL/F) * GL( 'Uu)

wird nach Erweiterung der Konstanten ein Tensorprodukt von zwei zueinander
isomorphen raticnalen Darstellungen von GL2 . Ist m die Dimension dieser
Darstellungen, 4. h. m2 = dim 1); r dann ist n = m+l mod 2 .

i
Wenn wir nun F + R einbetten, dann erhalten wir Gal(C/IR) -+ Gal(@/F) .,

ist c die komplexe Konjugation in Gal(€/R} , dann folgt

-1 O 0 1 o]
Dl(w)(c) ~ 01 o oder b .
o 0o -1 Q 1

Aus den Uberlegungen in 4.4.2 folgt, da8 pl(n)(c) -~ pz(w)(c) . Dann ist der

Bulerfaktor der Artinschen L-Reihen an der der Einbettung i entsprechenden

Stelle
s+1 s+1 s+1
T(s/2) F(—§-9 P(—3-9 = [(s) ¢ 2 )

im ersten Fall und
F(s/2)3
im zweiten Fall.

Nach Gelbart-Jacquet ({12], 6.5.11, e) ist der Eulerfaktor fir die

L-Funktion zu 7 und ¢

g an einer unendlichen Stelle gleich
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T(-E-}l-) * T (s+m)

wobel m dAie oben erwdhnte Dimension ist. Schreibt man beide Produkte von

je zwei L-Funktionen in der Form
L(s,M,T,) * L(s,m',5,) = L_(s,m) * Lg(s,m)
L( {m)) = L{ {m)) = | ) oo L.( .*( 3}
s,Dl T)) s,pz 11 L.(s,m els.p (W

80 stimmen nach 4.5.2 fast alle Eulerfaktoren in den endlichen Anteilen dber-

ein. Dann liefern die Funktionalgleichungen

L (s,m L, (1-s,p (m))

s
q,(l-s.w) L (sp Tib) c+Aa endliches Produkt wvon Euler

faktoren an endlichen Stellen.

Man muf nun die mdglichen FAlle durchgehen, sieht aber sehr leicht, da8 man
auf der linken Seite eine unendliche Serie von Polen mit beliebig kleinem
{gradzahligen) Realteil hat, wenn ein Faktor [I'(s/2) auftaucht. Das kann

rechts nicht passieren. Der einzig interessante Fall ist also, daB alle Euler-

faktoren rechts von der Porm T (s) =« P(Eglﬁ sind. Dann steht auf der linken
Seite
s+1,4 4 2-5.4,5,.__4
r&S - rav-0* rE&ht.re? I (n+i-s) 2 P (s)?

Dieser Ausdruck hat Nullstellen bei
s = -m+l,...0
und Pole bei

s = 1,...m .
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Nun missen wir uns die rechte Seaite ein wenig genauer anschauen. Dort steht

ein Produkt von Faktoren der Form

(1=~ YN"S)’1 oder (1~ yws"”)'1 .

Es folgt nun aus der Beschreibung der lokalen Eulerfaktoren der L(s.w,;é)
(112], § 1), der Giltigkeit der Ramanujan-Vermutung in diesem Fall und der
Endlichkeit der p:}ﬂ) , daB alle die Zahlen vy den Absclutbetrag 1 haben,
es gibt hdchstens die Ausnahme, daB eine spezielle Darstellung involviert
ist, dann hat Y den Absolutbetrag N'x . D. h., daf das Produkt der Euler-
fakQ;ren auf der rechten Seite hochstens Pole mit Re{s) = O oder Re(s) =1
<haben kann. Wir erhalten also einen Widerspruch, es sei denn es ist m = ] .

Dann ist aber wegen einer oben gemachten Bemerkung n+l ungerade und der

Fall war schon vorher erledigt.

-

Damit ist der Fall erledigt, daB pl(w) auf einer kleinen offenen Unter-

.gruppe von Gal(@/F) skalar operiert. Er kommt nicht vor.

Wenn nun pltw) auf einer offenen Untergruppe U , die wir uns als nor-~

male Untergruppe vorstellen kdnnen, gerféllt. d. h.

Xy ©

pyml, = ( . Xy # Xy

[¢] XZ
dann folgt scofort, daB die Eigenr3ume unter einer Untergruppe Gal(EYM) mit
einer quadratischen Erweiterung M/F invariant sind, die Charaktere setzen
sich also fort. Wir nennen die fortgesetzten Charaktere wieder Xy Xg und
bekommen

Gal{Q/F)

pyim = Imd ¥, .
Gal (/M)
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Die Charaktere xi » Xo kdnnen nach dem Satz von Serre ('27], III ) als

GroBencharaktere vom Typ Ao auf IM/M interpretiert werden. Nun ist

Gal (Q/F)

* —
pym = Ind X1/Xp @ Qg * Ny

Gal (p/M)

wobei qH der zu M/F geh8rige quadratische Charakter ist. Also bekommen

wir aus 4.5.2', daB bis auf uninteressante Faktoren
L(s,'&‘,rz} . L(s,‘n‘,rz) ~ LM(s.xl/xz) . I.F(s,nM) .
¥ .
LM.(S,Xi/Xz) LF(SIHM.) .

Dabei sind M'/F , Xi ' Xé die zu p:kﬂ) gehdrigen entsprechenden Daten.

Wir bemerken nun, daB wir die Form T und 7' nach M liften kdnnen und,

daB8 wir entsprechend QI(W} und pztn) auf Gal({Q/M) einschranken kdnnen.
Dann bleibt die obige Relation zwischen den gelifteten L-Funktionen erhalten.
Die rechte Seite bhekommt aber einen Pol bei s = 1 . Also ist die linke Sei-
te nicht holomorph bei s = 1 . Das ist nach 112! Thm. 9.3 und Remark 9.9

nur méglich, wenn eine der beiden Liftungen nicht cuspidal ist. Also ist eine
der beiden Liftungen nach M eine Eisensteinreihe und es folgt aus 1221, Int.,

p. 21, daB 7 und 7' vom CM-Typ sind. Damit ist Satz 4.5.4 bewiesen.

4.5.5 Korollar: Die Darstellung p(w) ist halbeinfach.

Beweis: Wire p(m) nicht halbeinfach, dann miBte der ZariskiabschluB
von p(7)(Gal{Q/P)) in einer parabolischen Untergruppe enthalten sein. Das
wire dann auch fir die Bilder von Gal(Q/F) unter p (T) und p (M) der

Fall. Dann widren pi(w) und pz(w) aber reduzibel.

4.5.6 Satz: Wenn die Darstellung T(%) existiert, dann ist die Dar-

stellung p(¥) zu der aus <T(¥) gewonnen Darstellung p(w,T{m) ,A) nit
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A= T{N)(az) {siehe 4.4.5) &quivalent. D. h. mit anderen Worten, wir k&nnen

pl(w) = T{r) wihlen.

Beweis: Wir schlieBen wie im Beweis von 4.5.4, da8 T(®w) irreduzibel
ist, wobei sich das Argument vereinfacht, weil jetzt die L~Funktion von
T(m) direkt mit der L-Funktion von T zusammenhingt (|26}, Thm. 2.3). Daraus
folgt, daB8 die Darstellung p(w,7T(n),A) halbeinfach ist. Nun haben nach Kon-
struktion p(w) und opo{w,t(7W),A) £ir jeden Frobenius die gleiche Spur,

nach 127i, 2.2 folgt die Behauptung.

4.5.7 Satz: Ist T e-Coho(u) so existiert T(w) in den folgenden
F&llen
a) w7 1ist eine Liftung einer Form w; ’
b) ® ist vom CM-Typ.
Ferner gilt: Wenn <T(w) existiert und wenn V' : IF/P > ﬁi ein Charakter
von der Form 0V mit einem Charakter ¥ endlicher Ordnung ist, dann

existiert T(T ® V') .

Beweis: Das ist eigentlich alles ziemlich klar. Im Fall a) weiB8 man,

daf w; in der diskreten Serie liegen mufi. Also existiert r(w;)

klassischen Eichler-Shimura Theorie (siehe z. B. IZO[) existiert. Dann ist

nach der

<(r) einfach die Einschrinkung von T (-:r;) auf Gal(Q/F) .

Wenn 7 vom CM-Typ ist, dann haben wir die Darstellung 7 4in 4.5.3 be-
schrieben. Sie ist von der Form Tw(}) , wobei Q : IM/H - E;‘ ein GrdBen~
charakter vom Typ Ao auf der Idelekl;ssengruppe der total imaginiren qua-
dratischen Erweiterung M/F ist. Dem Grd8encharakter entspricht ein A-adi-
scher Charakter Q : Gal(Q/M) -+ Ei*'und wir wihlen

Gal (Q/F)

™) = t{(r(@))=Ind _ Q .
Gal(@/M)
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Der Zusatz ist ganz trivial.

Wir gehen nun zum Angriff auf den Satz 4.1. Uber. Wir beschrinken uns

auf den Fall © = 1 . ZunAchst Gberlegen wir uns

4.5.8 Hilfssatz: Es ist 4(m) = 4 (1,1) =0 oder 1 . wWenn & (m) =1,

dann gibt es einen Charakter endlicher Ordnung Vv' auf IP/F"' und eine

cuspidale Form n; auf GLZ(AQ’ , so da8

T - (Tr;xf') ev !,

und so daB

-N- -n 8 -1
() = = g et (V! .
" @ { )

Beweis: Wir gehen von der in 4.4. beschriebenen Realisierung der Darstel-
lung p(7)} aus. Wenn 4—(11’) # 0, dann gibt es ein O # ¢ € End(¥Y) , so daB

fir alle o & Gal(D/F) gilt

-n=-1

p, Mm@ To, M) = a g . (4.5.8.1)

Es ist klar, daB der Xern des Endomorphismus ¢ unter der Operation von
pl(w), invariant sein muB, also ist ¢ invertierbar. Daﬁn folgt (siehe 4.3)

1

4o m @ = o, m 6% det oM a™ ) . 4.5.8.2)

Die Irreduzibilitit von p1 {7) impliziert sofort, daB 4-(11') = 1 sein muB.

Nun ist q(d,4) = Spur(d ¢) = 2 det(d) # O , also ist fir alle

¢ €Gal(@/@) . Es ist dann

a2 2 (@)ah.d) = alp(m @4,0(M (©14) = A(TE)I(6,0) .

Das liefert uns nach 4.2., daB die Einschrinkung von Wy auf XQ gleich
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-

ist; wenn wir also w =a n, 6’)“ setzen, dann ist
alr, = 1 . (4.5.8.3)

Wir wollen zeigen, daB

® =1 - e a;’ . (4.5.8.4)

Um dies 2u sehen, wenden wir den starken Satz von der Multiplizitidt 1 an

und zeigen, daB fir fast alle Stellen v von P gilt

Wir schrinken uns auf diejenigen Stellen ein, an denen T, 'ﬂ":’ und
F/@ unverzweigt sind. Ist v ='P eine trige Stelle, so ist die Behauptung

ganz trivial. Es ist @' ~ 7  und &w (p) =1 nach (4.5.8.3). An einer zer-

v
fallenden Stelle v = ‘g mit 15‘5’ = (p) sei ‘n'g ~ T{Q ,83) und

B.:Bg.)

7' = 7{a . Dann ist nach 2.4.

a a .,
Y o
pm (@Y . p - ¥y

b . By

BSBY'
4 . n+l ,
Weil (m) = 1 ist, muB einer der Eigenwerte gleich p sein, also etwa

!
=p” . sind W_, T, lokale Parameter bei Y,y  Gam ist

axag.

a B, (W) ,a ,B,, =w_ (R ,) und daher ist, nochmals wegen
™ T
4%y Y gy
(4.5.8.3)
2
M I*w (D) = o () = po.

agB_gag,B g, = o
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Dann ist also auch Bg 8 ,3, = pn . Also

! = wo B ) ~ n(pna-l.pnﬂ:;)

$ g k|

m8 ple ()7 -1

o p (W )TH ~m6 o) Wl .

T 13 Y

Damit ist (4.5.8.4) bewiesen.

Wir argumentieren nun wie in Abschnitt 3. Weil E)“‘IQ = 1 koénnen wir

einen Galoischarakter V' : IF/F.-* 52. finden mit

~"1

0. -1
mﬂ, = y'es (y'")

und dann ist
(r @ V') ~ T &V

und somit

T - m;xm vl

-

Damit ist der Hilfssatz bewiesen.

Ist nun 7T € Coho {(u) von der Form

T - (°xF) v}

o
dann gilt 0, = NF /Q' v‘—z . Man kann dann leicht zeigen, daB die Rela-
w
2
tion
‘-B"'l = \" - (v.e)-l (*’
w
genau dann gilt, wenn
@ = aMeyven mit n =1 oder € . (kX
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Um den Beweis von Satz 4.1. zu vollenden, missen wir zeigen, daB fir

eine Form 7 & Coho(u) von der Gestalt T ~ (H;X F} & \)‘-1 fiir die auch

noch (x} {(oder (a»}) exrfdllt ist, gilt

4 {(F) = 1 <==> n = ¢
{siehe Def. 2.7.).

Wir kdmnen nach 4.5.7 und 4.5.6 ansetzen

o =1
T(m) = ‘t(TrQ)F v

wobei T(vr;)? die Einschrinkung von ‘t('ﬂ’;)

. Dann ist fir ¢ @ End(Y) und o & Gal(p/F)

auf Gal(p/F) ist. Wir schrei-
%y

ben im folgenden To (W) = 't‘(ﬂQ

e, . T 8
) T M )¢ T M) .

pm@é = v v e

Ist also p{m) ()¢ = a-n.l ()¢ f£fir alle g & Gal @/ , so gilt insbesondere

fir o € Gal (p/F)

u"“"‘ww = v"ltc)-v"’ltae)ram (a)¢Tr°(-sr) we)

oder

$e T (m W = ™mvlovte®) - e T_(m 0¥ - t_m ¢ -

Nun ist det 'to(Tr) (O'B) = det ‘to(w) {C) {(weil 10(1\') auf Gal@'/m de~-

finiert ist) und daher
-1
det 1.'0(17) (g) = a " {0) mﬁ(d) .

Die Relation (x» impliziert daher, daB

8,,~1 )

gy v v e® ! - gee T (m@) =1
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n

fir alle O € Gal(Q/F) . Also ist die Bedingung p(T)(0)$ = a -1 (o) fur

g € Gal(@/F) mit

)

-1
tom(c) = to(mle) T () (0) ro(w)(e)

= ¢ ler miod
o
Aquivalent. Da T(w) irreduzibel ist, folgt daraus, daB bis auf einen von

Null verschiedenen Faktor gilt

-1
T, (M (8) = ¢ .

L ]

1

Wenn wir umgekehrt ¢ = T_(m) {8)”" wahlen, dann gilt fiir alle

0 €Gal(@/F) , daB p(m) ()¢ = o " 1(0)¢ . Dann ist aber auch klar, dad
ptm @3 = ta ey - 9.
Wir miissen zeigen, daB genau dann das positive Vorzeichen vorliegt, wenn

nNn=¢cg ist. Es ist nach {(4.4.5)

1

Hoa Teme ™ T meheveh™ =

pm) (8) (T_(m) Gl

T m @D me™ - veht =

-1, , s 02y ~1
“T (W) (8 ) « det to(m(a)v ) ~ .

Nun ist 62€ Gal(D/F) und in dem Diagramm

* '
IJ/F ¢ IQ/Q

l

Gal{Q/F) abé—————- Gal (/D) ab

ist die Klasse von 92 in Gal(ﬁ??)ab gerade das Bild der Klasse
8 € Gal(@/@ _, . Wenn wir also die Restriktion V ven V' auf IQ/Q* als
Galoischarakter lesen, dann ist v'(az) = v{8) . Damit ist dann gezeigt, daB

dl(w} = 1 genau dann, wenn in (x») der Faktor n = £ ist.
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Jetzt haben wir den Satz 4.1. bewiesen und damit den Beweis der ent-
scheidenden Aussagen von § 2, die die n € COho(U) betrafen, auf den Be~

wels von Satz 2.4. zurickgefihrt.

{Es sei eine kleine Fufinote zum Beweis dieses Satzes 4.1. erlaubt. Der
Leser mag den Eindruck haben, daB er an der Nase herumgefihrt wurde. Denn
bei @er Berechnung von p(m)(8) gingen wir davon aus, da © : ¢ + -Té
gewdhlt wurde und von dort kam ‘das alles entscheidende Minuszeichen. Der
Punkt ist, daB wir auch in 4.4.5 in der Darstellung p(m)(8) = (1xAa) = ©
fir A zwel Optionen hatten, nimlich A = ipl(ﬂ)(ez) und wir haben in 4.4.5
dargelegt, daB wir mit dexr obigen Wahl von © in der Festlegqung von A das

Pluszeichen zu w&hlen haben.)

4.6. Wir haben noch 2.10. und 2.11. zu diskutieren. Wegen lLemma 3.7.

15uft das darauf hinaus, 2.10. zu beweisen.

Wir betrachten eine Komponente von SK , die dann Gber einer abelschen
Erweiterung von @ definiert ist und die als komplexe Mannigfaltigkeit von

dexr Form

A h

ist. Darauf kénnen wir holomorphe Modulformen 5(21'22) des Gewichtes
(kx'kz’ betrachten
azi+b a'zi+b k1 kz
3 » 1] 3
\GE | o) T TRt lensd) e detzan o

1
Diese Modulformen k&nnen als Schnitte in einem holomorphen Linienbindel
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auf I‘\'fax‘% betrachtet werden. Diese Linienbindel sind aber auch alge~
braische Biindel, weil man bekanntlich mit Hilfe der obigen Modulformen die
algebraische Struktur definiert. Es ist dann ferner klar, daB die Chern-

klassen von L, und L durch die invarianten Formen

1 2
. ) dzldz1 . . qzzdzz
1 2 2 2
YI

reprisentiert werden und damit folgt, daB dber € alle Klassen 7 & Coh e(l)

Zykeln entsprechen. Der Rest ist dann ganz trivial.

4.7. Zum SchluB dieses Abschnittes wollen wir noch kurz das Erreichte
bewerten und insbesondere einige Probleme diskutieren, die wir offen gelassen
haben. Dabei wollen wir 2.4. als schon bewiesen ansehen. Wir haben gesehen,
da88 f4r m €& Coho(l) alle Tateklassen iiber einer abelschen Erweiterung durch

Zykeln gegeben sind und zwar durch die Hirzebruch-Zagier Zykeln.

Renn mn ¥ & Cohou) , dann kdnnen wir uns fragen, ob diese Klasse
dber nicht-abelschen Erweiterungen Zykeln zuli8t. D. h. wir zerlegen wie in

§ 2

(2) o

f)

2 = —
pi: ) (SK,Q ) = W(wf) x X
und wir fragen, ob es eine endliche Erweiterung L/ gibt, so daB

M E = a Lk
Te) _ >0.
for alle © € Gal(Q/L)

dru = amic exPq

Aus 4.5.4 folgt nun, daB fir 7€ c::ho(l} , die nicht vom CM~Typ sind, dann

A

h&chstens (fiir beliebig grofie L ) gelten kann

atmn 4(r,L) = 1
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und dann ist klar, daB diese Tateklassen schon idber eine: abelschen Erwei-
terung von {§ existieren. In diesem Fall ist unsere Antwort also voll-

standig.

Nun sei 7 € Coho(l ) vom CM~Typ. Wir haben schon gesehen (siehe 4.5.3),
daB es dann eine imagindr quadratische Erweiterung L/F gibt, so daf
T = 7(Q) mit einem GrdBencharakter £ vom Typ Ao auf IL/ﬁ* . Wir wol-

len die Situation noch etwas genauer beschreiben:

Wir haben zwei Einbettungen 4i,i' : F + R, wir fixieren T,T' : L+ C
mit T|{F=41i und 1'|F=1i'".Dpa TE coh (1) ist, ist die Darstellung
in beiden Komponenten die erste Darstellung der diskreten Reihe und dann folgt
fir die Komponente £ auf IL“” =L XL, « daB ohne Einschrinkung der All-
gemeinheit

Qm(z,z') = zz' .
Jetzt wissen wir aus 4.5.7 und 4.5.6, daB wir

Gal (@/F)
py(m) = T(M = T(@E@)) = Ind _ Q
Gal(@/L)
wihlen kdnnen, wobei jetzt  als A-adischer GrdBencharakter auf Gal (/L)

interpretiert wird.

Wir widhlen wieder einen Automorphismus 8 € Gal (®/®) , der auf F/Q
nicht die Identitdt ist. Dieser Automorphismus konjugiert den XSrper L in

eine quadratische Erweiterung LP/F . Wir haben damit
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-1
8 T
® 2 L """"""'; T
AN AN T!
gt i
F F “"‘—"—'; R
Vs S A j_'
—t
@ ("]

wieder zwei Einbettungen T o 8-1 = Ta und T'B . Wir kénnen jetzt natir-

lich den Grd&B8encharakter Qe auf I e/(Lpf* als 20 6'1 definieren und
L

haben dann

) r(ﬂe) = ne = '

in der friheren Notation und es ist

T{m (ae) = 'rhr{ne).) .

Es ist klar, daB die Darstellung p{7) nach Einschrinkung auf

Gal(ayL-Lp) eine Summe von 4 GrdBencharakteren vom TYP A auf L-° Ls

vwird. Diese Charaktere sind die Produkte der Einschrankung

e 0

,ad , a9 7

Qq . 9 .

dabei notieren wir mit  die komplexen Konjugationen auf L und L? .

Man sieht nun sehr leicht, daB keiner dieser vier Grd8encharaktere auf 11?
im Unendlichen vom Typ afl sein kann, wenn L # Lp . In diesem Fall be-
kommen wir also keine Tateklassen idber irgendeiner Erxrweiterung von § .

Fiir unsere Zwecke ist also nur der Fall L = Le von Interesse.

Nun gibt es zwei mdgliche Fille, es kann sein, da8 L/@ zyklisch vom
Grad 4 ist, oder L/Q ist bigquadratisch. Eine einfache Analyse der Typen

der Charaktere zeigt, daf im zyklischen Fall keiner der vier oben aufge-
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listeten Charaktere vom Typ u‘l ist, also haben wir auch in diesem Fall

keine Tateklassen.

Es bleibt also der Fall, daf L/@ biguadratisch ist. Dann haben wir

ein Diagramm

L
Lo \?1/ P
Q
wobei L, , L, imaginir quadratisch Gber @ sind, und wobei G[Lo = 14 sei.
wir nehmen eine weitere Normalisierung vor, indem wir eine Einbettung

T, : L, + € fixieren und annehmen, daB T und T' die durch i,i' : F +~ R

induzierten Erweiterungen von T, auf I sind. Dann sind die GrdBencharak-

tere Q Qa und ﬁ'ﬂe aus den obigen vier Charakteren diejenigen vom Typ

a-l . Wie schon oben gesagt wurde, zerfillt p(mw) udber L in 4 eindimen—

8 und 5-99 spannen

sionale Darstellungen und die beiden Eigenriume zu § Q
einen zweidimensionalen unter p(7) invarianten Teilraum xt(wf) von x(nf)

auf.
Es igt klar, daB der Galoismodul

Gal (/D)
xt(wf) = Ind o

-1
— X
Gal(@/L,)

wobei ¥ ein Charakter endlicher Ordnung auf Gal(ﬁyLl) ist. Uber der Y
entsprechenden Erwelterung Ll(x) von L1 besteht xt(wf) aus Tateklassen.
Diese Erweiterung ist genau dann abelsch Gber @ , wenn ¥ = xe , denn 8§

induziert auch den nichttrivialen Automorphismus von L1/Q .
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Man kann nun leicht ein Beispiel konstruieren, bei dem X # xa ist,

dafir geniigt schon, daB Q ﬂe # 5'98 auf Gal(Q/L) ist. Wenn man nun auf
LO/Q einen GrdBencharakter ﬂo vom Typ 2z wahlt, dann ist der allgemeine

Charakter §I wvon der Form

mit einem Dirichletcharakter U und dann haben wir § so zu wdhlen, da8

NETRIERTETL

DaB es solche Charaktere U geben muB, sieht man leicht, wenn man sich die

Operation von Gal(L/Q) auf der Galoisgruppe Gal(ayL)ab ansieht.

Damit haben wir gesehen, dafl es auf einer Hilbertschen Mcdulfliche in
der 2-adischen Kohomologie Tateklassen geben kann, die nicht durch unsere
Konstruktion von Zykeln erfa8t werden, die also nicht von Hirzebruch-Zagier-

Zykeln herkommen.

In seiner Arbeit |24| zeigt oda, daB man die Existenz dieser Zykeln un-
ter gewissen Bedingungen aus der Giltigkeit der Hodge—-Vermutung ableiten kann.
Er zeigt dies, indem er Relationen zwischen speziellen Werten von L-Funktionen
benutzt, um Relationen zwischen transzendenten Periodenintegralen herzustel-

1,1

len, die dann fir gewisse Xlassen in H die Rationalitdt implizieren.

Es ist anzunehmen, daf dieser Ansatz allgemein funktioniert, und wir

hoffen, diesen Punkt bei einer spiteren Gelegenheit zu behandeln.

4.7. Es sei an dieser Stelle eine vergleichende Bemerkung zu der Arbeit
von Oda |24| erlaubt, der ja die gleiche Fragestellung behandelt. Man kann

sagen, daB Oda die Hodge-Realisierung des zu Grunde liegenden Motivs stu-
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diert, waAhrend wir die L-adische Realisierung betrachten. Er ist erfolgrei-
cher in der Konstruktion von Zykeln (siehe 4.6.), well in diesem Fall ein
Hodge~Zykel algebraisch ist und daher zundchst fir eine Kohcmologieklasse

Hodge-Klasse zu sein mehr aussagt, als Tate-Klasse zu sein.

Wir sind erfolgreicher, wenn es darum geht, die Existenz von Zykeln aus-
zuschlieBSen, weil es fiir Oda schwer ist, nachzuweisen, daB eine Xlasse nicht

rational ist.

4.8. Wir wollen noch einige Bemerkungen zur Tate-Vermutung und Picard-
zahl fir Hilbertsche Modulflichen zur vollen Hilbertschen Modulgruppe machen.
Diese Frage wird auch schon von Oda in seinem Buch am Ende diskutiert und

zum Teil beantwortet (|24|, § 18, Thm. C und Korollar).

L 4

In der Gruppe GLZ(AE(P)) der endlichen Adele betrachten wir die maxi-

. mal kompakte Untergruppe

k=] | s, (3‘4 )
Y

und studieren die Modulfliche SK /@ fir die
o)

5 (@ = GLZ(?‘)\GLZ(A(F)}/KbKO .

Diese Fliche hat mehrere Komponenten, die den Elementen der Idealklassen-
gruppe im engeren entsprechen und die alle Gber @ definiert sind. Die ein-

zelnen Komponenten sind von der Form

I‘q\—{%x %

wobei 07 ein gebrochenes Ideal in P ist und
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: ab ) -1y .
r, = {r=@Q 9 esuop [ceor ,pevt™}-

Wir fragen uns nun, unter welchen Umstinden es in der Z-adischen Koho-
mologie Tate-Klassen in mz(sK X E}Ql) geben kann, die nicht durch Hir-
zebruch~Zagier-Zykeln oder Cherz—xlassen gegeben sind. Wenn die Antwort ne-
gativ ist, dann wissen wir, daB die erste Aussage der Tate-vermutunq rich-
tig ist und daB die zweite liber aufldsbaren Erweiterungen gilt. Dann kdnnen
wir auch die Picardzahl bestimmen, weil die autcmorphen Formen, die zu den

Tate-Klassen beitragen, ausgezeichnet sind, und diese kdénnen wir dann leicht

abzihlen.

Wir wissen, daB Tate-Klassen, di; nicht dber einer abelschen Erweite-
rung definiert sind, zu automorphen Formen vom CM-Typ gehdren. Wir wollen
sie daher diedrale CM~Klassen nennen. (Es gibt auch abelsche CM-Klassen.)

Wann kdnnen solche diedralen Klassen auf SK existieren?
o

Notwendig dafir ist, daB wir ein Diagramm

L = Q(/-d,,/a) =
Q/-4,) Q(/-dd,) Q(/a) = F

und einen GrdBenicharakter

. .r
2 : /L + Q@

vom Typ 2z°2' haben. Damit T(R) unverzweigt ist, 4. h. Uberall in der un-

verzweigten Hauptserie liegt, muB gelten ([17}, Thm. 4.6.), da8 L/F und
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der Charakter {1 unverzweigt sind. Das stellt schon zwel betrichtliche
Hindernisse auf. Wir w&hlen 4 , d1 wie iblich ganz und quadratfrei, dann
ist L/F genau dann unverzweigt, wenn dlld und —d/d1 £ 1 mod 4 . Das

impliziert

4.8.1 Wenn d = p eine Primzahl mit p = 1(4) 1ist, dann gibt es

keine diedralen CM~-Tate-Klassen.

Es ist ferner klar, daB es Probleme mit der Konstruktion von @ gibt.
Mit unseren friheren Netationen gibt es genau dann einen unverzweigten

GrdBencharakter { , wenn fir jede Einheit n € uL* gilt

) s T = noen® = 1

(siehe 4.7.). Es ist also klar, daf eine weitere notwendige Bedingung durch
die Forderung gegeben ist, daf die Norm der Grundeinheit in F gleich 1

ist.

Nun wird die Situation etwas amisanter, denn der K&rper L kann mehr
Einheiten enthalten als der Kdrper F . Zum andern haben wir 08 so fixiert,
da8 e(z.o = Id und damit war der Typ - namlich die Auswahl von T und T' -
bis auf Konjugation festgelegt. Wir haben aber zwei M3glichkeiten L, zu
wihlen, und das gibt zwei unter der Galoisgruppe Gal(L/@) in3quivalente
MSglichkeiten fiir den Typ von f . Es zeigt sich, daB dann auch die Frage nach
der Existenz unverzweigter Charaktere §l unterschiedlich ausfillt. Dazu be-

trachten wir als Beispiel

4.8,2 Sei p = I mod 4 eine Primzahl. Wir betrachten das Diagramm
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Q(/"PI/P) = L
L, = 9(/-p) a(/-1) @(/p) = F

~1_~

In diesem Fall ist die Norm der Grundeinheit € wvon F positiv, aber L
enthilt aber auch noch n = i€ . Nun ist aber 8 auf @(/-1) nicht trivial,

also ist

ﬂ‘ne = ie + (~i)e' = 1

d. h., es gibt einen unverzweigten Charakter des vorgegebenen Typs. (Dies
wire nicht der Fall, wenn wir die beiden imaginir quadratischen Erweiterungen

vertauschen wirden.)

Nun taucht aber noch ein weiteres Problem auf. Kann man zusdtzlich den
Charakter @ wo wihlen, daB die Darstellung von Gal(®/Q) auf dem Modul
X, (%) nicht abelsch wird. Dafir ist hinreichend, da8 o # % aur xL/L* ,
aber es ist etwas mihsam festzustellen, ob man das { so wdhlen kann. Zum
andern ist es auch nicht klar, daB8 diese Wahl notwendig ist, wenn man eine
diedrale Klasse konstruieren will, weil man die charaktere noch von Gal(D/L)
auf Gal(@/@(Y-1)) fortsetzen muB. Wir lassen alsc die Frage offen, ob es
fir P = Q(/p) mit p = 3(4) diedrale Klassen geben kann. Sie sollte aber

leicht zu entscheiden sein.

4.8.3 Nach Durchsicht der Tabellen scheint das einfachste Beispiel fir

das Auftreten von diedralen Tate-Klassen in folgendem Fall vorzuliegen.
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R(/161,/-7) = L

T

L, = 2¢/-7) L, = @{v-23) p(/161) = F
Q -

Der KSrper I wird dadurch erhalten, daB wir aus der negativen Grundeinheit
-€ die Wurzel n = /-¢ ziehen, d. h. L = Q(/161,/-€) . Dann ist Q(/-7)

der von 1 +'r-11' erzeugte Kbrper, d. h. n-* na = 1 . Die 23 zerfdllt in
1+/-7 .
@(/~7) also 23 + z [——2——1 Yy -

Wir kénnen nun einen Gréssencharakter Q") von Typ 2z auf IQ -7

konstruieren, der dberall unverzweigt ist, bis auf die Stelle 'g , dort aber

L
(6]

unverzweigter Grdssencharakter vom Typ z°* z' auf L , weil L an den Stel-

auf den Quadraten der Einheiten verschwindet. Dann ist Qo = Qc‘,e NL/ ein

len 4ao ’ 3’ ~ verzweigt ist und nur die Quadrate der Einheiten Normen sind.

Nun hat @(/-23) die Klassenzahl 3 und seine Idealklassengruppe wird
injektiv in die Idealklassengruppe von L abgebildet. Ist U ein unverzweig-
ter Dirichletcharakter auf der Idealklassengruppe von L , der auf dem Bild
der Idealklassengruppe von @(/-23) nicht trivial ist, dann liefert die auto-
mqrphe Form ﬂ(ﬂou) diedrale Klassen vom CM~Typ. Die 2Zykeln sind frihestens

fiber dem Hilbertschen Klassenkdrper von @(/-23) definiert.

Der Korper F = ((/161) hat die Klassenzahl 1 , aber die Klassenzahl

im engeren Sinne ist 2 . Deswegen ist unter den vorliegenden Umstinden

S¢_(@ = SLy(FNGL, AEN/RE, = siy(\hxBu st o\ 'x &

wobedi -%‘ eine untere Halbebene ist.
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Wir haben es hier mit einem Phinomen des Signaturdefekts zu tun, die
beiden Komponenten sind homSomorph, aber die Signaturen der Spitzenbeitrige
sind unterschiedlich (siehe |32|, Cor. 3.3) Es scheint so zu sein, daB die
diedralen CM-Klassen, auf der Komponente SLz(ofyﬁyt{&,konzentriert sind,
weil wir einen UberschuB an (1,1)-Formen haben. Wenn man zu einer symmetri-~
schen Modulfliche dbergeht, wird es anscheinend sehr viel schwieriger die-

drale CM-Tate-Klassen zu konstruieren.
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§ 5. Beginn des Beweises von Satz 2.4.: Kohomologische Betrachtungen

Die Schnittkohomologiegruppen sind die Hyperkchomologiegruppen des in
geeigneter Weise kanonisch abgeschnittenen vollen direkten Bildes j!n_k)-

in der derivierten Kategorie (l?], 2.2.}).

S.1. Lemma: Es sei j : S+ § die offene Einbettung. Dann ist

3,,0 = 3,0 .
(Gleichheit der Objekte in der entsprechenden derivierten Kategorie.)

Es sei $' das Komplement der Doppelpunkte in S . Wir faktorisie-

ren jJ .

sC 5 §'<:-—e> s .
3 "
Das intermedidre direkte Bild j}‘lj' entsteht durch kanonisches Abschnei-

den von R%;(%;f?) (!7], loc. cit.). Die Behauptung von 5.1. lautet also

¢ - 1.n ' -
5.1'. Lemma: nj¥(j*0') 0.

Als Gruppe iber E' ist G ein Produkt GL{2) X GL{2) und die Darstel-
lung u ist das Tensorproduké von zwel irreduziblen Darstellungen von GL({2).

Wir bezeichnen die gemeinsame Dimension dieser Darstellungen mit m .

5.2. Hilfssatz: a) Falls y ein glatter Punkt des Divisors §”

ist, so ist

dim j*(jy = dileij = m+l

1
Ry, U, = 0 fir 122,
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b) Falls y ein singulirer Punkt des Divisors 5” ist, so ist

[}
-

ain 3,0,

dim sz‘UY = 1

]
Q

fir i

v
w
v

i
R, U,

Bevor wir den Beweis von 5.1 und 5.2 angehen, machen wir eine Bemerkung
Uber die Spezialisierung von Kohomologiegruppen. Ganz allgemein betrachten

_ wir ein Diagramm folgender Art:

. 3 -
X = INY ) ¥ — y

mt

Dabei ist £ ein eigentlicher und glatter Morphismus und Y ein relativer
Divisor mit normalen Schnitten, von dem wir der Einfachheit halber annehmen,

daB er die Vereinigqung von glatten Divisoren ist: Y =UiYi . Wir bezeichnen
¥

mit YJ bzw. YJ die abgeschlossenen bzw. offenen Strata
*
YJ=in YJSYJ\\JYJ,.
i€ dJ J* #J

BEs sei O- eine lokal konstante Qz-carbe {2 invertierbar auf S ), die
zahm verzweigt entlang Y ist. Die letzte Voraussetzung ist automatisch er-
flllt, wenn die allgemeinen Punkte von S in der Charakteristik O Lliegen.
Dann gilt:

{I) Fir alle i ist Rij* o' lokal konstant auf YJ und zahm verzweigt

entlang YJ\ Y: .
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(II) Folglich ist F lokal azyklisch bzgl. R, g.

(III) Die Bildung von R 3 1) und Rif*\) und Rif!U ist kompatibel

mit Basiswechsel. Die letzteren beiden Garben sind lokal konstant auf S .

({Die Behauptungen (I} und (III) sind in SGA 4 1/2, App. an Th. finitude,
1.3.3 und 2.4. enthalten; die Behauptung (II}, die wie loc. cit. 1.3.3 be~

wiesen wird, wurde uns von Deligne mitgeteilt.)

Diese Bemerkung hat die erste Behauptung von 2.4'. zur Folge. Weiterhin
erlaubt sie es uns, die Aussagen 5.1'. und 5.2. nur Gber dem allgemeinen
Punkt von Spec(Z (p) )} zu betrachten und dann topologisch zu beweisen, wie
wir der Anschaulichkeit halber vorziehen. Wir werden die auftretenden Koho-
mologiegruppen als Gruppenkchomologie deuten. Es mSge y Uber der Spitze s
liegen und zwar in dem zu dem Kegel ¢ aus ZI(s) gehdrigen Teil (vgl. 1.6.).
Wir bezeichnen wieder mit x, , x, die Xoordinaten. Wenn y ein glatter
Punkt von s ist, ist genau eine der beiden Koordinaten Null, sagen wir X -
Wenn y ein singul3rer Punkt von Sw ist, so sind beide Koordinaten Null,

Es gibt gin ge G(Af) , SO daB eine Umgebung von y in S(f) wvon einer of-

fenen Menge in “a x za = "6 x {} Xg = G(R)/Km X g iberlagert ist.

Falls y ein singuldrer Punkt von 5" ist, so gibt es ein kofinales
System von Umgebungen, so daB das Uberlagerungsgebiet U in ',} x{a fol~

jende Eigenschaften hat.
(L) U 1ist invariant bezidglich der Translationen (zl,zz) + {zli-ui,zz-i-uz) P
11 'uz e m,

{ii) Es gibt eine Einbettung a : n -+ (@, (n) ,az(n)) von N(s)C R ® R, so
128 die Uberlagerungsgruppe aus den Transformationen

(31'7‘2) > (zl-!'a.1 (n),zzmz(nl) besteht.



{114) Es sei a{l) = (al,a und afu) = ‘bx'bz’ . Es seien Xy o0 % de-

2 u

finiert durch:

21rizj aj bj

e = xA xu 2
dann wird (zi,zz) auf den Punkt mit Koordinaten xk‘xu abgebildet.

(iv) Es gilt aj>0,h > 0, und es gibt eine 2ahl € > O , so daB

3
(21'22) dann und nur dann in U liegt, falls

2niz. a, b

}e J‘ = ukjuuj j=1,2

< ’ < -
mit O uk uu’ €

Wenn y glatt ist, ist U nur beziiglich der Translationen (21,22} -
-+ (zl+iua1,z2+iua2) , @ € R , invariant. Die Uberlagerungsgruppe ist nicht
mehr N(s} sondern NA {s) = ZA , und die Begingung (iv) ersetzt durch

2ri a b
25 j

e =uA'uu

3

o< le' <e, uu/lxu(y)i <e .

Das Gebiet U ist einfach-zusammenhdngend. Das lokale Systen v- er-

hdlt man durch die mittels Einschrénkung von } auf

1o (n)) % (1 az(n)

wes) = {(G o1

) bzw. Nl(s) entstehende Darstellung der Uber-

lagerungsgruppe.

Beweis von 5.2.: a) NX(S) =~ %2 ist schrig eingebettet in

GL(2) X GL{2) . Die Behauptung ergibt sich als leichte Folge der Clebsch-
Gordan'schen Regel.
b) Wir benutzen die Hochschild-Serre-Spektralsequenz, die zu der folgenden

exakten Sequenz gehdrt:

(o I g NA(s) + N(s) + Np(s) +0.
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Zunichst ist wegen der Irreduzibilitit von yu
o o 1 1
dim H (Nu(s).u N, (s),})) = dim H (Nu(s),a (N, (s),)) = 1.

Weil Invarianten und Koinvarianten die gleiche Dimension haben, sind die

extremen Glieder der folgenden exakten Sequenz eindimensional.
1 o 1 o 1 _ .
O*H(%whﬂmﬁﬂmﬂ*ﬂ(Mﬁm)*ﬂmﬂﬂm(ﬁBLM)*O-
Damit ist b) bewiesen. Q.E.D.

Bewels von 5.1'.: Wegen 5.2. kennen wir den Limes der Leray-Spektral-

sequenz
P P -
Rpj*Rj‘U > R"*qj*o'.
Die Spektralsequenz liefert die exakte Sequenz.
1 J Y & ot v
o0+ RI"(3') +R + 3J"R°J} .
37U 3 IIRI

Wir zeigen, da8 a ein Isomorphismus ist und infolgedessen einen trivialen
Kern hat. Zu diesem Zweck bedienen wir uns eines Diagramms, dessen Kommutati-

vitat aus |10|, 1.7.9 folgt.

1 o 1,, o 1
O-+H (Nu(s),B (NA(S)IH)J + R j*tj; - H (Nu(s),B (NX(S)'H)) + 0

| |=

o 1 . | o] 1
o+4H (Nu(s).ﬂ (Nl(s) H)) > ij j;l)'y + H (Nu(s).ﬂ (Nk(s) M) -0 .

Falls wir berdcksichtigen, daB N(s) Xkommutativ ist, sehen wir sofort ein,

daB der Pfeil links die Identitidt ist. Q.E.D.

Unser nichstes Ziel ist es, die Schnittkohomologiegruppen durch die Ko-
homologie der Erweiterung 3, U= 3. U auf § auszudricken. Wir bezeichnen

diese Erweiterung wieder einfach mit U .
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5.3. Proposition: (I) Fir 0<i <4, i # 2, gibt es einen natir-

lichen Isomorphismus
ntE 0 =« atE v .
(II) Es gibt eine exakte Sequenz
o+m?GE D) »82G,V0) »a2s™ U o .

Diese exakte Sequenz ist Gal(Q/Q)-dquivariant und besitzt eine Gal(®/@)-

dquivariante Zerfidllung durch

HZ“ (g, U) ~
S

~N
-
s

w2 (s,) w2V +o0.

Beweis: (I) Fir i = O ist offenbar
PEI N > e = 26U .
Die Leray-Spektralsequenz fGr j liefert eine exakte Sequenz
o » #' @30 » v .

Wegen 1.9. ist Hl(s,Ly) = nalcs,LY) = O . Daraus folgt die Behauptung

fir i1 = 1 . Sie besagt
ml (SIU) = 0 = ﬂl(gtv) -

Die Behauptungen beziglich i = 3,4 folgen jetzt aus der Poincarédualitéat.

(IL) Wir benutzen den in 1.8. gegebenen Ausdruck fir IiZ(EZLT) . Wegen (I)

erhalten wir eine exakte Sequenz

o+ u'(s”, ) » w5, U » 82@ V) » 82" V) »0.
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Es genligt zu zeigen, daB

Ker((s,U) + 823,00 = xerelsU) + w2,V .

Wié arbeiten wieder topologisch und benutzen das folgende Diagramm mit

exakten Zeilen und Spalten.

0 0
T A
]
a2(s>,0) + a?(s,U)
B N A

(5.3.1) o~»#u .U +uE 0 »uis, V) G0 o
s ' N S

#(s,V) = ai(s-.lf)

[+
C & A
a

al(s”,U) » al@s,V)

T T

0 o

Hier ist 9S der Rand einer zweckmdBig gewdhlten Umgebung von éw(m) in

S(@) , und a a, sind Teil der langen exakten Kohomologiesequenz

11
%
5.3.220 o = u' G,V ~a'”, 0y » gles, V)~ E V) »
5 s

%y

+ 52,0y » w2es,U) » 8 G0 » s V) = o .
s
Die zweite Null erscheint aus Dimensiohsgrﬁnden, dle erste wegen des Ver-

schwindens von HI(E,])T.

Die Behauptung (II) folgt offenbar aus den folgenden beiden Aussagen:

{(a) Der Restriktionshomomorphismus HZ(§,1>) -> az(s,Lf) induziert einen



- 94 -

Isomorphismus
zmmiqs,U) a3, 0n - Im(Hi{S,U) +u2s Uy .
{(b) Der Homomorphismus £ ist surjektiv.

Es genligt zu zeigen, da « surjektiv ist und o Null. Wir ddrfen

1 2

dabei S  durch eine seiner Zusammenhangskomponenten §n(s) ersetzen. Der

Einfachheit halber unterdriicken wir das s .

Wie bei dem Beweis von 5.2. ist eine tubulare Umgebung von éu(m) in
S{C) von einem Gebiet in % x% dberlagert. Die {Jberlagerungsgruppe ist

ein Quotient von B(s) , das in GL(2,1R) X GL(2,R) eingebettet wird.
B1 {b) @, {b) B2 (b) o, {b)
0 Y, (b) 0 Yz(b)
wobei Bl(b) ' Bz(h} und Yl(b) » Yo(b) konjugierte Einheiten aus O
sind. Den Rand 9S erhalt man, indem man £ >> 0 fixiert und den Quotien-
ten der Mannigfaltigkeit ((zx,zz)! Im L Im z2y = €} nach B(s) bildet.
Da man erst durch N(s) und danach durch M(s) teilen kann, sieht man

leicht ein, daB 38 ein Torusbindel mit zwei-dimensionalen Fasern tber dem

Kreisrand ist
T »+ 38 + C.

Kein Vektor aus Hl(T,Cr) ist von der Fundamentalgruppe von C fixiert

|14]. Infolgedessen ist

2 c,ut (2, Uy =t sl U = o,
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und die Leray-Spektralsequenz ergibt
am w35, Uy = awm w?as,U) = 1.
Nach (5.3.2) geniigt es zu zeigen:
© amal¢s™0) # 0, @ aia a:,,(s,U) 4 0.

Der topologische Raum Sw(a:) ist die Vereinigung einer Xette von Ku-

geln. Zwei benachbarte Kugeln schneiden sich in einem Punkt. Es sei Sw (@)

1]
das Komplement dieser singuliren Punkte und Jj" die Einbettung von SﬂB {c)
in S™(C) . Nach 5.2. und seinem Beweis besitzt die Garbe L) auf S ()

eine Filtrierung
o S Uo S Ul s e S vm = U L4

wobei Ua die i-dimensiocnale konstante Garbe ist und U j./ U:L-l L L1>0,
das Bild einer lckal konstanten 1-dimensionalen Garbe auf éa(m) unter j'; .

Wir folgern unschwer, daB Ho(sw,'U/ ‘U;) = 0 , und daB
o » #™ V) + wl U

exakt ist. Damit ist (c) bewiesen. Da das Verdier-Duale zu U - l)'u bis auf
Verschiebung und Twistung gleich Ufj ist, wobei {1 die zu Y kontragre-

diente Darstellung bezeichnet, folgt (d) aus (c) mittels der Poindarédualitit.

5.4. Bemerkung: Die Behauptung (II) von 5.3. wurde fir den Spezial-

fall der konstanten Garbe als lemma 2.3. formuliert. Filr diesen Spezialfall
gibt es einen einfacheren Beweis. Der gestrichelte Pfeil ist die direkte Sum-

me von Abbildungen, die durch die Spitzen parametrisiert werden.

g2 (F) -m—e-> BO(S™(8)) .

s (s)
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Man dberzeugt sich leicht, dafl Start und Ziel dieses Pfeils eine direkte Sum-
me von Kopien von Qz(~1) sind, die von den irreduziblen Komponenten der
exzeptionellen Kurve §u(s) indexiert werden und daB die Abbildung durch die
Schnittmatrix vermittelt wird. Die Behauptung folgt, weil die Schnittmatrix,
die durch die Aufldsung der Spitze s der normalen Fliche §k entsteht, ne-

gativ definit ist.
Wir bendtigen noch die folgende Aussage:

5.5. Proposition: Es sei S: eine irreduzible Komponente von 5”(5) .

Dann ist (i) H°(s°;,0) ein-dimensional (ii) H' (s, .Uy =o0.

Beweis: Die erste Aussage ist bereits klar. Fir die zweite Behauptung

benutzen wir die exakte Sequenz
o+ @, » 1@ »ale] @, D) » s sf@ V) v o,

o0 a!
wobei Q = Si(c) - Si {(€) aus zwei Punkten besteht. Der erste Raum ist ein-
dimensional und der 2zweite zwei-dimensional. Der dritte ist ein-dimensional,

weil die Einschrankung von 17' auf Si durch eine Darstellung der Funda-
mentalgruppe definiert ist, und die R3ume der Invarianten und Koinvarianten

der Darstellung beide die Dimension 1 haben. Q.E.D.
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§ 6. Ende des Beweises von Satz 2.4.: Anwendung der

Lefschetz'schen Fixpunktformel

~ Um die Lefschetz'sche Fixpunktformel aus SGA 5, III anwenden zu kdnnen,

missen wir die Heckekorrespondenzen auf S, einfihren.

X

Es seien ganz allgemein x1 und x2 zwei Schemata (separiert, von
endlichem Typ) iUber einem algebraisch abgeschlossenen Kdrper k . Es sei
X = x1 b x2 . Wir betrachten ein Cartesisches Diagramm, in dem alle Morphis-

men eigentlich sind.

E > D
da

v

c > X

c
Wir bezeichnen mit einem Index die Verkettungen dieser Morphismen mit den Pro-
jektionen P, und p, von X auf x1 und xz ¢ Z. B. c, =pjoc.
SchlieBlich fixieren wir I‘i. e Dctf(xi’gf.) , der triangulierten Kategorie der

konstruierbaren Komplexe von Qz—carben von endlicher Tor-Dimension.

Die Fixpunktformel bezieht sich auf zwei kohomologische Korrespondenzen,

eine kohomologische Korrespondenz mit Traigern in C von L1 nach Lz
L I |
ue Hcm(clLl,Rchz)
und eine kchomologische Korraspondenz mit Trigern in D wvon L?. nach Ll

!
ve Hom(dsz,RdlLl) .

Diese definieren Homomorphismen in der Kohomologie
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¥

»
* *
. >~
v*_ . HC(XZ'LZ) H (XI;LI) ’

die sich in natilirlicher Weise iUber Hc(xz,Lz) bzw. Hc(xi'l'l) faktorisie-

ren, wenn <, bzw. d2 eigentlich ist,

Es sei c, endlich und von endlicher Tor-Dimension (z. B. flach). Dann
definiert ein Element ¢ € Hom(ciLl,chz) eine kochomologische Korrespondenz
mittels Verkettung mit dem durch Adjunktion aus dem Spurhomomorphismus

H
c, 1°2L2 -+ L2 erhaltenen Homomorphismus c:zl’..2 > czl.z . Eine auf solchem Wege

definierte Korrespondenz nennen wir eine Korrespondenz erster Art. Wir bens-

tigen die folgende Aussage. Es sei xi ein abgeschlossenes Unterschema von

xi , L =1,2 , und es seien C' scxx(xixx') R Cj‘-=cx X! . Wir setzen

2 xi i
voraus, da8 c& =C' und daB C'¢& ci : so daB c¢' : C' » xi x xé definiert
ist. wWenn Lj'_ die Einschrinkung von L, auf x; ist, so definiert ¢ ein
Element ¢'e Hm(ci Li,ci Li) , und somit, falls cé wieder von endlicher

Tor-Dimension ist, eine kohomologische Korrespondenz u' von Li nach Lé -
Wegen der Vertrdglichkeit des Spurhomomorphismus mit Basiswechsel (SGa 4,

XVii, 6.2.3.) gilt:

6.1. Lemma: Das Diagramm

u

* Y
Hc(xl'LI) > H (Xz,Lzl
\L o
¥ ] N [} [
Hc (x ,Ll) " 2 H (XZ'LZ
a8

ist kommutativ.
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Wir nehmen als ndchstes an, da8 X und x2 glatte Schemata dersel-

1

ben Dimension sind, und daB die Morphismen di : D* X

sei U CD ein dichtes offenes Unterschema, das sich unter di isomorph

4 birational sind. Es

auf sein Bild projiziert. Wir haben also ein Driagramm folgender Art.

u
2 3 D
1 ]
fi;;\\‘\\‘; "//1;;

Wir nehmen an, da8 L

X X

2

1 und L2 die intermediiren Erweiterungen ein und

derselben lokal konstanten Garbe L auf U sind, und daB folgende interme-
didre direkte Bilder mit den gewShnlichen direkten Bildern dbereinstimmen:

jl!*DL . j!*L . jx*DL . j2!’? . Hier ist DL das Dnale von L i.-s. der Poin-

carédualitit (Verdier-duales). Wir definieren eine kohomologische Korrespon-

denz v wvon L2 nach L, als Verkettung von zwei Homomorphismen.

1

a¥y a’5. L » 3 L » ralz, = ra'y . 1
2 X2 2324 » 14 1 Ja b

Hier ist der erste Homomorphismus der offensichtliche, wdhrend der zweite

durch Dualisieren aus dem folgenden Homomorphismus entsteht.
3 ¥ o
° = = >
DRA; Ty, L = 4Py L = 443y, L = 4,3, PL L =
- j’*DL - Dj;*? .

Eine solche Korrespondenz nennen wir Korrespondenz zweiter Art. Im Fall, daB

Ll und L, die konstante Garbe Qk sind und daf D durch Aufblasen von

x1 in einem glatten Unterschema entsteht, sieht der Homomorphismus v  fol-

gendernaSen aus (Y; bezeichnet den exzeptionellen Divisor):
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“
42 PTy %
-

-2 -
H(XI) & H (Yi){-}) H (3(1) .

X *
B (X)) H (D)

Wir erwdhnen ohne Beweis die folgende Aussage. Sei ein kommutatives Diagramm

gegeben.

D' > D .

i

wobel m ein birationaler Morphismus ist. Falls wir annehmen, da8

e

denz zweiter Art v' einfthren. Fir die induzierten Homomorphismen auf der

L= j;; und j;*DL = j;DL . SO k&nnen wir eine kohomologische Korrespon-

Kohomologie gilt:

6.2, lemma: v; =V, Genauer ist das Bild auf D der kohomologi-~

schen Korrespondenz v' mit Trigern in D' (SGA 5, III, 3.2.) gleich v
] = .
m¥v) Ve

Wenn D gleich x1 und d1 die Identitit ist, so braucht man Glatt-
heit nicht mehr vorauszusetzen und die Korrespondenz zweiter Art ist auch
erster Art (allerdings in umgekehrter Richtung) und entspricht dem Homomor-
phismus ¢ : SZLZ *'LI = ij . Wenn eine Korrespondenz erster Art (C',$’')
von (x3.L3) nach (xz,Lz) gegeben ist, so kdSnnen wir deren Verkettung
(C*,$") bilden. Dabei ist ¢" = Pod' und C" durch das Cartesische Dia-

gramm definiert (SGA 5, 1II, 5.2.)

c" > €'x%xD

| !

X3XAXX1 ) XBKXZXXZ*XI
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Falls dz eigentlich ist, s0 gilt u" =v o u' ,
* * ®

Wir kehren jetzt zu der uns interessierenden Situation zurick und fixie-
ren ein g e:G(A?) . Wir werden ein Paar kohomologischer Korrespondenzen kon-
struieren. Dabei ist x1 gleich lezl und x2 gleich SK.ZZ
vie im § 1| eine gegebene K-zuldssige Zerlegung ist, wihrend 22 noch zu

, wobei 21

w&hlen ist.

Es sei s ein SPitze {1.2.). Die Transformierte von s unter g ist
die Spitze s°g , die man erhdlt, indem man den Homomorphismus ¢(s) nach
Af(l?)2 durch g-1° ¢{s) ersetzt. Die Zerlegung Zl(s) liefert somit eine
Zerlegnqg fiir s*g , die aber vielleicht nicht zulissig ist, weil die "Glatt-
heitsbedingungen” c) und 4d) in der Definition 1.4. verletzt sein k&nnen, die
wir aber in eine zuldssige Zerlegung thsg) verfeinern kdnnen. Wir kdnnen

sogar annehmen, @aB die Vereinigung L, = {22(5)} K~zulassig ist.

Es sei K' =X I"igmg'-1 . Jede K'-Spitze bestimmt zwei K-Spitzen s = s'
und s'+*g . Aus der Zerlegung Zz(s'g) erhalten wir eine Zerlegung XL’'{s')
fir s' . In der Tat &ndern sich beim (Jbergang von s' zu s'g der Vektor-
raum H(s') und seine Positivitit nicht. Weil aber im allgemeinen

N(s'g) + N(s') , ist L'(s') wvielleicht nicht zulissig. Trotzdem kdnnen wir

-~

das Schema C = § bilden ]25], das aber nicht mehr glatt zu sein braucht.

K',Z!
Wegen der Inklusionen N(s')C N{s) , N(s') C N(s'g) und weil I' eine Ver-

feinerung von 21 bzw. I, ist, erhalten wir Morphismen

2

¢, = R(1) : C+X ,c, = Rlg : C*+X

1 2"

Dabei ist c2 endlich und flach.
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Uber dem “endlichen Teil" SK' wird der Homomorphismus

X T
¢(g) : RV U + rRte) U

wie in [20{ oder {3{ definiert. Wir bezeichnen mit demselben Symbol [)'

das lokale System auf S , und seine intermediire, 4. h. nach 5.1. gewdShn~-

xl

liche, Erweiterung auf § . Wir erweitern den Homomorphismus ¢(g) auf

Kl 'zl
ganz §K' g+ » indem wir ihn als Verkettung schreiben
[

rRUFD + D'+ rtU .

Der erste Homomorphismus entsteht wie bei der Definition einer kohomologi-
schen Korrespondenz zweiter Art. Seine Einschrinkung auf SK' ist die Iden-
titit. Fir die Definition des zweiten Hambmorphismus beachtet man, daB, weil

R(g) endlich und flach ist,
* %
Iy R@ U= rig 3 .

und somit der Funktor des direkten Bildes den Uber dem endlichen Teil gegebe-
nen Homomorphismus ¢(g) erweitert. Insgesamt haben wir eine kohomologische

Korrespondenz erster Art erhalten.

Es sei I eine gemeinsame K~zulidssige Verfeinerung von 21 und 22 .

Wir setz =g .
r en D SK,E

D = S x § .
K,21 K.Zz

Wegen 5.1. kdnnen wir eine kohomologische Korrespondenz zweiter Art v mit

Tragern in D definieren. Wir erhalten einen Endomorphismus von H*igx I ,17):
!
1

u

86, .0 oG A S )
( K'zll ) H ( x'zzl ) sx'zil ) -
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% _ N
Der Untermodul X (SK'U) von H (sK £ ,U) {(vgl. 5.3.) wird dabei
14
1
in sich fiberfihrt und der so erhaltene Endomorphismus stimmt nit dem von
Brylinski und Labesse (8 [ definierten dberein: es ist der Heckeoperator

T(g-l) . Wir erhalten einen Endomorphismus auf dem Quotienten (vgl. 5.3.)

2 = 2> 2 -
H (sK'ZI.U) = u <sK'zl.U>/m G V) .

Wir behaupten nicht, daB wir auf H (EK L.* U) eine Aktion der Heckealgebra
?
1

definiert haben und behalten uns das Recht vor, £, wvon g abhlngig zu ma-

1
chen und sogar wihrend des Beweises abzudndern. Die Wirkung auf H™ (-S-K,v)

ist von 21 unabhingig.

Wi;' haben bisher nicht den Grundkdrper explizit genannt. Die auftreten~
den Schemata sind alle Uber z(p) definiert. Wegen der Bemerkungen tber
Basiswechsel nachvd_er Formulierung von 5.2. k&nnen wir zur speziellen Faser
dbergehen. Obgleich es auf die allgemeine Faser ankommt, ist der Vorteil der,
daB die Aktion einer negativen Potenz der Frobeniussubstitution auf der Koho-
mologie von der Wirkung einer positiven Potenz " des Frobeniusmorphismus
herkommt. Man baut das &" leicht in die Definition der kohomologischen Kor-
respondenz u ein, indem man R(g) durch R(g)tbn ersetzt und den Homomor=-

phismus ¢(g) entsprechend abidndert. Ab jetzt ist der Grundkdrper ein alge-

graischer Abschlufl von IE’p .

Wir wollen die Lefschetz'sche Fixpunktformel anwenden. Es sei & der
dualisierende Komplex auf E (vgl. SGA 5, III, 1.3.). Man kann das Cuppro-

dukt

o
<u.V>E € H (E'!%)

zweier kohomologlscher Korrespondenzen definieren (loc. cit. 4.2.). Falls
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el

E + Spec k eigentlich ist, so definiert der Adjunktionshomomorphismus

o]

: KE * Qi den Spurhomomorphismus

]+ BEx) + g .
E

6.3. Satz: Es seien x1 und X2 eigentlich dber Spec k , so daB
die Homomorphismen u* und v, auf der gesamten Kohomologie definiert sind,
und insbesondere

. x ¥
v* . H (XI'LI) +- H (XZ,LZ) .

Fir <u_! ,\; > , die alternierende Summe von Spuren von vku*, gilt:

<u*,v > = j <a,v>

x £ E

Falls E die disjunkte Vereinigung Qon E' und E" 1ist, so ist

f <u,v>E = f <u,v>g, + f <u,v>
E B! E"

Ell
Das Cupprodukt 138t sich lokal in der Etaltopologie berechnen {(loc. cit.,
4.2.). In dem uns interessierenden Fall ist die Fixpunktmenge E des Paares

u,v eine Vereinigung von zwei Mengen: einer endlichen Menge von Punkten,

deren Bild in S _XxX g liegt und einen Bestandteil én . dessen zugrundelie-

K K

o5 o oD
gende Menge in S X s liegt. Wir betrachten nur den Beitrag von E

K,Zl K,£2

zur Lefschetz'schen Fixpunktformel, 4. h. den Spitzenbeitrag. Fiir den anderen
Teil vgl. iBl, oder lle (wo abexr keine Heckeoperatoren auftauchen). Unser
Ziel ist es, den Beweis des folgenden Satzes zu skizzieren.

6.4. Satz: fw <u,v> _ ist gleich der Spur von T(g-1)~ " auf
E E

2 o™
1 ‘Sx,zl'm )
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Aus diesem Satz folgt 2.4': Falls man die linke Seite der behaupteten
Identitit mit der Lefschetz'schen Fixpunktformel und die rechte Seite mit
der Selberg'schen Spurformel entwickelt, so hebt sich der Beitrag der Fix-
punkte im Endlichen links gegen die zentralen und elliptischen Beitrige
rechts auf. Weil der parabolische Beitrag rechts verschwindet, folgt 2.4°'.

aus 6.4. (fir Einzelheiten vgl. fBi).

Das Schema E_ ist eine disjunkte Vereinigung uz(s') und dementspre-~

chend '

6.4.1) [ <uw> =7 [ <a,v>
E E E{(s')

E(s')

Die Summe erstreckt sich iber alle Fixspitzen, d. h. diejenigen Spitzen 8!,
fir die s' und ¢"+s'+g aquivalente K-Spitzen sind. Wir wollen die Form

der lﬁorrespondenzen in der Nihe einer Fixspitze beschreiben.

Falls s' dem Modul H(s’} und dem Homomorphismus ¢(s') entspricht,

so entspricht die Spitze ¢"+s'sg dem Modul H(s') .und dem Homomorphismus
gt episy -y,

wobei (1.3.)
$ : h*@h* + p sh' 8h" .

Weil s' eine Fixspitze ist, gibt es einen Endomorphismus vy von
O+ H'(s') > H(s') = H"(s') - O , der die Positivitit erhidlt und ein k€K,

so daB

6.4.2) xlegligsyeyey = d(s") .
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Es seien a und 4 die Eigenwerte von Yy auf H'(s') und H"(s') , und
Hiy) = -3- . Dann ist u_l {y) * H{s'g) = N(s) und u-I (y) = N{(s') N(s) . Es
sei Zé(s} = 11('\.()"1 . Ez(a'g) . Hier bezeichnet s die zu s' gehdrige
K-Spitze. Die zwei Zerlegungen Zl(s) und Zé(s} definieren wie in § 1

toroidale Einbettungen 3.(1 , X, des Torus mit dualer Charaktergruppe N(s) .

2
Entsprechend definiert L'(s') eine toroidale Einbettung C des zu N(s')

gehdrigen Torus und die Inklusionen N(s'} -+ N(s) , u-l(Y) : N{s') =+ N(s)

definieren einen Morphismus

c c+x1 xz

Lokal fir die Etaltopologie stimmen ¢ und ¢ {berein. Die Lokalisierung

-~ -~

d:D~+ X, x 322 ist durch eine gemeinsame Verfeinerung der Zerlegungen

L,(s) und Ij(s) gegeben: B, X, und ¥, sind toroidale Einbettungen ein

2

1

und desselben Torus.

Man iiberzeugt sich unschwer, daf E(s') leer ist, falls
onN u_‘l (§*v)o = @ £ir jeden Kegel O aus Zl(s) und jedes 4§ & B(s) . Far
festes g und n treten modulo {{(6) ‘6 € B(s)] nur eine endliche Aanzahl
von Zahlen W(y) auf. Folglich kdnnen wir Xl von vornherein so wdhlen, daB

(6.4.3). Falls g€ 21 {s8) und & @ M(s) , so folgt aus
-1 »*
onu ((YSloa#@ : u(d-v)e g .

Eine Spitze s' , fir die es solche ¢ und § gibt, nennen wir wesentlich.

Wir kdnnen die Summe (6.4.1) auf die wesentlichen Spitzen beschrinken. Weil

pn . % dann eine rationale Zahl ist, die eine p-adische Eirheit ist, folgt

la] # la] .
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Die Bomomorphismen u, und Ve operieren auf der Kohomologie mit Tri-
gern, d. h. wenn Yl c-lll{1 ein abgeschlossenes Unterschema ist und die Ein-

schrdnkung des Morphismus ¢ auf das inverse Bild von ¥, in C sich dber

1

Yl X Yz c x1 X x2 faktorisiert, so ist

*(X L)) C 8*(
cll Yz

ux(BYl xz'Lz’ .

Nach 5.3. kénnen wir den Quotienten Hz (s: I ,v) als Untermodul sz (SK,D)
1 s
interpretieren. Falls s' eine Pixspitze idber der K-Spitze s ist, so erhal-

ten wir einen Endomorphismus von Hza (SK T ,D) , indem wir C durch eine
[ 4
1

S (s)
hinreichend kleine Umgebung von s7(s') = S;, L {(s') ersetzen. Wir bezeich-
nen seine Spur mit ©(s') . Dann ist
(6.4.4) Spur T(g 1) - &7 az(s;z ,U) = 5§ 1 esn.
1 s s'*s
Die Summe erstreckt sich {iber alle Fixspitzen, die iber einer gegebenen

K-Spitze liegen.

2z =
6.5. Hilfssatz: H ‘SK,Z'U’ “»eu, (5 ;) . pavei durch

l3uft s:(s) die irreduziblen Komponenten von Sw(s) .

Das folgt mit der Mayer-~Vietoris-Sequenz. Man benutzt, daB bis auf eine
Verschiebung und Twistung das Duale Duu gleich ?)ﬁ ist. Aus diesem
Hilfssatz folgt, daB 8(s') = 0 , falls s' nicht wesentlich ist. Der Satz

6.4. folgt somit aus folgender Aussage.
6.6. Satz: Es seli s' wesentlich. Dann ist
8¢(s*)

j'lz(s') WVpisr)

Wir betonen, daB die linke Seite nur von der strikten lLokalisierung um Su(s')
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o o o
und S (s) , genauer um SK,Z(S Y . sxtzl(s) und SK.ZZ(S)

rechte Seite hangt nur von der strikten Lokalisierung der Korrespondenzen

, abhingt. Die

um die Bilder von E(s') in C , D und "X ab. Das Bild eines Punktes von

E in x1 nennen wir einen Fixpunkt, das Bild eines Punktes von E(s')

einen Fixpunkt von E(sS') . Um den Beitrag eines Pixpunkts ven E(s') zur

rechten Seite zu berechnen, kdénnen wir X %X, und die Korrespondenzen

1" 72

~~

durch 21 » X, und €, D ersetzen.

Nach (6.2.) und den darauffolgenden Bemerkungen dirfen wir dabei die
Zerlegqungen Zl(s) . Zz(s)., zi(s) . L{s) abandern. Weil s' wesentlich
ist, kdnnen wir annehmen, daB fiir das in (6.4.2) auftretende Y die Zahl
H{y) <rxational ist. Dann ist’ Xé(s) = Zz(s) und folglich dirfen wir alle
Zerlequngen identisch wdhlen. Dann hat die Xorrespondenz C die folgende Ge~-

stalt, Falls ¢ ein Kegel aus I(s) istund x = X

X y = xp die entspre-

chenden Koordinaten, so ist C gegeben durch:

(6.6.1) xf Sy

= X Yf = Yg .
Dabei ist u(y) = % . Die Fixpunkte sind gegeben durch

x=0, y6 =-ya oder y =0, x6 = xu .

Sie sind isoliert.

Entsprechende Bemerkungen lassen sich auf die Berechnung von §&(s')
anwenden. Wir kdnnen somit annehmen, da8 D die Diagonale ist und beide

Projektionen von € nach X, endlich. Weil die duale Korrespondenz {im Sin-

i
ne von SGA 5, III, 5.1.) dieselben lokalen Beitridge zur Fixpunktformel lie-

fert, dirfen wir weiterhin annehmen, da o > § .
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Wir wenden das Lemma 6.1. an mit xi = 5”(5) . Das ist gerechtfertigt,

weil @ > § und die abgeschlossenen Unterschemata C' , C!

1’ ci von C

durch die folgenden Gleichungen definiert sind.

e X =-x6 = yu = ys =0
c: = xa=ya=0

. 8 8
CZ : x =y =0,

Somit ist der von 8(s') auf Hz(sa(s),l)) induzierte Endomorphismus iden-
tisch mit dem direkt durch die kohomologische Korrespondenz auf §u(3) de-
finierten Endomorphismus. Wir ordnen jedem Kegel ¢ aus Xl(sl die irreduzi-
ble Xomponente §m(c) von §m(s) zu, die durch xu = O gegeben ist. Dann

ist

2 (s™s),V) = o w?s™ ), U) .

wobei sich die Summe {ber ein volles Reprisentantensystem von nicht-iquiva-
lenten O erstreckt. Der Endomorphismus erhilt diese Zerlegqung. Es sei 8(g)
sSeine Spur auf Bz(éw(c),l7) . Die alternierende Summe der Spuren des von
der kohomologischen Korrespondenz auf der Kohomologie H (SQ(G);LT) definier-
ten Endomorphismus kann mit der Lefschetz'schen Fixpunktformel berechnet wer-
den. Da sich die Korrespondenz lokal als Produkt (i. S. von SGA 5, III, 5.3.)
erxweist, sind die lokalen Beitr&ge leicht zu berechnen. Inséesondara ist der
Beitrag des Punkts x,, = xu, = O gleich der Spur auf dem nach 5.5. l-dimen-
sicnalen Raum Hp(éw(c),lh . Weil nach 5.5. Hi(éw(c),lr) = O , erhalten wir
8(c) als die Summe der lokalen Beitridge der Punkte auf Sm(c) mit Xy ¥ 0
zur Lefschetz®'schen FPixpunktformel auf §m(a) . Wir bezeichnen mit ¢(g) die

g
Summe der lokalen Beitrdge zu f <u,v> der Fixpunkte, die auf S (0}

B(s") E(s')
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und fiir die X0 # O . Es geniigt zu zeigen: -
(6.6.2) €{o) = 6(g) .

Nach Erweiterung des Grundkdrpers @ finden wir eine Filtration des
Raumes V mit 1-dimensionalen Quotienten, die invariant under der Aktion
von N{(s}] und von u(y}] ist. Auf diese Weise erhalten wir eine Filtration

der Garbe [J auf kl .
oc VU, eV, ... 'Dmav .

Der lokale Beitrag ist die Summe der lokalen Beitrdge der graduierten Bestand-
teile (SGA 5, III, 4.13.).
m m
e = § g , 8@ = § 0.0 .
. i i
i=1 i=1
Wir wollen zeigen, daB die lokalen Beitrige eines gegebenen Punktes 2u ei(c)
und Gi(c) tbereinstimmen. Auf dem graduierten Bestandteil operiert u(y)
als skalar, den wir auf beiden Seiten fallenlassen. Da die Korrespondenz lo-
kal ein Produkt ist, fithrt man die Berechnung auf Kurven zurick. Weil a > §,

erhalten wir in einem Fixpunkt mit Koordinaten (xx,xu) :

(1) t’iluua_l # 0 im Pixpunkt. Der Beitrag ist & , wenn xu =0, %, £0,

2
aund 6 , wenn Xy = xu =0 .

{2) 1:71/1);_1 = 0 im Pixpunkt. Der Beitrag ist Null. Insbesondere sind die

Beitrige gleich.
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