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ABSTRACT. Our aim is to give a complete classification of bilinear
forms which are good of height2 over a field of characteristic2, i.e.,
those whose anisotropic parts over their function fields aresimilar to bi-
linear Pfister forms which are definable over the ground field.

RÉSUMÉ. Notre but est de donner une classification complète des formes
bilinéaires qui sont bonnes de hauteur2 sur un corps de caractéristique
2, i.e, celles dont la partie anisotrope sur leurs corps de fonctions est
semblable à une forme bilinéaire de Pfister définissable sur le corps de
base.

1. INTRODUCTION ET ŔESULTATS PRINCIPAUX

Soit F un corps commutatif de caractéristique2. Toutes les formes
bilinéaires considérées dans cet article sont supposées symétriques,
régulières et de dimension finie.

Pour une extensionL/F , on dit qu’uneL-forme bilinéaire (ou quadra-
tique)B est définissable surF s’il existe uneF -forme bilinéaire (ou quadra-
tique)C tel queB ≃ CL. SiC est unique, alors on dit queB est définie sur
F parC (≃ désigne l’isométrie des formes).

Pour tout entiern ≥ 1, on noteBPn(F ) (resp. GBPn(F )) l’ensemble
des formes bilinéaires isométriques (resp. semblables) à desn-formes
bilinéaires de Pfister. On désigne par〈a1, · · · , an〉b la forme bilinéaire
a1x1y1 + · · · + anxnyn poura1, · · · , an ∈ F ∗ := F − {0}.

SiB est une forme bilinéaire d’espace sous-jacentV , on noteB̃ la forme
quadratique définie surV par: B̃(v) = B(v, v) pour toutv ∈ V . Il est clair
queB̃ ne dépend que de la classe d’isométrie deB.

À toute forme bilinéaireB non nulle, on associe sa tour de déploiement
standard(Fi, Bi)i≥0 donnée de la manière suivante:

{
F0 = F et B0 = Ban

Pourn ≥ 1 : Fn = Fn−1(Bn−1) et Bn = ((Bn−1)Fn
)an,
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où pour toute forme bilinéaireC, on notedimC sa dimension,Can sa par-
tie anisotrope, etF (C) le corps de fonctions de la quadrique projective
d’équationC̃ = 0. La hauteur deB, qu’on noteh(B), est le plus petit
entierh tel quedimBh ≤ 1. La classification des formes bilinéaires de
hauteur1 est comme suit:

Théorème 1.1.([19, Th. 4.1]) Une forme bilińeaire anisotropeB est de
hauteur1 si et seulement si il existe une forme bilinéaire de Pfisterπ =
〈1〉b ⊥ π′ tel queB soit semblablèa π ouπ′ suivant quedimB est paire ou
impaire (⊥ désigne la somme orthogonale).

Cette classification permet d’attacher à toute forme bilinéaireB un in-
variant numérique, notédeg(B) et appelé le degré deB, comme suit: Si
(Fi, Bi)0≤i≤h est la tour de déploiement standard deB avech = h(B),
alorsBh−1 est de hauteur1, et doncBh−1 correspond à uneFh−1-forme
bilinéaire de Pfisterπ au sens du théorème 1.1. La formeπ est appelée la
forme dominante deB. Si dimB est paire, le degré deB est l’entierd tel
quedim π = 2d. Sinon, on dit queB est de degré0. La formeB est dite
bonne lorsque la formeπ est définissable surF . Dans ce cas, on sait queπ
est définie surF par une forme bilinéaire de Pfister [19, Prop. 5.3].

1.1. Classification des formes bilińeaires bonnes de hauteur 2.
Évidemment, toute forme bilinéaire de hauteur1 est bonne. La classifica-
tion des formes bilinéaires bonnes de hauteur2 et de degré0 est donnée
dans [20, Prop. 5.9]. Dans [20, Th. 5.10], on a classifié les formes
bilinéairesB qui sont bonnes de hauteur2 et de degréd > 0, à l’exception
du casdimB = 2k ≥ 2d+2. Récemment dans [22], en collaboration avec
Rehmann, on a répondu à ce cas ouvert lorsqued = 1 ou 2. Notre premier
résultat dans cet article est le théorème suivant qui donne une classifica-
tion complète des formes bilinéaires bonnes de hauteur2 et de degré non
nul quelconque. En prenant en compte les résultats de [20, Th. 5.10], on
obtient:

Théorème 1.2.SoientB une forme bilińeaire anisotrope, etτ ∈ BPd(F )
anisotrope. Alors,B est bonne de hauteur2 et de forme dominanteτ si et
seulement si l’une des deux conditions suivantes est vérifiée:
(1) dimB = 2m − 2d pour un certainm ≥ d+ 2, etB ≃ ρ⊗ τ avecdim ρ
est impaire etB ⊥ 〈det ρ〉b ⊗ τ ∈ GBPm(F ).
(2) dimB = 2n pour un certainn ≥ d + 1, etB ≃ xθ ⊗ (λ′ ⊥ 〈y〉b) avec
x, y ∈ F ∗, θ ∈ BPd−1(F ), λ = 〈1〉b ⊥ λ′ ∈ BPn−d+1(F ) etτ ≃ θ⊗〈1, y〉b
tel queB̃ soit semblablèa θ̃ ⊗ λ lorsquen ≥ d+ 2.

Les résultats obtenus auparavant dans [20, 22] sur la classification des
formes bilinéaires bonnes de hauteur2 et de degréd > 0 ne mentionnent pas
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la propriété de divisibilité par une forme deBPd−1(F ), comme décrit dans
la condition (2) du théorème 1.2. Ceci nous est possible après avoir montré
que le théorème classique d’Elman et Lam sur la liaison desformes quadra-
tiques de Pfister en caractéristique6= 2 s’étend au cas des formes bilinéaires
en caractéristique2 (Théorème 3.6), ce qui répond par l’affirmative à [21,
Question 6.4].

Le théorème 1.2 vient répondre positivement à [20, Question 5.12], et
se met en parallèle avec la classification des formes quadratiques bonnes
de hauteur2 en caractéristique6= 2. Plus précisément, on sait qu’en car-
actéristique6= 2, une forme quadratique anisotropeϕ qui est bonne de hau-
teur2, de degréd > 0 et de forme dominanteτ est de l’un des deux types
suivants:

TYPE I: soit ϕ est divisible parτ et voisine d’unem-forme de Pfister,
m ≥ d + 2, et de forme complémentaire semblable àτ [15, Lem. 10.1],
en particulier,dimϕ = 2m − 2d. Ceci ressemble à ce qui est décrit dans la
condition (1) du théorème 1.2, puisqu’une forme bilinéaire bonne de hau-
teur2 vérifiant cette condition est aussi une voisine de Pfister ausens de la
définition 1.3 (voir l’assertion (2) de la proposition 1.5).

TYPE II: soit ϕ n’est pas une voisine de Pfister, de dimension2d+1 et
ϕ ≃ θ ⊗ ψ avecdimψ = 4 et θ une(d − 1)-forme quadratique de Pfister
(on combine [12, Prop. 4.3(b)], [9] et [24]1, et on procède de la même façon
comme dans la preuve du théorème A.1). Ceci entre dans le cadre de la
condition (2) du théorème 1.2. Dans notre cas, on a des formes bilinéaires
B bonnes de hauteur2 et de dimension2deg(B)+k pour tout entierk ≥ 1
[20, Exam. 5.11], et que certaines de ces formes bilinéaires peuvent être
des voisines de Pfister (voir la proposition 1.5). Pour cetteraison, on va se
baser sur un argument de descente inspiré de [22] pour classifier ces formes
bilinéaires, puisque la preuve suggérée en caractéristique 6= 2 [12, Prop. 4.3
(b)] ne s’étend pas aux formes bilinéaires de dimension paire> 2deg(B)+1.

Contrairement aux formes bilinéaires, la classification des formes
quadratiques bonnes de hauteur2 en caractéristique2 se fait plus facile-
ment, et se calque, dans le cas des formes non singulières, sur celle donnée
en caractéristique6= 2. Nous la donnons dans cet article dans le but d’avoir
une vision complète sur les formes bilinéaires et quadratiques bonnes de
hauteur2 en caractéristique2.

1.2. Formes bilinéaires bonnes de hauteur2 et leurs formes dom-
inantes. Cette sous-section concerne le comportement des formes
bilinéaires bonnes de hauteur2 sur les corps de fonctions de leurs formes

1Ce résultat est prouvé en caractéristique0, mais il s’étend à toute caractéristique par
un argument de relèvement comme on l’a fait dans la preuve dela proposition A.4.
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dominantes. Afin de détailler cette question, on rappelle la notion de forme
bilinéaire voisine de Pfister:

Définition 1.3. ([19, Def. 5.1]) Une forme bilińeaireB est dite une voisine
d’une forme bilińeaire de Pfisterρ si 2 dimB > dim ρ et s’il existe une
forme bilińeaireC tel queB̃ ≃ C̃ etC est semblablèa une sous-forme de
ρ.

Comme dans la définition 1.3, la forme de Pfisterρ n’est pas unique à
isométrie près, et la formeB vérifie vis-à-vis deρ les propriétés classiques
que vérifient les formes quadratiques voisines [19, Prop. 5.2, 5.3]. Dans cet
article, on va se servir de la caractérisation suivante desformes bilinéaires
voisines de Pfister:

Proposition 1.4. ([20, Prop. 3.8]) Une forme bilińeaireB anisotrope est
une voisine d’une forme bilińeaire de Pfister si et seulement siB̃ est une
quasi-voisine de Pfister (voir le paragraphe qui suit la proposition 3.2).

Les formes bilinéaires bonnes sont caractérisées commesuit. D’après
[20, Prop. 5.3], on sait qu’une forme bilinéaireB, de hauteur quelconque,
est bonne de degréd > 0 si et seulement si il existeτ ∈ BPd(F ) tel que
deg(B ⊥ τ) ≥ d + 1. Dans ce cas,τFh−1

est la forme dominante deB,
où (Fi, Bi)0≤i≤h est la tour de déploiement standard deB avech = h(B).
SiB est de degré0, alorsB est bonne si et seulement siB ⊥ 〈detB〉b est
bonne, dans ce cas les formesB etB ⊥ 〈detB〉b possèdent la même forme
dominante. Les mêmes résultats sont vrais en caractéristique 6= 2 pour les
formes quadratiques bonnes.

Aussi, en caractéristique6= 2, une forme quadratique anisotropeϕ qui
est bonne mais non voisine, de hauteur2 et de degréd > 0 satisfait à la
condition queϕK est semblable à une(d + 1)-forme de Pfister anisotrope,
où K est le corps de fonctions de sa forme dominante [15, Lem. 10.1],
[9]. Pour établir l’analogue de ce résultat en caractéristique2 pour les
formes bilinéaires bonnes de hauteur2, on va se baser sur la notion de degré
normique introduite dans [10, Section 8]. Cette notion permet, grâce à la
proposition 1.4, de savoir si une forme bilinéaire anisotrope est une voisine
de Pfister. On va distinguer entre les formes bilinéaires dedegré non nul et
celles de degré nul.

(1) Cas des formes bilińeaires bonnes de hauteur2 et de degŕe> 0: Dans
la proposition qui suit, on donne des conditions nécessaires et suffisantes
pour qu’une forme bilinéaire anisotrope bonne, de hauteur2 et de degré
non nul, reste anisotrope sur le corps de fonctions de sa forme dominante:

Proposition 1.5.SoitB une forme bilińeaire anisotrope de dimension paire
(i.e.,deg(B) > 0). On suppose queB est bonne de hauteur2 et de forme



LES FORMES BILINÉAIRES BONNES . . . EN CARACT́ERISTIQUE 2 5

dominanteτ ∈ BPd(F ). Alors, on a les affirmations suivantes:
(1)BF (τ) est isotrope si et seulement siBF (τ) est ḿetabolique.
(2) La formeBF (τ) est isotrope dans les cas suivants:

(i) dimB n’est pas une puissance de2.
(ii) dimB = 2n avecn ≥ d+ 2.
(iii) dimB = 2d+1 avecndegF (B̃) = 2d+1.

(ndegF (B̃) désigne le degŕe normique dẽB, voir le paragraphe suivant la
proposition 3.2.)
Dans les trois cas (i)-(iii), la formeB est une voisine de Pfister.
(3) SidimB = 2d+1 et ndegF (B̃) > 2d+1, alorsBF (τ) ∈ GBPd+1(F ) et
anisotrope, etB n’est pas une voisine de Pfister.

La réciproque de l’assertion (3) de la proposition 1.5 est donnée par
l’assertion (3) de la proposition suivante:

Proposition 1.6. Soientd ≥ 1 un entier,B une forme bilińeaire anisotrope
de dimension2d+1, etC une forme bilińeaire anisotrope. On suppose que
BF (C) ∈ BPd+1(F (C)) et anisotrope. On a les affirmations suivantes:
(1) SidimC > 2d+2, alorsB ∈ BPd+1(F ).
(2) SidimC > 2d, alorsB ∈ GBPd+1(F ).
(3) SidimC = 2d etB n’est pas une voisine de Pfister (ou plus faiblement,
B n’est pas semblablèa une forme de Pfister), alorsB est bonne de hauteur
2, de degŕe d dont la forme dominanteτ satisfaità la condition quẽτ est
semblablèa C̃. Dans ce cas, on andegF (B̃) > 2d+1.

Cette proposition étend aux formes bilinéaires en caractéristique2 un
résultat de Kahn [12, Prop. 4.2]. En combinant le théorème 1.2 et la
proposition 1.6, on obtient le corollaire suivant qui montre que le corps
de fonctions d’une forme bilinéaire anisotrope de dimension2n (en partic-
ulier, celui d’une forme deBPn(F )) satisfait à la descente pour les formes
deBPn+1(F ):

Corollaire 1.7. Soientn ≥ 1 un entier,C une forme bilińeaire anisotrope
de dimension2n, etB une forme bilińeaire anisotrope de dimension2n+1.
SiBF (C) ∈ BPn+1(F (C)) et anisotrope, alors il existeρ ∈ BPn+1(F ) tel
queBF (C) ≃ ρF (C).

L’analogue de ce corollaire pour les formes quadratiques encar-
actéristique6= 2 est dû à Rost pourn = 3 [12, Th. 4.3], et à Kahn pour
n quelconque [12, Prop. 4.3 (b)].

(2) Cas des formes bilińeaires bonnes de hauteur2 et de degŕe 0:
L’isotropie d’une telle forme sur le corps de fonctions de saforme domi-
nante se ramène à la proposition 1.5 comme indiqué dans l’assertion (2) de
la proposition qui suit.
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Proposition 1.8. SoitB une forme bilińeaire anisotrope de dimension im-
paire (i.e.,deg(B) = 0). On suppose queB est bonne de hauteur2 et de
forme dominanteτ ∈ BPd(F ). Alors,dimB ≥ 2d + 1, et on a les affirma-
tions suivantes:
(1) SidimB = 2d + 1, alorsBF (τ) est isotrope.
(2) Si dimB > 2d + 1, alors B ⊥ 〈detB〉b est bonne de hauteur2 et
de forme dominanteτ , et on a queBF (τ) est isotrope si et seulement si
(B ⊥ 〈detB〉b)an est isotrope surF (τ).

Le reste de cet article est organisé comme suit. Dans la section 2, on
fera quelques rappels sur les formes bilinéaires et quadratiques en car-
actéristique2. La section 3 sera consacrée à des résultats préliminaires,
et plus particulièrement à la généralisation aux formes bilinéaires en car-
actéristique2 du résultat d’Elman et Lam sur la liaison des formes quadra-
tiques de Pfister en caractéristique6= 2. Ceci permettra, entre autres, de
retrouver un autre résultat de liaison dû cette fois-ci àAravire et Baeza
(Proposition 3.7). Après cela, on donnera les preuves des résultats qu’on
vient d’énoncer. Comme on va le voir, ces preuves sont propres aux formes
bilinéaires en caractéristique2, et utilisent des notions et des résultats dont
on n’a pas un analogue en caractéristique6= 2, comme la notion de corps
normique et le résultat décrivant de manière complète le noyau de Witt du
corps de fonctions d’une forme bilinéaire quelconque (Th´eorème 3.3). On
finira cet article par un appendice donnant la classificationen caractéristique
2 des formes quadratiques bonnes de hauteur2.

Remerciements.Cet article aét́e achev́e durant un śejour à Max-Planck-
Institut für Mathematik pendant la ṕeriode Mars-Avril 2009. Je suis très
reconnaissant̀a cette Institution pour son hospitalité.

2. QUELQUES RAPPELS

Une forme bilinéaire (ou quadratique)B′ est dite une sous-forme d’une
autre formeB, ce qu’on noteB′ ⊂ B, s’il existe une forme bilinéaire (ou
quadratique)B′′ tel queB ≃ B′ ⊥ B′′.

Deux formes quadratiques (ou bilinéaires)B etC sont dites semblables
siB ≃ αC pour un certainα ∈ F ∗.

Pour une forme bilinéaireB d’espace sous-jacentV , on noteDF (B)

l’ensembleF ∗ ∩ {B̃(v) | v ∈ V }.

2.1. Décomposition de Witt raffinée d’une forme bilinéaire. Poura ∈

F , on noteMa la forme bilinéaire donnée par la matrice

(
a 1
1 0

)
, on

l’appelle un plan métabolique. Une forme bilinéaireB est dite isotrope
(resp. métabolique) siMa ⊂ B pour un certaina ∈ F (resp. si elle est
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une somme orthogonale de plans métaboliques). Une forme bilinéaire (ou
quadratique) est dite anisotrope si elle n’est pas isotrope.

Pour deux formes bilinéairesB et B′, on noteB ∼ B′ s’il existe des
formes métaboliquesM etM ′ tels queB ⊥M ≃ B′ ⊥M ′.

La décomposition de Witt d’une forme bilinéaireB est son écriture sous
la forme:

B ≃ Ban ⊥ M,

oùBan est une forme bilinéaire anisotrope, etM est une forme métabolique.
On sait par [14, 23] que la formeBan est unique, on l’appelle la partie
anisotrope deB. L’indice de Witt deB est l’entierdimM

2
, on le noteiW (B).

La décomposition ci-dessus peut être raffinée comme suit:

B ≃ Ban ⊥ Ma1
⊥ · · · ⊥Man

⊥M0 ⊥ · · · ⊥M0,

aveca1, · · · , an ∈ F ∗ et Ban ⊥ 〈a1, · · · , an〉b est anisotrope. Dans ce
cas, l’entiern est unique [20, Prop. 5.15 ]. On désigne parih(B) l’entier
iW (B) − n.

Pour toute forme bilinéaireB, la forme quadratiquẽB se décompose de
manière unique comme suit:̃B ≃ (B̃)an ⊥ 〈0〉 ⊥ · · · ⊥ 〈0〉, où (B̃)an

est une forme quadratique anisotrope, dite la partie anisotrope deB̃, et 〈a〉
désigne la forme quadratiqueax2 pour touta ∈ F . On noteid(B̃) l’entier
dimB − dim(B̃)an.

D’après [20, Prop. 5.15], les entiersiW (B), ih(B) et id(B̃) sont liés par
la relation suivante:

(1) iW (B) + ih(B) = id(B̃).

La décomposition de Witt d’une forme quadratique quelconque est
détaillée dans [10].

2.2. Formes de Pfister.Soient Wq(F ) le groupe de Witt des formes
quadratiques non singulières, etW (F ) l’anneau de Witt des formes
bilinéaires. On sait queWq(F ) est unW (F )-module comme suit: Pour
toute forme bilinéaire(B, V ), et toute forme quadratique non singulière
(ϕ,W ) de forme polaireBϕ, on définit une forme quadratique non sin-
gulièreB ⊗ ϕ sur V ⊗F W par: B ⊗ ϕ(v ⊗ w) = B̃(v)ϕ(w) pour
(v, w) ∈ V ×W , dont la forme polaire estB ⊗ Bϕ.

Unen-forme bilinéaire de Pfister (n ≥ 1) est une forme isométrique à
〈1, a1〉b ⊗ · · · ⊗ 〈1, an〉b, on la note〈〈a1, · · · , an〉〉b. On prend〈1〉b comme
étant la0-forme bilinéaire de Pfister.

Pour toute forme bilinéaire de PfisterB, il existe une forme bilinéaireB′

tel queB ≃ 〈1〉b ⊥ B′. Cette forme est unique [5, Cor. 2.18, page 101], on
l’appelle la partie pure deB.
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Une (n + 1)-forme quadratique de Pfister est une forme isométrique à
B ⊗ [1, a], oùB ∈ BPn(F ) et [1, a] est la forme quadratiquex2 + xy +
ay2. On notePn(F ) (resp. GPn(F )) l’ensemble des formes quadratiques
isométriques (resp.semblables) à desn-formes quadratiques de Pfister.

Rappelons qu’une forme bilinéaire (resp. quadratique) de Pfister est
isotrope si et seulement si elle est métabolique (resp. hyperbolique) [19,
Prop. 3.3], [5, Cor. 3.2, p. 105]. De plus, une forme quadratique (ou
bilinéaire) de PfisterB est multiplicative, ce qui signifie queB ≃ αB pour
toutα ∈ DF (B) [5, Cor. 2.6, p. 101; Th. 2.4, p. 95].

Une forme quadratiqueϕ est dite une voisine de Pfister s’il existe une
forme quadratique de Pfisterπ tel que2 dimϕ > dim π et aϕ est dominée
parπ pour un certaina ∈ F ∗ [10, Def. 3.4].

2.3. Le Hauptsatz d’Arason-Pfister. Soit IF l’idéal deW (F ) formé des
formes bilinéaires de dimension paire. Pour tout entiern ≥ 1, on note
InF (resp. InWq(F )) la puissancen-ième deIF (resp. le sous-groupe
In−1F ⊗ Wq(F ) deWq(F )). On a queInF et InWq(F ) sont engendrés
additivement par lesn-formes de Pfister.

PourB ∈ InF (ouB ∈ InWq(F )) anisotrope, on adimB ≥ 2n, c’est le
Hauptsatz d’Arason-Pfister. Si de plus,dimB = 2n, alorsB est semblable
à unen-forme de Pfister ([20, Lem. 4.8] pour les formes bilinéaires; la
proposition A.4 pour les formes quadratiques).

On noteInF le quotientInF/In+1F pour tout entiern ≥ 0.

3. RÉSULTATS PŔELIMINAIRES

3.1. Noyaux de Witt. On rappelle quelques résultats sur les noyaux de
Witt qui vont jouer un rôle important:

Théorème 3.1. ([3, Cor. 3.3]) Soit B = 〈〈a1, · · · , an〉〉b ∈ BPn(F )

anisotrope. Alors, le noyau de l’homomorphisme naturelImF −→
ImF (B) est trivial lorsquen > m, et il estégal à {ψ ⊗ 〈〈x1, · · · , xn〉〉b |
ψ ∈ Im−nF, et x1, · · · , xn ∈ F 2(a1, · · · , an)∗} lorsquen ≤ m.

Proposition 3.2. ([20, Prop. 4.13]) Soit n ≥ 1 un entier, etB une
forme bilińeaire anisotrope de dimension> 2n. Alors, le noyau de
l’homomorphisme naturelInF −→ InF (B) est trivial.

SoitB une forme bilinéaire avec̃B non nulle. Le corps normique dẽB,
qu’on noteNF (B̃), est le corpsF 2(αβ | α, β ∈ DF (B)). L’entier [NF (B̃) :

F 2] s’appelle le degré normique dẽB, on le notendegF (B̃). On dit que la
formeB̃ est une quasi-voisine de Pfister s’il existe une forme bilin´eaire de
PfisterC tel que2 dimB > dimC et B̃ est semblable à une sous-forme
de C̃. En utilisant le degré normique, on a queB̃ est une quasi-voisine de
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Pfister si et seulement si2 dimB > ndegF (B̃) [10, Prop. 8.9(ii)]. Pour
x1, · · · , xn ∈ F tel queNF (B̃) = F 2(x1, · · · , xn) et ndegF (B̃) = 2n, on
désigne par(B̃)qp la forme quadratiquẽπ, oùπ = 〈〈x1, · · · , xn〉〉b. Cette
forme quadratique est indépendante du choix des scalairesx1, · · · , xn, et
(B̃)an est semblable à une sous-forme de(B̃)qp. On renvoie à [10, Section
8] pour plus de détails sur le degré normique.

Théorème 3.3.([19, Th. 1.2]) SoitB uneF -forme bilińeaire anisotrope.
PosonsndegF (B̃) = 2n. Alors, uneF -forme bilińeaire anisotropeC
devient ḿetabolique surF (B) si et seulement si il existe des scalaires
α1, · · · , αk ∈ F ∗ (k ≥ 1), et des formesπ1, · · · , πk ∈ BPn(F ) tel que
C ≃ α1π1 ⊥ · · · ⊥ αkπk, et(B̃)qp ≃ π̃i pour tout1 ≤ i ≤ k.

3.2. Liaison des formes bilińeaires de Pfister.Une autre notion dont
on aura besoin concerne la liaison des formes bilinéaires de Pfister.
Récemment, on a montré dans [21] que siB et C sont semblables à des
formes bilinéaires de Pfister anisotropes, alors l’indicede Witt deB ⊥ C
est nul ou une puissance de2. Dans cet article, on complète ce résultat en
étendant aux formes bilinéaires de Pfister le résultat d’Elman et Lam sur
la liaison des formes quadratiques de Pfister en caractéristique 6= 2. Ceci
a été entamé par Arason et Baeza dans [1], où ils ont étendu aux formes
bilinéaires en caractéristique2 la notion de “p-équivalence par chaı̂ne”
(chainp-equivalence) qui est essentielle pour la notion de liaisondes formes
de Pfister. On renvoie à [1, App. A] pour plus de détails. Un des résultats
prouvé dans [1, App. A], qui nous intéresse dans cet article, est la proposi-
tion suivante:

Proposition 3.4. ([1, Lem. A.6]) SoientB ∈ BPn(F ) etC = 〈1〉b ⊥ C ′ ∈
BPm(F ). Soitc1 ∈ DF (B ⊗ C ′). Alors, il existec2, · · · , cm ∈ F ∗ tel que
B ⊗ C ≃ B ⊗ 〈〈c1, c2, · · · , cm〉〉.

Deux formes bilinéairesB1 ∈ BPk(F ) et B2 ∈ BPl(F ) sont ditesr-
liées (r ≤ min{k, l}) s’il existe des formesρ ∈ BPr(F ), C1 ∈ BPk−r(F )
etC2 ∈ BPl−r(F ) tel queB1 ≃ ρ ⊗ C1 etB2 ≃ ρ ⊗ C2. SiB etC sont
r-liées mais pas(r + 1)-liées, on dit quer est l’indice de liaison entreB et
C, on le notei(B,C).

La même méthode utilisée pour la preuve de [6, Prop. 4.4] s’étend au cas
des formes bilinéaires en caractéristique2:

Proposition 3.5. SoientB ∈ BPl(F ) etC ∈ BPm(F ) anisotropes. Alors:
(1) Les formesB etC sontk-li ées si et seulement siiW (B ⊥ C) ≥ 2k.
(2) On ak = i(B,C) si et seulement siiW (B ⊥ C) = 2k.

Preuve. (1) (i) Supposons queB etC soientk-liées. Soientρ ∈ BPk(F ),
γ = 〈1〉b ⊥ γ′ ∈ BPl−k(F ) et λ = 〈1〉b ⊥ λ′ ∈ BPm−k(F ) tel que
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B ≃ ρ⊗ γ etC ≃ ρ⊗ λ. Ainsi,B ⊥ C ≃ (ρ ⊥ ρ) ⊥ ρ⊗ (γ′ ⊥ λ′), et par
conséquentiW (B ⊥ C) ≥ dim ρ = 2k.

(ii) Réciproquement, supposons queiW (B ⊥ C) ≥ 2k. Montrons queB
etC sontk-liées. On procède par induction surk. Il n’y a rien à montrer
si k = 0. Supposons quek > 0, et queB etC soient(k − 1)-liées. Soient
θ ∈ BPk−1(F ), B1 = 〈1〉b ⊥ B′

1 ∈ BPl−k+1(F ) et C1 = 〈1〉b ⊥ C ′
1 ∈

BPm−k+1(F ) tel queB ≃ θ⊗B1 etC ≃ θ⊗C1. PuisqueiW (B ⊥ C) ≥ 2k

etB ⊥ C ≃ (θ ⊥ θ) ⊥ θ ⊗ (B′
1 ⊥ C ′

1), on déduit queiW (θ ⊗ (B′
1 ⊥

C ′
1)) ≥ 1. Puisqueθ ⊗B′

1 etθ ⊗ C ′
1 sont anisotropes, il existec ∈ DF (θ ⊗

B′
1) ∩ DF (θ ⊗ C ′

1). Par la proposition 3.5, il existeB2 ∈ BPl−k(F ) et
C2 ∈ BPm−k(F ) tel queB ≃ θ ⊗ 〈1, c〉b ⊗ B2 etC ≃ θ ⊗ 〈1, c〉b ⊗ C2, ce
qui montre queB etC sontk-liées.

(2) On reprend le même argument que dans (ii).

Maintenant, on est en mesure de prouver le théorème suivant qui étend
[6, Th. 4.4] aux formes bilinéaires en caractéristique2:

Théorème 3.6.Soientx, y ∈ F ∗ etB, C des formes bilińeaires de Pfister
anisotropes. SixB ⊥ yC est isotrope, alorsiW (xB ⊥ yC) = 2k où
k = i(B,C).

Preuve. PuisquexB ⊥ yC est isotrope, et queB etC sont anisotropes, il
existez ∈ DF (xB)∩DF (yC). Par la multiplicativité d’une forme bilinéaire
de Pfister, on obtientxB ⊥ yC ≃ z(B ⊥ C). Ainsi, iW (xB ⊥ yC) =
iW (B ⊥ C). La proposition 3.5(2) implique queiW (xB ⊥ yC) = 2k où
k = i(B,C).

Comme conséquence du théorème 3.6, on retrouve un autre résultat de
liaison dû à Aravire et Baeza:

Proposition 3.7. ([3, Cor. 2.3]) Soit L = F 2(x1, · · · , xn) tel que [L :
F 2] = 2n. SoientB,C ∈ BPn(L) qu’on suppose anisotropes surF . Alors,
il existeD ∈ BPn(L) tel queB ⊥ C ≡ D (mod In+1F ).

On donne un lemme préliminaire:

Lemme 3.8. SoientL = F 2(x1, · · · , xn) et ρ = 〈〈x1, · · · , xn〉〉b. On sup-
pose que[L : F 2] = 2n. SoitB ∈ BPn(L) qu’on suppose anisotrope sur
F . Alors, lesF -formes quadratiques̃B et ρ̃ sont isoḿetriques.

Preuve. On a par hypothèseL = NF (ρ̃) et ndegF (ρ̃) = 2n. En particulier,
ρ est anisotrope. L’anisotropie deB surF implique quendegF (B̃) = 2n.
CommeNF (B̃) ⊂ NF (ρ̃), on obtient queNF (B̃) = NF (ρ̃). Par [10, Prop.
8.5], lesF -formes quadratiques̃B et ρ̃ sont isométriques.
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Preuve de la proposition 3.7.SoitL = F 2(x1, · · · , xn) tel que[L : F 2] =
2n. SoientB,C ∈ BPn(L) qu’on suppose anisotropes surF . Montrons
qu’il existeD ∈ BPn(L) tel queB ⊥ C ≡ D (mod In+1F ).

Soit ρ = 〈〈x1, · · · , xn〉〉b. Par le lemme 3.8, lesF -formes quadratiques
B̃, C̃ et ρ̃ sont isométriques. Ainsi,id(B̃ ⊥ C̃) = 2n. Par (1), on sait que

iW (B ⊥ C) + ih(B ⊥ C) = id(B̃ ⊥ C̃).

Ainsi, id(B̃ ⊥ C̃) ≤ 2iW (B ⊥ C). CommeiW (B ⊥ C) est une puissance
de2 (Théorème 3.6), on a nécessairementiW (B ⊥ C) ∈ {2n−1, 2n}.

– Si iW (B ⊥ C) = 2n, alorsB ≃ C, et la proposition est vraie en
prenant pourD une forme bilinéaire de Pfister métabolique.

– Si iW (B ⊥ C) = 2n−1, alors la proposition 3.5 implique l’existence
d’une formeθ ∈ BPn−1(F ) et des scalairesx, y ∈ F ∗ tel queB ≃ θ ⊗
〈1, x〉b etC ≃ θ ⊗ 〈1, y〉b. Ainsi, B ⊥ C ∼ θ ⊗ 〈x, y〉b. Par conséquent,
B ⊥ C ≡ D (mod In+1F ) avecD = θ ⊗ 〈1, xy〉b. Comme les scalaires
x, y ainsi que ceux apparaissant dans la diagonalisation deθ appartiennent
aux ensemblesDF (B) et DF (C), qui sont des sous-ensembles deL, on
obtient queD ∈ BPn(L).

On finit cette section par un lemme qui sera utilisé dans les preuves du
théorème 1.2 et de la proposition 1.5:

Lemme 3.9. ([22, Lem. 4.1]) SoitB uneF -forme bilińeaire anisotrope de
hauteur2 et de degŕe> 0. Soitτ sa forme dominante. SiBF (τ) est isotrope,
alorsBF (τ) est ḿetabolique.

4. PREUVE DU THÉORÈME 1.2

SoientB une forme bilinéaire anisotrope, etτ = 〈1〉b ⊥ τ ′ ∈ BPd(F )
anisotrope. Comme mentionné dans l’introduction, le théorème a été
prouvé dans [20] lorsquedimB n’est pas une puissance de2, oudimB =
2deg(B)+1. Pour la suite, on supposedimB = 2n avecn ≥ deg(B) + 2.

(i) Supposons queB soit bonne de hauteur2 et de forme dominanteτ .
Donc,d = deg(B). Soitα ∈ F (B)∗ tel queBF (B) ≃ α(τF (B)). D’après
[20, Prop. 5.3], on aB ⊥ τ ∈ Id+1F . PuisqueB ⊥ τ est métabolique
surF (B)(τ), on a queB ⊥ τ + Id+2F appartient au noyau deId+1F −→

Id+1F (B)(τ).
• Si BF (τ) est anisotrope, alors la proposition 3.1 implique queB ⊥

τ+Id+2F appartient au noyau deId+1F −→ Id+1F (τ) du fait quedimB >
2d+1.
• Si BF (τ) est isotrope, alors le lemme 3.9 implique queBF (τ) est

métabolique. En particulier,B ⊥ τ + Id+2F appartient au noyau de
Id+1F −→ Id+1F (τ).
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Dans les deux cas, on déduit par le théorème 3.1 queB ⊥ τ ⊥ µ ⊗ γ ∈
Id+2F pourµ ∈ IF et γ = 〈1〉 ⊥ γ′ ∈ BPd(F ) convenables. Puisque
µ ⊥ 〈1, r〉b ∈ I2F avecr = detµ, on déduit qu’on a

(2) B ⊥ τ ⊥ 〈1, r〉b ⊗ γ ∈ Id+2F.

Puisqueτ ⊥ 〈1, r〉b ⊗ γ est isotrope, on étend (2) au corpsF (B) et on
applique le Hauptsatz d’Arason-Pfister pour avoir

(3) α(τF (B)) ∼ (τ ⊥ 〈1, r〉b ⊗ γ)F (B) ∼ (τ ′ ⊥ 〈r〉b ⊥ 〈1, r〉b ⊗ γ′)F (B).

Il est clair que (3) implique

iW (τ ′ ⊥ 〈r〉b ⊥ 〈1, r〉b ⊗ γ′)F (B) = 2d − 1.

Ainsi, toute sous-forme deτ ′ ⊥ 〈r〉b ⊥ 〈1, r〉b ⊗ γ′ de dimension≥ 2d+1

est isotrope surF (B). CommedimB ≥ 2d+2, on déduit de [11] que toute
sous-forme deτ ′ ⊥ 〈r〉b ⊥ 〈1, r〉b ⊗ γ′ de dimension2d+1 est isotrope. Par
conséquent,dim(τ ′ ⊥ 〈r〉b ⊥ 〈1, r〉b ⊗ γ′)an < 2d+1. De nouveau, par [11]
et (3), on déduit quedim(τ ′ ⊥ 〈r〉b ⊥ 〈1, r〉b ⊗ γ′)an = 2d, i.e.,α(τF (B))
est définissable surF . Ainsi, sans perdre de généralités, on peut supposer
queα ∈ F ∗. Par conséquent,(B ⊥ ατ)F (B) est métabolique. La forme
B ⊥ ατ ne peut être métabolique carB est anisotrope. Puisquedim(B ⊥

ατ)an < 2n+1 et ndegF (B̃) ≥ dimB = 2n, on déduit par le théorème 3.3
que, d’une partndegF (B̃) = 2n et donc(B̃)qp est semblable à̃B, et d’autre
part il existeπ ∈ BPn(F ) tel que(B̃)qp ≃ π̃ etB ∼ ατ ⊥ βπ pour un
certainβ ∈ F ∗. Par conséquent,iW (ατ ⊥ βπ) = 2d−1. Par le théorème
3.6, il existex, y ∈ F ∗, θ ∈ BPd−1(F ) etλ = 〈1〉 ⊥ λ′ ∈ BPn−d+1(F ) tel
queπ ≃ θ ⊗ λ, τ ≃ θ ⊗ 〈1, y〉b etB ≃ xθ ⊗ (λ′ ⊥ 〈y〉b).

(ii) Réciproquement, supposons qu’il existex, y ∈ F ∗, θ ∈ BPd−1(F )
et λ = 〈1〉b ⊥ λ′ ∈ BPn−d+1(F ) tel queB ≃ xθ ⊗ (λ′ ⊥ 〈y〉b),

τ ≃ θ ⊗ 〈1, y〉b, et queB̃ soit semblable à̃θ ⊗ λ. Puisque(θ ⊗ λ)F (B)

est métabolique, on aBF (B) ∼ xτF (B). PuisquedimB > 2d, on déduit par
[11] et l’unicité de la partie anisotrope que(BF (B))an ≃ xτF (B). Ainsi, B
est bonne de hauteur2 et de forme dominanteτ .

5. PREUVE DE LA PROPOSITION1.5

SoitB uneF -forme bilinéaire anisotrope de dimension paire. On sup-
pose queB est bonne de hauteur2. Soitτ ∈ BPd(F ) sa forme dominante.

(1) C’est le lemme 3.9.
Pour la suite, on va regrouper les preuves des assertions (2)et (3).
(2)-(3) Il est bien clair, par le théorème 1.2, que sidimB n’est pas une

puissance de2, alorsBF (τ) est isotrope etB est une voisine de Pfister. Pour
le reste de la preuve, on supposera quedimB = 2n avecn ≥ d+ 1.
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Par le théorème 1.2, il existex, y ∈ F ∗, θ ∈ BPd−1(F ) et λ = 〈1〉b ⊥
λ′ ∈ BPn−d+1(F ) tel queB ≃ xθ ⊗ (λ′ ⊥ 〈y〉b) et τ ≃ θ ⊗ 〈1, y〉b, avec la

condition queB̃ est semblable à̃θ ⊗ λ lorsquen ≥ d+2. PuisqueθF (τ) est
anisotrope, et queτF (τ) est métabolique, on déduit queθF (τ) ≃ yθF (τ). Par
conséquent,

(4) BF (τ) ≃ x(θ ⊗ λ)F (τ).

La conditionB ≃ xθ⊗ (λ′ ⊥ 〈y〉b) implique queNF (B̃) = NF (θ̃ ⊗ λ)(y).
La formeθ⊗λ′ est anisotrope puisqu’elle est semblable à une sous-forme

deB. Ainsi,θ⊗λ est aussi anisotrope. Par conséquent,ndegF (θ̃ ⊗ λ) = 2n.
On distingue deux cas:

(A) Supposons que (n ≥ d+ 2) ou (n = d+ 1 etndegF (B̃) = 2d+1).

PuisqueB̃ est semblable à̃θ ⊗ λ lorsquen ≥ d+2, et que par hypothèse
ndegF (B̃) = 2n lorsquen = d + 1, on obtient que[NF (B̃) : F 2] = 2n.
Ainsi, 2 dimB > ndegF (B̃), et par conséquent̃B est une quasi-voisine de
Pfister. Par la proposition 1.4,B est une voisine de Pfister. Puisque

ndegF (θ̃ ⊗ λ) = 2n = ndegF (B̃),

NF (B̃) = NF (θ̃ ⊗ λ)(y),

on ay ∈ NF (θ̃ ⊗ λ). Ainsi,NF (τ̃) ⊂ NF (θ̃ ⊗ λ) puisqueτ ≃ θ ⊗ 〈1, y〉b.

Par conséquent,(θ̃ ⊗ λ)F (τ) est isotrope [10, Prop. 8.13]. Ainsi, par (4),
BF (τ) est isotrope.

(B) Supposons quen = d+ 1 etndegF (B̃) > 2d+1.
Alors, y 6∈ NF (θ̃ ⊗ λ) car sinon on auraitndegF (B̃) = 2n. Par

conséquent,NF (τ̃) 6⊂ NF (θ̃ ⊗ λ), et donc(θ̃ ⊗ λ)F (τ) est anisotrope.
Ainsi, par (4),BF (τ) ∈ GBPd+1(F (τ)) et anisotrope. De plus,̃B n’est
pas une quasi-voisine puisqu’on ne peut pas avoir2 dimB = 2n+1 >

ndegF (B̃) > 2n. Par conséquent,B n’est pas une voisine de Pfister.
Ceci achève la preuve des assertions (2) et (3).

6. PREUVE DE LA PROPOSITION1.6

SoientB et C des formes bilinéaires anisotropes avecdimB = 2d+1

(d ≥ 1). On suppose queBF (C) ∈ BPd+1(F (C)) et anisotrope.
(1)-(2) Supposons quedimC > 2d. On va montrer queB ∈

GBPd+1(F ), et queB ∈ BPd+1(F ) si dimC > 2d+2.
En partant du fait queBF (C) ∈ BPd+1(F (C)) ⊂ Id+1F (C), et en appli-

quant successivement la proposition 3.2, on obtient queB ∈ Id+1F . Ainsi,
B ≃ xπ pourx ∈ F ∗ et π ∈ BPd+1(F ) convenables, d’où l’assertion (2).
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Par la multiplicativité d’une forme de Pfister, on aBF (C) ≃ (xπ)F (C) ≃
πF (C). Ainsi, (π ⊥ xπ)F (C) est métabolique. SidimC > 2d+2, alors
π ⊥ xπ est métabolique, i.e.,B ≃ π ∈ BPd+1(F ), d’où l’assertion (1).

(3) Supposons quedimC = 2d, et queB ne soit pas une voisine de Pfister
(ou plus faiblement,B ne soit pas semblable à une forme Pfister). On va
montrer queB est bonne de hauteur2, de degréd et de forme dominanteτ ∈

BPd(F ) qui satisfait à la condition quẽτ est semblable à̃C, etndegF (B̃) >
2d+1.

PosonsndegF (C̃) = 2k. On se base sur le fait queBF (C) ∈ Id+1F (C),
et on applique successivement la proposition 3.2 pour avoirB ∈ IdF . On
ne peut pas avoirB ∈ Id+1F car sinonB serait semblable à une forme de
Pfister, en particulierB serait une voisine de Pfister. Par [20, Th. 4.5], on
a quedeg(B) = d. CommeBF (C) ∈ BPd+1(F (C)), la formeBF (C)(B) est
métabolique. PuisqueB n’est pas semblable à une forme de Pfister, la forme
BF (B) n’est pas métabolique. Par le théorème 3.3, on a que(BF (B))an ≃
α1π1 ⊥ · · · ⊥ αrπr pour certainsα1, · · · , αr ∈ F ∗ (r ≥ 1), etπ1, · · · , πr ∈

BPk(F ) vérifiant π̃i ≃ (C̃)qp. En particulier,r · 2k < dimB = 2d+1.
Comme2k ≥ dimC = 2d et r ≥ 1, on déduit quek = d et r = 1. Ainsi,
(BF (B))an est semblable à uned-forme de Pfister, i.e.,B est de hauteur2.
De plus, les conditionsdimC = 2d et ndegF (C̃) = 2d impliquent queC̃
est semblable à(C̃)qp, i.e., il existeπ = 〈〈x1, · · · , xd〉〉b ∈ BPd(F ) tel
queπ̃ est semblable à̃C. En particulier,F (C) = F (π). PuisqueBF (C) ∈
Id+1F (C), on a queB + Id+1F appartient au noyau de l’homomorphisme
IdF −→ IdF (C). Par le théorème 3.1, il existeτ = 〈〈y1, · · · , yd〉〉b ∈
BPd(F ) tel quey1, · · · , yd ∈ F 2(x1, · · · , xd)

∗ etB ⊥ τ ∈ Id+1F . Par le
lemme 3.8, on a quẽτ ≃ π̃, et donc̃τ est semblable à̃C. De plus, par [20,
Prop. 5.3 (2)],B est bonne de forme dominanteτ . Finalement, le fait que
B ne soit pas une voisine de Pfister implique quendegF (B̃) > 2d+1.

7. PREUVE DU COROLLAIRE 1.7

SoientB une forme bilinéaire anisotrope de dimension2n+1, etC une
forme bilinéaire anisotrope de dimension2n. On suppose queBF (C) ∈
BPn+1(F (C)) et anisotrope. On va montrer qu’il existeρ ∈ BPn+1(F ) tel
queBF (C) ≃ ρF (C).

Il n’y a rien à montrer siB est semblable à une forme bilinéaire de Pfister.
Supposons queB ne soit pas semblable à une forme bilinéaire de Pfister.
Par la proposition 1.6, la formeB est bonne de hauteur2, de degrén dont
la forme dominanteτ satisfait à la condition quẽτ est semblable à̃C. Par le
théorème 1.2, il existeθ ∈ BPn−1(F ),D = 〈1〉b ⊥ D′ ∈ BP2(F ) etα, β ∈
F ∗ tel queB ≃ βθ ⊗ (D′ ⊥ 〈α〉b) et τ ≃ θ ⊗ 〈1, α〉b. Soitρ = θ ⊗ D ∈
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BPn+1(F ). PuisqueτF (τ) est métabolique etθF (τ) est anisotrope, on déduit
par l’unicité de la partie anisotrope queθF (τ) ≃ (αθ)F (τ). Ainsi, BF (τ) ≃
(βρ)F (τ). Par la multiplicativité d’une forme de Pfister, on aBF (τ) ≃ ρF (τ).
D’où, la conclusion désirée puisqueF (τ) = F (C).

8. PREUVE DE LA PROPOSITION1.8

SoitB une forme bilinéaire anisotrope de dimension impaire. On sup-
pose queB est bonne de hauteur2 et de forme dominanteτ ∈ BPd(F ).

Par [20, Prop. 5.3], la formeB ⊥ 〈detB〉b est aussi bonne de forme
dominanteτ . Par [20, Prop. 5.9], on obtient que

(5) B ∼ C ⊥ xρ,

où x ∈ F ∗, ρ est une forme bilinéaire de Pfister dontB est voisine, etC
est semblable à la partie pure d’une forme deBPd(F ). Puisquedim ρ ≥
dimB > 2d, on déduit

(B ⊥ 〈detB〉b) ⊥ (C ⊥ 〈detB〉b) ∈ Id+1F.

Par [20, Prop. 5.3(2)],τ ≃ y(C ⊥ 〈detB〉b) pour un certainy ∈ F ∗. En
particulier,(C ⊥ 〈detB〉b)F (τ) est métabolique.

(1) Supposons quedimB = 2d + 1.
Alors, on a nécessairement quedim ρ = 2d+1. Par (5) et l’unicité de la

partie anisotrope, on a queB ⊥ C ≃ xρ. CommeCF (τ) est isotrope, la
formeρF (τ) est isotrope, et par conséquentBF (τ) est isotrope.

(2) Supposons quedimB > 2d + 1.
PosonsB′ = B ⊥ 〈detB〉b. Sans perdre de généralités, on peut supposer

que1 ∈ DF (B). PuisqueρF (B) est isotrope, on obtient queNF (B̃) ⊂

NF (ρ̃). Ainsi, NF (B̃′) ⊂ NF (ρ̃) puisqueB représente1. En particulier,

NF ((̃B′
an)) ⊂ NF (ρ̃). Par conséquent,ρF (B′

an) est isotrope. En étendant (5)
au corpsF (B′

an), on obtient

(6) (B′
an)F (B′

an) ∼ (yτ)F (B′

an).

La forme(yτ)F (B′

an) est anisotrope puisquedimB′
an ≥ dimB − 1 > 2d.

Par (6) et l’unicité de la partie anisotrope, on déduit que((B′
an)F (B′

an))an ≃
(yτ)F (B′

an), i.e.,B′
an est de hauteur2.

Maintenant, siB′
an est isotrope surF (τ), alors elle est métabolique sur

F (τ) par le lemme 3.9. Ainsi,BF (τ) ∼ (〈detB〉b)F (τ), et doncBF (τ) est
isotrope. Réciproquement, siBF (τ) est isotrope, alorsρF (τ) ∼ 0. Comme
(C ⊥ 〈detB〉b)F (τ) ∼ 0, on a queB′

F (τ) ∼ 0. En particulier,B′
an est

isotrope surF (τ).
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APPENDICEA. FORMES QUADRATIQUES BONNES DE HAUTEUR2 EN

CARACTÉRISTIQUE 2

Pour les formes quadratiques en caractéristique2, les notions de hauteur,
de degré et de forme bonne se définissent de la même façon comme pour
les formes bilinéaires (voir [17]). On rappelle que la tourde déploiement
standard d’une forme quadratique de partie quasi-linéaire de dimension au
plus1 est générique au sens de ce qui est connu en caractéristique 6= 2 [16].
Mais on ne sait toujours pas si ceci est vrai pour les formes bilinéaires en
caractéristique2.

A.1. Cas des formes quadratiques non singulières. Le théorème suiv-
ant donne la classification des formes quadratiques non singulières qui sont
bonnes de hauteur2:

Théorème A.1. Soient ϕ une F -forme quadratique non singulière
anisotrope, etτ ∈ Pd(F ) anisotrope. Alors, les deux assertions suivantes
sontéquivalentes:
(1) ϕ est bonne de hauteur2 et de forme dominanteτ .
(2) ϕ satisfait l’une des deux conditions suivantes:

(i) ϕ est une voisine d’unem-forme de Pfister dont la forme
compĺementaire estατ pour certainsα ∈ F ∗ etm ≥ d+ 2.

(ii) ϕ n’est pas une voisine de Pfister, etϕ ≃ x(λ′ ⊥ 〈y〉b) ⊗ θ, avec
x, y ∈ F ∗, θ ∈ Pd−1(F ), λ = 〈1〉b ⊥ λ′ ∈ BP2(F ) et τ ≃ 〈1, y〉b ⊗
θ.

Pour prouver ce théorème, on aura besoin de quelques résultats
préliminaires. Le premier concerne la liaison des formes quadratiques de
Pfister. Puisque ces formes proviennent des formes bilinéaires de Pfister,
on doit distinguer entre la liaison à gauche et la liaison àdroite, comme il a
été développé récemment par Faivre [7]. Le résultat qui nous intéresse dans
ce sens concerne la liaison à droite et affirme ce qui suit:

Proposition A.2. ([7, Cor. 2.3.3]) Soientϕ1 ∈ Pm(F ) et ϕ2 ∈ Pn(F )
des formes anisotropes. SiiW (x1ϕ1 ⊥ x2ϕ2) > 0 pour x1, x2 ∈ F ∗,
alors iW (x1ϕ1 ⊥ x2ϕ2) = 2k pour un certaink ≥ 1. Dans ce cas, il
existez ∈ F ∗, θ ∈ Pk(F ), λ1 ∈ BPm−k(F ) et λ2 ∈ BPn−k(F ) tel que
xiϕi ≃ zλi ⊗ θ pour i = 1, 2.

Le résultat qui suit concerne le comportement des formes quadratiques
bonnes de hauteur2 sur les corps de fonctions de leurs formes dominantes:

Proposition A.3. Soit ϕ une F -forme quadratique non singulière
anisotrope qui n’est pas une voisine. On suppose queϕ est bonne de hau-
teur 2 et de forme dominanteτ ∈ Pd(F ). Alors,ϕF (τ) ∈ GPd+1(F (τ)) et
anisotrope.
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Preuve. On reprend la même preuve que celle donnée par Hoffmann en
caractéristique6= 2 [9], et on se sert des résultats de Faivre [7] sur les formes
quadratiques de Pfister tordues (twisted Pfister forms), quiétendent ceux
donnés par Hoffmann en caractéristique6= 2 [8].

Proposition A.4. Soitϕ une forme quadratique anisotrope appartenantà
InWq(F ). On a:
(1) dimϕ ≥ 2n.
(2) Sidimϕ = 2n, alorsϕ ∈ GPn(F ).
(3) Sidimϕ > 2n, alorsdimϕ ≥ 2n + 2n−1.

Preuve. (1) Dû à Baeza [4, Satz 4.2].
(2) Par l’assertion (1), la formeϕF (ϕ) est hyperbolique. Par [17, Th. 3.1],

ϕ ∈ GPn(F ).
(3) SoitK un corps de caractéristique 0 qui est complet pour une valua-

tion discrète, et qui admetF pour corps résiduel. Le relèvement deϕ àK,
notéϕ′, est uneK-forme quadratique anisotrope appartenant àInK et de di-
mension> 2n. Par le résultat de Vishik [11], on obtientdimϕ′ ≥ 2n+2n−1.
Ainsi, dimϕ ≥ 2n + 2n−1.

Preuve du théorème A.1. Soientϕ uneF -forme quadratique non sin-
gulière anisotrope, etτ ∈ Pd(F ) anisotrope. Supposons queϕ soit bonne
de hauteur2 et de forme dominanteτ . Il existe α ∈ F (ϕ)∗ tel que
(ϕF (ϕ))an ≃ α(τF (ϕ)).

– Supposons queα(τF (ϕ)) soit définissable surF . Par la multiplicativité
de τ , on peut supposer queα ∈ F ∗. Par [10, Th. 6.6],ϕ est une voi-
sine d’une forme dePm(F ) dont la forme complémentaire estατ . Puisque
dimϕ > 2m−1, on obtient quedim τ < 2m−1, i.e.,m ≥ d+ 2.

– Supposons queα(τF (ϕ)) ne soit pas définissable surF . Alors,ϕ ne peut
pas être une voisine de Pfister. Par la proposition A.3, on adimϕ = 2d+1.
Puisqueτ est la forme dominante deϕ, la formeϕ ⊥ τ est de degré≥ d+1
([15, Th. 9.6] s’étend sans la moindre difficulté aux formes quadratiques
non singulières). Par [2],ϕ ⊥ τ ∈ Id+1Wq(F ). On peut supposer que
ϕ représente1. Ainsi, dim(ϕ ⊥ τ)an < 2d+1 + 2d. Commeϕ ⊥ τ ne
peut pas être hyperbolique, il existe par la proposition A.4(3) une forme
π ∈ GPd+1(F ) tel queϕ ⊥ τ = π ∈ Wq(F ). Ainsi, iW (π ⊥ τ) = 2d−1.
On conclut par la proposition A.2.

Réciproquement, siϕ vérifie la condition (i) ou (ii) de l’assertion (2),
alors on montre comme en caractéristique6= 2 queϕ est bonne de hauteur
2 et de forme dominanteτ .
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A.2. Cas des formes quadratiques singulières. Pour toute forme quadra-
tiqueϕ, on noteql(ϕ) sa partie quasi-linéaire. La classification des formes
quadratiques singulières qui sont (bonnes) de hauteur2 est la suivante:

Proposition A.5. Soitϕ uneF -forme quadratique singulière anisotrope.
On a les assertions suivantes:
(1) Siϕ est de hauteur2, alorsdim ql(ϕ) = 1 ou2.
(2) Sidim ql(ϕ) = 1, alorsϕ est bonne de hauteur2 si et seulement siϕ
est une voisine de Pfister de forme complémentaireα(〈1〉 ⊥ π′ ⊗ [1, β]), où
α, β ∈ F ∗, π = 〈1〉b ⊥ π′ est une forme bilińeaire de Pfister.
(3) Sidim ql(ϕ) = 2, alorsϕ est de hauteur2 si et seulement siϕ est une
voisine de Pfister avecdimϕ+ dim ql(ϕ) = 2n pour un certainn ≥ 2.

Preuve. (1) C’est une conséquence de [17, Th. 4.6].
(2) Supposons quedim ql(ϕ) = 1. Posonsql(ϕ) = 〈α〉. Supposons

queϕ soit bonne de hauteur2. Soientπ ∈ BPd−1(F ) et β ∈ F ∗ tel que
τ := π⊗[1, β] soit la forme dominante deϕ. Par l’unicité de la partie quasi-
linéaire, on a(ϕF (ϕ))an ≃ δ ⊥ 〈α〉 pourδ uneF (ϕ)-forme quadratique non
singulière. Puisqueϕ est bonne de hauteur2, on sait queδ ⊥ α[1,∆(δ)] ≃
yτ pour un certainy ∈ F (ϕ)∗, où∆(δ) désigne l’invariant d’Arf deδ. Par la
multiplicativité d’une forme de Pfister, on obtient queαδ ⊥ [1,∆(δ)] ≃ τ .
Par conséquent,

αδ ⊥ [1,∆(δ)] ⊥ 〈1〉 ≃ π′ ⊗ [1, β] ⊥ [1, β] ⊥ 〈1〉 .

Comme[1,∆(δ)] ⊥ 〈1〉 ≃ H ⊥ 〈1〉 ≃ 〈1〉 ⊥ [1, β] (H désigne le plan
hyperbolique), on déduit par la simplification de Witt que

αδ ⊥ 〈1〉 ≃ π′ ⊗ [1, β] ⊥ 〈1〉 .

En particulier,δ ⊥ 〈α〉 ≃ α(〈1〉 ⊥ π′ ⊗ [1, β]). Par [10, Th. 6.6], la forme
ϕ est une voisine de Pfister de forme complémentaireα(〈1〉 ⊥ π′ ⊗ [1, β]).

Réciproquement, supposons queϕ soit une voisine de Pfister de forme
complémentaireα(〈1〉 ⊥ π′ ⊗ [1, β]), oùα, β ∈ F ∗ et π = 〈1〉b ⊥ π′ est
une forme bilinéaire de Pfister. Par [10, Prop. 6.1], on a que(ϕF (ϕ))an ≃
α(〈1〉 ⊥ π′ ⊗ [1, β])F (ϕ). Puisqueα(〈1〉 ⊥ π′ ⊗ [1, β])F (ϕ) est uneF (ϕ)-
forme quadratique de hauteur1, on déduit queϕ est bonne de hauteur2.

(3) C’est prouvé dans [10, Th. 7.5].
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LES FORMES BILINÉAIRES BONNES . . . EN CARACT́ERISTIQUE 2 19

[4] R. Baeza,Ein Teilformensatz für quadratische Formen in Charakteristik 2,Math. Z.
135(1973), 175–184.

[5] R. Baeza,Quadratic forms over semilocal rings, Lect. Notes Math. vol.655, Berlin,
Heidelberg, New York: Springer 1978.

[6] R. Elman, T. Y. Lam,Pfister forms andK-Theory of fields, J. Algebra23 (1972),
118-213.

[7] F. Faivre,Liaison des formes de Pfister et corps de fonctions de quadriques en car-
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