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1. Einleitung 

FUr ein normiertes irreduz'ibles Polynom F (X) mit 

ganzen rational en Koeffizienten bezeichnet F,p(X) das

jenige Polynom, das man durch Reduktion der Koeffizienten 

von F(X) modulo einer Primzahl p erhiHt. 

Wenn fUr eine Primzahl p das Polynom Fp(X) tiber 

derr. :Kerper ]Ii' p der p Elemente in paarweise verschiedene 

lineare Polynome zerfallt, so sagt man/daB F (X) vollzerlegt 

modulo p ist. Die Menge aller solcher p sei mit Spl (p (X» 

bez&ichnet. Jede Antwort auf die Frage, wie die zu Spl(F(X» 

geherenden Primzahlen bestimmt werden kennen, wird als heheres 

Reziprozitatsgesetz bezeichnet [15]. Spl(F(X» laBt sich nach 

der :Klassenkorpertheorie durch :Kongruenzen modulo eines nur 

von F(X) abh~ngigen Moduls bestimmen genau dann, wenn F(X) 

abelsch 1st [6]. 

In der vorliegenden Arbeit wird das hehere Reziprozitats-

gesetz fUr,eine :Klasse von Polynomen mit Diedergruppe heraus-

gestellt. Da die Zerfallungskorper dieser Polynome zyklische 

Erweiterungen imaginar-quadratischer Zahlkorper sind, benotigen 

wir einige Resultate aus der Theorie der kompl'exen Multiplikation, 

die 1m folgenden kurz zusammengefaBt werden (5J,[13]. 

Sei r = ~ (~) ein imaginar-quadratischer Zahlkorper der 

Diskriminate -d < 0 und R = R f (:fE III - {O}) die Ordnung zum 
a 1 FUhrer f in LIst ein Element C4 = - aus der oberen a 2 

Halbebene Idealbasisquotient eines Ideals a R = {a 1 ,a2} der 



-2-

Ringklasse RR von R, so hangt der singulare Wert j(a) 

nur von Ra abo Man nennt daher j(a) die Rin~klassen-

invariante von R 
R 

und schreibt 

Das Ringklassenpol¥nom 

~f(X) = 

~R ist die Ringklassengruppe) der Ordnung R hat ganze 

rationale Koeffizienten und ist tiber I irreduzibel. Dar 

zerfallungskorper von ~f (X) tiber r ist der Ringklassen

korper modulo f tiber r: 

wobei h
f 

die Ringklassenzahl modulo f Ladeutet. Dabai 

gilt schon die einfachere Erzeugung 

mit irgendeiner Ringklasseninvarianten j(RR) zur Ordnung R. 

Die Galoisgruppe G(Nf/t) ist folgendarmaBen kanonisch 

isomorph zur Ringklassengruppe KR• Ist fur jeden zum FUhrer 

f primen Primdivisor p von I: p = R pnR das zuge-

h8rige Ringideal, so entspricht die Ringklasse,in die das 
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PR qehort, dem Frobeniusautomorphismus 

Da das Rinqklassenpolynom ~f(X) rationale Koeffizienten 

hat, erweist sich der Rinqklassenkorper sogar als absolut 

galoissch. Die Galoisgruppe G(Nf/W) ensteht aus G{Nf/r) 

durch Binzunahme der Konjugation T : 

t (X) € Z[X1 ist, wie schon gesagt, irreduzibel iiber 
f 

r und 

damit iiber W irreduzibel. Folglich bilden die Korper 

;(j(k(~)), ~ = 1,2, ••• ,hf , ein volles System von zueinander 

tiber W konjugierten Teilkorpern von Nf • Unter ihnen ist 

der maximale reelle Teilkorper von Nf ' wobei kO die 

Hauptringklasse von R bezeichnet. 

Wir setzen jetzt voraus, daB fiir ein f € Nl-{O} die 

Erweiterunq Nf/E zyklisch von der Ordnung hf ist. Also 

ist die Erweiterung Nfl; galoissch mit Galoisgruppe 

= 

h f 
<o,t I 0 = 1,t 

2 -1 
=1,TO=Oi>, 

die Diederqruppe der Ordnung 2hf o 1m folgenden ist es notig, 
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die beiden FaIle "hf gerade" und "hf ungerade"zu 

unterscheiden. Im ersten Fall enthalt Nf auBer E 

noch genau zwei weitere quadratische Zahlkorper 

K1 = W(/-d1 ) und K2 = W(/.d2) der Diskriminanten 

-d < 0 
1 

und d 2 ,> 0, im zweiten Fall nur 

resultat dieser Arbeit ist folgender 

E .Das Haupt-

Satz Fur jede Primzahl P, welche die Diskriminante 

6(~f) des RingklassenpolYnoms ~f nicht teilt , gilt: 

r -2 
d 2 

+a2 (p) + 1 + (p-) I falls PR E kO 

#{x EFp I ~f (x) = O} = 
pR¢k. O, o , falls 

wenn h f ;: 0 mod 2 und 

#{xE Fp I ~f(x) O} 
hf 2 

+ a 1 (pH - i(-d) 1 = = -(a1 (p) + 2' 6 2 P 

wenn h f :: 1 mod 2. 

Dabei bezeichnen a 1 (p) und a 2 {p) jeweils den p-ten Koeffizien

ten der Fourierentwicklung von Spitzenformen , die im nachsten 

Paragraphen via Theta-Reihen definiert werden find 

Legendresche Symbol. 

Korollar Es gilt 

d 
Spl (Nf/W) = {p E JP I p 1 6 (~f)' <p2) = 

-d 
(--1) = 1 

p 

(.:..) das 
p 

und 

a 2 (p) = 2} ,wenn h f gerade 
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und 

wenn hf ungerade ist. 

Zuletzt werden wir eine konstruktive Version des wohlbekannten 

Satzes von Deligne-Serre [4J fur die hier betrachteten Erweiter

ungen erhalten. 

Die vorliegende Arbeit wurde fertiggestellt wahrend eines 

Aufenthalts am Max-Planck-Institut fur Mathematik in Bonn. 

Dem Gastinstitut mochte ich an dieser Stelle fur die herz

liche Aufnahme danken. 
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2. Beweis des Satzes 

Im folgenden bezeichnen 

immer eine Primzahl, P die Menge aller ~rimzahlen, 
2'lT~ 

die primitive hf-te Einheitswurzel e hf I 

P ,~,1',P Primideale der jeweiligen Hauptordnungen 

RL'~ ,RK ,~ I die tiber p liegen, 
2 0 f 

f l' (KO! U» lep (Nf IW) den Grad des Ideals ~ in KO!.(\} bzw. 

den Verzweigungsindex von P in Nf/W I 

Fp den Kerper der p Elemente, 

Fp den Frobeniusautomorphisn;us ftir p in Nfl'.», p % !:J. (4?f> I 

Gz(P) bzw. GT(P) die Zerlegungs- bzw. Tragheitsgruppe ftir 

P tiber W, p % 8(~f)' 

KZ bzw. KT den entspreehenden Zerlegungs- bzw. Tragheits

kerper ftir P tiber W, p ·%!:J.(~f)' 

Zuerst benotigen wir folgenden klassisehen Dedekindsehen 

r e. 
Satz 1 Sei ~f(X) = n hi~(X) die Zerlegung von ~f{x) in 

i=1 
paarweise verschiedene irreduzible Faktoren fiber Fp I P Y 8(~f)' 
Dann hat 

mit Graden 

die Primidealzerlegung 

fK (Kc/(D) = deg hi (X), i = 1,2, ••• ,r. 
i 

Ist H = <T> die dureh die Konjugation T erzeugte 

Gruppe, so 1~8t sieh G = G(Nf/W) in (rechte) Nebenklassen 

i Ha , i=O, ••• ,h-1, zerlegen. 
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Nach [11], Seite 101, ist die Anzahl der Primideale 

in KO' die PRx teilen,gleich der Anzahl der Nebenklassenre
o 

prasentanten (nach H) g, fur welche die Inklusion 
-1 

gGz(P)g = H gilt. 

Folglich ist die Anzahl der Wurzeln von in 

gleich der Anzahl der Frimideale ersten Grades in KO ' 

die pRK teilen: 
o 

(1) 

Hilfssatz 1 FUr jedes p E]I? mit p % t... (~f (x) ) gilt 

falls h f == 0 mod 2 

hf' wenn Fp = 1 

0 , wenn Fp = ajJ 1 $ IJ. :;; hf -1 , 
#{xEJFpl~f(x) = O} = 

2, wenn F = Ta}.l,0:;;jJ:;;h
f
-1, IJ.=O mod 2 p 

0, wenn Fp = Tall 0:;;1l$hf -1, jJ= 1 mod 2 

und falls h
f

:: ,1 mod 2 

1 hf' wenn 
F = 1 

P 
IHxEFp I~f(x) = O} = 0, wenn F = aIJ. , 1 ~ IJ. ~ hf -1 

P 
1, wenn Fp = Tall,O~ j.l ~ hf -1 

!eweis Ist Fp = 1, also Gz(P) = {1} , so gilt gG
z
g- 1 c H 

fUr jede s 9 E <a> und deswegen ist fHxE Fpl~f(x)=O}=hf' 

Sei F = all 1S lJ p , ~ h f - 1, d.h. GZ = <all> und folglich 
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muS 

gilt fur jedes 9 = 
-1 gGz(P)g ~ H, also 

nun F = p 
Toll, 0 ~ II ~ 

Gilt fur 9 = A o ,o~ A 

2A-ll o T Element von H 
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A 
cr , 0 ~ A ~ h

f 
- 1 

#{xE Fpl ~f(x) = O} = O. 

hf - 1 , also Gz(P) = <'fOll>. 

~ h
f - 1 gGz(P)g -1 

:: H, so 

sein, was aber genau dann er-

fullt ist,wenn 2A-~:: 0 mod h f - Die letzte Kongruenz aber 

hat, wegen der Einschrankungen fur 

oder 211. - ~ = hf zur Folge,also (2) 

Fur gerade Klassenzahl gibt es 2 ganzrationale A oder kein 

A, je nachdem J.l.:: 0 mod 2 oder ~:: 1 mod 2 ist, fur ungerade 

Klassenzahl gibt es immer ein ganzrationales A. 

Hilfssatz 2 Fur jedes pE l?, P ¥ A(~f)' gelten: 

Beweis 

(i) F = 1 genau dann, wenn (-d) = 1 und PR E kO p P 

(ii) F = o~ 1 ~ J.l. ~ hf -1 ,genau dann,wenn Cd) = 1 
P 

I .p 

und PR ~ kO' 

(jii) F = TO~, o ~ ~ ~ hf -1 genau dann,wenn Cd) = -1. 
p p 

(i) Fp = 1 ist aquivalent 'zu 

fp (r IOl) = 1 und fJ? (Nf/r) :;: 1, 

was aber nach der Klassenkorpertheorie aquivalent zu 

(-d) 
p = 1 und PR E kO ist. 

(ii) Fp = ol1,~ = 1,2, ••• ,hf -1, ist &qu1valent zu 

t c: KZ i Nf , also zu fp (I:/OH = 1 

was aber auch gleichbedeutend mit 

und fp(Nf/I:) > 1, 

(:£) = 1 und p 
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PR ¢ kO ist. 

(iii) Fp = Tcr~,O~ ~ ~ hf -1, ist aquivalent dazu, daB 

r in KZ nicht enthalten ist, was aber auch 

gleich bedeutend mit 

1st nun die Ringklassenzahl h f gerade,so existieren 

die Korper K1 

<02,OT> und 

und 

2 
<0 ,T> 

K2 mit den zugehorigen Galoisgruppen 

. Es gilt -d1d2 = -df~ mit f1 ganz-

rational. Nach dem Fuhrer-Diskriminanden-Satz derKlassen-

korpertheorie teiltnun den Fuhrer 

leicht folgern, daB die Voraussetzung 

f. Es laBt sich 

(-d) = 1 und 
p d -d 

fiR E kO aqui valent zu (p 2) = (r!-) :::: 
der Fall (d2) = (d1 ) = - 1 

1 und P
R 

E l~Oist, denn 

PR E kO • 
P P 

widerspricht 

d -d 
1st (~) = (---1) = 1 und P f/. kO ' so folgt 

P p 

und P r;. ko 1 was nach den Hilfssatzen 1 und 2 

# {x E IF P I ~ f (x) = O} = 0 zur Fo 1ge hat. 

Hilfssatz 3 

(i) 

(1i) 

Beweis (1) 

Sei h f gerade. Dann gilt fur jedes pEJP,p jA{{>f{x») 

F = 
P 

wenn 

F = 
J1 

(d2 
-) 
p 

TO)..\,O ~ )..\ 

d 
(~) = 1 
P 

TO)..\,O~ )..\ 

= -1 und 

~ 

~ hf -1, J1:: 0 mod 2 genau dann, 
-d 

und (r!-) = -1. 

h -1, J1 = 1 mod 2 genau dann,wenn 
f 

-d1 (-) = 1. p 

Da nach Voraussetzung ~ gerade ist, ist 

Untergruppe von und folglich K2 ~ KZ1 

= 1 zur Folge hat. also 



-10-

Andererseits ist <Ta~> nicht Untergruppe von <a>, 

womit r nicht in KZ enthalten ist. Folglich gilt 
-d 

fp(t/W) 1 1, d.h. fp(E/ID) = 2, also (-p-) = -1. 

d 
Seien jetzt (~) = 1 und 

p 

-d 
( ___ 1) = -1. Daraus folgt, 

p 

daB in KZ K2 , aber nicht L enthalten ist, und aquivalent 

dazu, daB Gz(P) Untergruppe von 2 <a IT>, aber nicht von 

<a> ist. Da GZ (P) zyklisch ist und fur jedes v E Zl I 

V -v o ::; v ~ h f ' Ta = a T gilt I enthalt das Erzeugende der 

Zerlegungsgruppe unbedingt T und eventuell eine gerade 

Potenz von a. Deshalb ist F = Ta~, 0 ~ }.l ~ h -1 und J..l.:: 0 mod2. 
p f 

(ii) kann man ahnlich beweisen. 

Es ist noch zu bemerken, daB 
-d 

= (_1) = -1 
p 

(~d) = 1 und PR Ii. ko zur Folge hat, womit der Beweis des 

folgenden Satzes vervollstandigt wird. 

Satz 2 (i) Ist h f gerade, so ist 

d -d 
hf' wenn (2.) = (--.1) = 1 und p p 

0 (d2 ) -dl 
1 und , wenn = (-) = p p 

N{x E Fpl ~ (x)=O}= 
(~) -d1 f 2, wenn = 1 und (-) = P p 

0, wenn (d2) = -1 
P 

(ii) Ist h f ungerade, so ist 

! hf' wenn 
-d 1 und PREkO (_.) = 

P 
f/{xE IF pl~f(X)=O}= 0, wenn (-d) = 1 und ·fR~ ko p 

1 I wenn Cd) = -1 
P 

Dabei ist pEP, pfA(~f(x)). 

PRE ko ' 

Prf ko 

-1 

I 
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1m weiteren wird hier versucht,eine Aussage mit Hilfe 

der Fourierkoeffizienten gewisser Spitzenformen zu ge-

winnen.Bekanntlich existiert eine Bijektion zwischen der 

Gesamtheit der Xquivalenzklassen von positiv-definiten 

binaren quadratischen Formen der Diskriminante - df2 und 

der Ringklassengruppe modulo f uber E. 

Fur jedes j (0 S j S hf -1) sei gk. (x,y) ein Reprasentant 
) 

derjenigen Xquivalenzklasse I der die Ringklasse kj ent-

spricht. Sei jetzt k1 ein Erzeugendes der Ringklassen~ruppe 

modulo f fiber 1: I k j = R~. Die einzigen ambigen Klassen sind 

kO und k
hf

/ 2 • Bezeichne nun Ak . (n) die Anzahl der 
J 

eigentlichen Darstellungen von n durch die quadratische Form 

gk. (x,¥). Die GUltigkeit des folgenden Resultates ist wohl
J 

bekannt [16]: 

Hilfssatz 4 Fur jede Primzahl P,P ¥ df, gelten: 

(i) 

(ii) Hochstens eine der Ak(P) ist nicht gleich Null. 

Die Theta-Funktion,welche der quadratischen Form gk(x,y) 

entspricht, ist durch 

co 

0
j

(w) = 1 L ~. (n)e2niwn (Im(W» 0) definiert. 
2 n=O J 
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co 

= 0
0

(w) - 0, (w) = I a, (n)qn fur h
f n=O 00 

= 0 0 (w) - 0 h /2(w)= ~ a 2 t n )gn fur 
f n= 0 

Die Funktionen F,(w) 

ungerade und F2 (w) 

hf gerade sind nach [7] normierte Spitzenformen zur Kongr~enz-

gruppe ro(df2) vorn Gewicht Eins und Charakter (-d J • Mit 
p 

Hilfe der obigen Uberlegungen ergibt sich nun: 

Hilfssatz 5 Es gilt 

2, wenn (-d) ::; und p=gO(x,yl p 

-1 , wenn (-d) 
P 

:: und PRE k 1 \.. k 1 
: a, (p) 

0, wenn (-d) 
P 

:: 1 twd Pr«k 1 JE 1 "kC 

0, -d -1 wenn (--) = 
P 

und 

j 
2, wenn (-d} = unci p :: 9

0
(Y.,y) 

p 

-2, wenn ( -d J ;;: 1 unci p :: 9h ~ x "I 
P f 

2 II) 

a 2 (p) = 
I-d) 

l 
0, wenn = 1 und PR f 1\ ((.,1\ '" 

P v •. +' /2 

0, -d 
-1 • wenn (-) -

p 

wobei p e: P mit p I df ist. 

AU8 dem Satz 2 80wie den Hilfss:itzen 4 und :> ergibt sich die 

Richtigkeit unseres in der Einleitung _~fgestellten Resultates. 
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3. Der Satz von Del.iqne-Serre 

Hier wird vorausgesetzt, daB die Ringklassenzahl 

gerade ist, h
f 

= 2~,~ E ~. Folglich laBt sich die 

Galoisgruppe G = G (Nf/an = D2h in ~ + 3 Konjugations
f 

klassen zerlegen. 

Dementsprechend gibt es ~ + 3 irreduzible Darstellungen, 

von denen 4 linear und ~ - 1 zweidimensional sind: 

Pj (0) = C
j 

~j)' Pj (-r) = (~ ~), j = 1,2, .•• ,~ - 1. 
r;; 

Seien jetzt 

d -d 
P1 = {p E Jl? I p % f, (~) = (_1) = 1 und PREko} p p 

d -d 
P2 = {p E Jl? I p % f, (-.£) = (_1) = 1 und PR (j. kO} p P 

d -d1 
U {p E pip ¥ f, (2) = (-) = -1} p p 

d 2 -d 
P3 = {p E Jl? I p % f, (--) = 1 und (-1) = -1} p p 

d2 -d 
u {pEP\p % f, (--) = -1 und (--.1) = 1}, p P 

P4 = {pEJI?lp % f, pld und PR E kO} und 

Ps = {p E pip % f, pi d und PRE kh /2 = k$l,} 
f 1 
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Genauso wie in [1] laSt sich nun das entsprechende 

e = ~P (Nf/(D) 

p = P1' G'l' = GT(P) 

zu Ap = p(1) = ( 10 °1) , falls 

falls 

-11 

: ), falls 

pEP 4' 

, falls p E P5 

berechnen. 

P ist bekanntl'ich eine monomiale Darstellung [3] I Seite 339 I 

also induziert von einer linearen Darstellung pi der 

zyklischen untergruppe G(Nf/E) = <0>. pi ist als DarstelluI:1;/ 

des Ringklassenkorpers modulo f via Artinsches ReziprozitatE-

gesetz aufzufassen. Da p' nicht trivial ist, folgt nun 

Ap = 1 r p' (F r) 
e rEG p 

T 

= 1 pi (F p) I p' (r) = 0 
e rEGT 

fur jede Primzahl p, die f teilt. Das Eulerprodukt df::r 
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entsprechenden Artinschen L-Reihe L(s,p,Nf/m) ist 

L(S,p,Nf/on = n< (1 
pOP \0 

(1 - 2p-S + p -2S) -1 n (1-2cos ~ -s + p -2s)-1 
h

f 
P 

pEP2 

I I (1 _ p-2s)-1 
PEP3 

-s -1 + p ) • 

Sei X der Charakter der Ringklassengruppe modulo f t welcher 

der Darstellung pi entspricht und 

h f -l , 

F(w) = I X(k~)0i(w) = 
i=O 

2'lfiw , q,= e ,Im(w»O. 

Es laBt sich leicht nachweisen,daB a{l) = 1, a (mn) = a(m)a(n) fUr 

( ) 1 () ( r) ( r+1) (-d) ( r-1) fu"r m,n = I a pap = a p + p- a p 

und a(p)a(pr) = a(pr+l) fUr pldf, also daB F(w) eine 

normierte neue Form zu roCdf2) vom Gewicht Eins und Charakter 

(~) ist. Sei LF(S) ~ ~ a (m)m-s die Dirichletsche Reihe, 
p n=l 

die der normierten neuen Form, via eine Mellintransformation, 

entspricht. Da Few) Eigenfunktion aller Hecke-Operatoren ist, 

laBt sich LF(S) in folgendes Eulerprodukt entwickeln: 

Beachte man nun noch, daB alp} = 0 wenn 

fUr p ¥ faber p/d, je nachdem PR E kO 

p/f und alp) = ±1 

t_ 
oder 'PR € k -k

hfl2 
' 
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so ergibt sich endlich die Aussage des Delinge-Serreschen 

Satzes, namlich die Gleichheit 

Xhnlich kann man die obere Relation beweisen fur den 

Fall einer unger aden Ringklassenzahl h f • 
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4. SchluBbemerkungen 

(i) Ist speziell hf = 4, so laBt sich die erste Gleichheit 

des in dieser Arbeit bewiesenen Satzes einheitlich so formu-

lieren: 

d 
#{X€JFpl~f(x) = O} = 1 + (p2) + a 2 (p) , 

was das Hauptresultat in [1] war, das als Spezialfall ein 

fruheres Resultat von Moreno [12] enthalt. 

(ii) Chawla und Cowles [2] haben zuerst das hahere 

Reziprozitatsgesetz fur das Polynom 

f(x) = 4x3 - 4x2 
+ 1 

bewiesen und zwar unter Benutzung der Tatsache, daB aIle 

elliptiscnen Kurven uner m mit Fuhrer 11 sich durch 

Modulfunktionen fur r O(11) parametrisieren lassen [14], 

was bekanntlich ein spezieller (bewiesener) Fall der 

Taniyama-Weil-Vermutung ist. 

Hiramatsu [8] gibt einen anderen Beweis desselben Resultates 

im Sinne der KlassenkBrpertheorie. 

Er bemerkte, daB der Zerlegungskorper von f(x) uber ~ 

mi t dem Strahlklassenk5rper modulo 2 von I: = m (r'-1T) Uberein

stimmt. Da der Strahlkla~senkarper modulo 2 mit dem Ringklassen

k5rper modulo 2 Ube'r I: identisch ist, stellt dieses Resultat 

auch einen Spezialfall unseres Satzes dar. Hiramatsu und Mimura 

[9] haben das hahere Reziprozitatsgesetz des Hilbertschen 
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Klassenkorpers uber einem imaginar-quadratischen Zahlkorper 

E = aHr-d} I allerdings nur fur den Fall dE P , d :: -1 (8) 

bewiesen. FUr eine Verallgemeinerung des Chowla-Cowleschen 

Resultates in Richtung der Theorie der elliptischen Kurven 

siehe [10]. 
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