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1. Einleitung

Filr ein normiertes irreduzibles Polynom F (¥) mit
ganzen rationalen Koeffizienten bezeichnet EP(X) das=-
jenige Polynom, das man durch Reduktion der Koeffizienten

von F(X) modulo einer Primzahl p erhdlt.

Wenn flir eine Primzahl p das Polynom FP(X} ber
dem K¥rper E}) der p BElemente in paarweise verschiedene

lineare Polynome zerfdllt, so sagt man.daB F (X) vollzerlegt

modulo p ist. Die Menge aller solcher p sei mit Spl(p (X))
bezeichnet. Jede Antwort auf die Frage, wie die zu Spl(F{X))
gehdrenden Primzahlen bestimmt werden konnen, wird als ho&heres

Reziprozitdtsgesetz bezeichnet [15]. Spl(F(X)) 1l&Bt sich nach

der KlassenkOrpertheorie durch Kongruenzen modulo eines nur
von F(X) abhingigen Moduls bestimmen genau dann, wenn F(X)

abelsch ist [6].

In der vorliegenden Arbeit wird das hdhere Reziprozitits-
gesetz filr eine Klasse von Polynomen mit Diedergruppe heraus-
gestellt. Da die Zerfdllungskdrper dieser Polynome zyklische
Erweiterungen imagindr-quadratischer ZahlkOrper sind, bendtigen
wilr einige Resultate aus der Theorie der komplexen Multiplikation,
die im folgenden kurz zusammengefaBt werden [5],[13].

Sei I = @ (/=d) ein imagindr-quadratischer ZahlkOrper der
Diskriminate =-d < 0 und R = R ¢ (f€N - {0}) die Ordnung zum
Fithrer £ in I . Ist ein Element o =§é aus der oberen

Halbebene Idealbasisquotient eines Ideals ag = {a1,a2} der



Ringklasse kR von R, so hingt der singuldre Wert j(a)

nur von kR ab. Man nennt daher j{a) die Ringklassen-

invariante von 1‘R und schreibt

jla) = J(ag) oder jla) = 3 (kp) -

Das Ringklassenpolynom

kR 'R
G(R ist die Ringklassengruppe) der Ordnung R hat ganze
rationale Koeffizienten und ist lber I irreduzibel. Der

Zerfillungskbrper von o (X) Uber = ist der Ringklassen-

kdrper modulo £ {iber = :

(h)
ne = 2™, T

wobei hf die Ringklassenzahl modulo f wwedeutet. Dabei

gilt schon die einfachere Erzeugung

Nf = z(j(kR))

mit irgendeiner Ringklasseninvarianten j(kR) zur Ordnung R.

Die Galoisgruppe G(Nf/Z) ist folgendermafBen kanonisch
isomorph zur Ringklassengruppe Kge Ist fir jeden zum Flihrer
f primen Primdivisor g voﬁ z Pr = pnNR das zuge-
hérige Ringideal, so entspricht die Ringklasse,in die das



PR gehdrt, dem Frobeniucsautomorphismus

)
=N

Da das Ringklassenpolynom ¢f(X} rationale Koeffizienten
hat, erweist sich der RingklassenkOrper sogar als absolut
galoissch. Die Galoisgruppe G(Nf/m) ensteht aus G(Nf/Z)

durch ninzunahme der Konjugation 1 :
G = «T U G(N /8) .
(N_/@) = G(N_/I) £

¢f(X)€£Z[X} ist, wie schon gesagt, irreduzibel iiber I und
damit diber @ irreduzibel. Folglich bilden die Kdérper
m(j(h(ﬁ))), g = 1,2,...,hf, ein volles System von zueinander
tiber @ konjugierten Teilkérpern von N_. . Unter ihnen ist

£

Ko = @(i(kg)) = N O R

der maximale reelle Teilkdrper von Ng , wobei ha die

Hauptringklasse von- R bezeichnet.

Wir setzen jetzt voraus, daB fiir ein f e m~{0} die
Erweiterung Ng/I 2zyklisch von der Ordnung he ist. Also
ist die Erweiterung Nf/m galoissch mit Galoisgruppe

h
G(Nf/m) = D2hf <o,T | o

h

2
1,1t = 1, 10=0 1>,

H]
H

die Diedergruppe der Ordnung 2h.. Im folgenden ist es nétig,
f



die beiden Fille "h; gerade" und "h, ungerade"” zu
unterscheiden. Im ersten Fall enthdlt Nf auBer I

noch genau zwei weitere quadratische Zahlkdrper

K, = @(/=d}) und X, = @(/d,) der Diskriminanten
-d1< 0 und d2¢-0, im zweiten Fall nur I .Das Haupt-
resultat dieser Arbeit ist folgender

Satz Filir jede Primzahl p, welche die Diskriminante

A(¢f)' des Ringklassenpolynoms Qf nicht teilt, gilt:

h=2 a,
az(p)+1+(-—), falls pREko

#{x€® | o (x) = 0} = { 2 P
x = =

p' f o, fa11s FrfRg,

wenn hf'so mod 2 und

#(erl@()-o}=2§(a2()+ ) L e
XS FplPgt® P R A L i ALK

wenn th 1 mod 2.

Dabei bezeichnen a1(p) und az(p) jeweils den p~ten Koeffizien-
ten der Fourierentwicklung von Spitzenformen, die im ndchsten
Paragraphen via Theta-Reihen definiert werden tnd (?) das

Legendresche Symbol.

Korollar Es gilt

d, —d4
SpL(Ne/@) = {p€P|p [ Alog), (57) () = 1 und

a,(p) = 2}.,wenn h; gerade



und
SPLIN:/@) = {p€P|p f A2y, (5) =1 und a, (p) = 2},

wenn hf ungerade ist.

Zuletzt werden wir eine konstruktive Version des wohlbekannten

Satzes von Deligne-Serre [4] fiir die hier betrachteten Erweiter-

ungen erhalten.

Die vorliegende Arbeit wurde fertiggestellt wdhrend eines
Aufenthalts am Max-Planck-Institut fiir Mathematik in Bonn.
Dem Gastinstitut mochte ich an dieser Stelle fiir die herz-

liche Aufnahme danken.



2. Beweis des Satzes

Im folgenden bezeichnen

- p immer eine Primzahl, P die Menge alleg Primzahlen,
Ti

- T die primitive h_~te Einheitswurzel e hf ,

£
- p.gyP,P Primideale der jeweiligen Hauptordnungen

RE'RK 'Ry ,RN » die iber p liegen,
2 0 £

- fP(KO/W),eP(Nf/Q) der Grad des Ideals ? in X /@ bzw.
den Verzweigungsindex von P in Nf/Q ’

- I&) den Kérper der p Elemente,

- FP den Frokeniusautomorphismus flir p in Nf/Q, p/ A(Qf),

- G,(P) bzw. GT(P) die Zerlegungs— bzw. Trigheitsgruppe fiir
P iber @, p/ A2),

- K, bzw. Ko den entsprechenden Zerlegungs- bzw. Tr8gheits-

kérper fiir P tiber @, p -IA(Qf).

Zuerst bendtigen wir folgenden klassischen Dedekindschen

r e,
Satz 1 Sei Qf(x) = 1 hil(x) die Zerlegung von éf(x) in

: i=1
paarweise verschiedene irreduzible Faktoren {iber F,, P 4 A(a,).
Dann hat pRK die Primidealzerlegung

0
L L 2

= 1 2 r

PRg, = %1 P2 % ¢

mit Graden fK (RK/@) =deg h, (X)), i =1,2,0.0.,7T.
g © i

Ist H = <t> die durch die Konjugation 1 erzeugte

Gruppe, so 14Bt sich G = G(Nf/m) in {(rechte) Nebenklassen

i

Ho™ , 1=0,...,h-1, zerlegen.



Nach [11], Seite 101, ist die Anzahl der Primideale
in KO’ die pRK teilen,gleich der Anzahl der Nebenklassenre-
0
prédsentanten (nach H) g, flir welche die Inklusion

gGZ(P)gw1 c H gilt.

Folglich ist die Anzahl der Wurzeln von <i>f(x) in F

p
gleich der Anzahl der Frimideale ersten Grades in KO P
die pRK teilen:
0
Hx€F |0 (x) = 0} = # {g€ <o> | 96, (P)g”" < 1) (1)

Hilfssatz 1 Plir jedes p€ P mit »p ,(A((Df(x)) gilt

falls th 0 mod 2

hf, wenn Fp = 1
0 , wenn F = g 1Tspsh.-1
#x€F o (x) = 0} = P ' £
P 2, wenn Fp = "mp,()énéhf—h pEO0 mod 2
\0, wenn Fp = g Oéuéhf—‘l, p=1mod 2

und falls hf5~1 mod 2

1

hf ; wenn Fp

1l

#{xer léf(x) = 0} =¢{ 0, wenn Fp 0“,1 < p.Shf-‘l

to¥,05u s he =1

i

1, wenn Fp

Bewels Ist F, =1, also G,(P) = {1}, so gilt gGng"1 cH

fir jedes g € <0> und deswegen ist #{x€ :E'Pl‘bf(x)=0}=hf.

sei F, = o¥,15 u s h.-1, d.h. G, = <o”> und folglich



A

gilt fiir jedes g = o¢", 0< X = hf -1
ng(P)gm1 ¢ H, also #{x¢€ Ibl Qf(x) = 0}= 0,
Sei nun Fp = Top,()s = hf - 1, also GZ(P) = <T0u>_

Gilt fir g = 0,08 A S h_ - 1 g6, (P)g" ' < H, so

£
muf szin Element von H sein, was aber genau dann er-
fillt ist,wenn 2XA-y = 0 mod hf. Die letzte Xongruenz aber

hat, wegen der Einschrd@nkungen fiir A und p , 2X - p =0
. herp
oder 2A - p = h. zur Folge,also A =.% oder A = § . (2)

Flir gerade Klassenzahl gibt es 2 ganzrationale A oder kein
Ay je nachdem upu=z0 mod 2 oder u = 1 mod 2 ist, flir ungerade

Klassenzahl gibt es immer ein ganzrationales A .

Hilfssatz 2 Fir jedesp€ P, p [ A(Qf): gelten:

. _ -d, _
(i) Fp = 1 genau dann, wenn (75) = 1 und pREZkO .
(1i) F_ = ok , 1$p£h_-1,genau dann,wenn (:é) = 1
P £ P
und R ¢ ko.
(iii) Fp = Tou, 0sps hf—T genau dann ,wenn (i?) = -1,
Beweis (i) Fp = 1 ist &quivalent =zu

fp(Z/m) = 1 und fP(Nf/Z) = 1,
was aber nach der KlassenkOrpertheorie &dquivalent zu

-d, _ )
(?;) = 1 und FRE ko ist.

(ii) F, = o¥,u = 1,2,... b

L €K, g Ng, also zu fp(Z/G}) =1 und £,(N./2)>1,

-1, ist &dquivalent 2zu

was aber auch gleichbedeutend mit (%?) = 1 und



Pr ¢ ko ist.

(iii) F = To",08 p s he~1, ist &quivalent dazu, daB
L in KZ nicht enthalten ist, was aber auch
gleich bedeutend mit (%g) = -1 ist.

Ist nun die Ringklassenzahl hf gerade,so existieren
die Kdrper K1 und K2 mit den zugehdrigen Galoisgruppen
<o?,0t> uwnd <o%,t> . Es gilt -4, = -aff mit £, ganz-
rational. Nach dem Filhrer-Diskriminanden-Satz der Klassen-
k6rpertheorie teiltnun f1 den Fihrer f. Es 148t sich
leicht folgern, daB die goraussegzung (-;g-) =1 und
pp € ko éiquivalenf:dzu (Eg) = (-——151) = 1 und pRGkO ist, denn
der Fall (53) = {ed) = - 1 widerspricht g € ko .

P P
d2 -d1 -a
Ist (E*) = (~§_) =1 und g gk, , so folgt (Er) = 1

und pé¢ kO’ was nach den Hilfssitzen 1 und 2

#{XEIFpl $.(x) = 0} = 0 zur Folge hat.

Hilfssatz 3 Sei hg gerade. Dann gilt fiir jedes p€ P ,p XA(Qf(x))

(i) Fp = 10",0 £ u s he-1, p20 mod 2 genau dann,
d -d
2
—— 1 und .
wenn (p ) ( 5

(ii) Fn = to",08 ¢ s hf-i, p £ 1 mod 2 genau dann,wenn
€2) .y w3 -
p p *
Beweis (i) Da nach Voraussetzung p gerade ist, ist

<to¥> Untergruppe von <o?,t> und folglich X, < K,,
d

= _2
also fpz(Kz/W) 1, was (p )

1 zur Folge hat.
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Andererseits ist <to"> nicht Untergruppe von <g> ,

womit I nicht in KZ enthalten ist. Folglich gilt

-d
f h., f£_(Z = 2 —_—) = -1,
F(X/CD) # 1, d.h p(/Q) , also (p)
d, -4
Seien jetzt (5——) = 1 und (T) = -1, Daraus folgt,

da8 in K, K,, aber nicht I enthalten ist, und #quivalent
dazu, daB GZ(P) Untergruppe von <02,T>, aber nicht von
<g> 1ist. Da GZ(P) zyklisch ist und fiir jedes VE€Z,
05V <he, 16V =0"Y1 gilt, enthiit das Erzeugende der
Zerlegungsgruppe unbedingt 1 und eventuell eine gerade

Potenz von o¢. Deshalb ist Fp = TGU, 0f£ pu g h.~1T und p=0 mod2.

f
(ii) kann man &hnlich beweisen.

d2 «d1
Es ist noch zu bemerken, daB (i)—‘—-) = (T) = -1

(2:)51-) = 1 und pREkO zur Folge hat, womit der Beweis des

folgenden Satzes vervollstdndigt wird.

Satz 2 (i) 1Ist hf gerade, so ist
hf’ wenn (E-') = (T = 1 und }QRE ho,
dz -dq, _
{ * } 0 , wenn (5—- = (—5*-) = 1 und }IR€ ko
#H{xeF | o_.(x)=0}= d -d
p £ 2, wenn (wg = 1 und (~—l) = =1
P P
dj
. 0, wenn (§~) = =1

(ii) 1Ist hf ungerade, so ist

hf, wenn (~—) 1 und pRG ko '

L]

#{xe I:E‘pltbf(x)=0}= 0 , wenn (— 1 und g ek,

L
i
H
oty

1, wenn

Dabei ist pEP, p / A(0e(x))

-
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Im weiteren wird hier versucht,eine Aussage mit Hilfe
der Fourierkoeffizienten gewisser Spitzenformen zu ge-
winnen.Bekanntlich existiert eine Bijektion zwischen der
Gesamtheit der Hquivalenzklassen von positiv-definiten

2

bindren quadratischen Formen der Diskriminante - 4f und

der Ringklassengruppe modulo f {iber L.

Fir jedes 3j{0s js hf~1) sei gk'(x,y) ein Représentant
derjenigen Aquivalenzklasse , der die Ringklasse kj ent-
spricht. Sei jetzt h1 ein Erzeugendes der Ringklassengruppe
modulo f dber I, ka h?. Die einzigen ambigen £Klassen sind
ko und hhf/z . Bezeichne nun Akj(n) die Anzahl der
eigentlichen Darstellungen von n durch die gquadratische Form
gh_(x,y). Die Giiltigkeit des folgenden Resultates ist wohl-
beiannt [16]:

Hilfssatz 4 Fir jede Primzahl p , p | d4f, gelten:

(p) + ; _ m =D

h./2 =
e/ k€ K-{ky kB, )

1

(1) 3 3, (p) + 1a

0 2 7k

(ii) H&chstens eine der Ak(p) ist nicht gleich Null.

Die Theta-Funktion,welche der quadratischen Form gk(x,y)

entspricht, ist durch

o

o

=0

0, {w) = Ay (n)ezﬂlmn (Im(w)> 0) definiert,.
J

3

o] -
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Die Funktionen F,(w) = 0,(w) - 0, (w) = ) a1(n)qn fGr h
n=0 '«
ungerade und Fo(w) = 0,(w) -0 (wh= 7 a,(nig” fur
2 0 he/2 Lo 22

he gerade sind nach [7] normierte Spitzenformen zur Kongruenz-
gruppe Fo(dfz) vom Gewicht Eins und Charakter tégi. Mit

Hilfe der obigen Uberlegungen ergibt sich nun:

Hilfssatz 5 Es gilt
(2, wenn (=2) = 1 und p=g. {%,y]
’ p * Pg r )y
-1, wenn (=2) = 1 und pek, Uk
s p i R tu .(
a,(p) = { ‘
1 -‘:—d» - ¥ -!;w 3
0, wenn ‘p b = 1 und ﬁgikzquva
~d
. 0, wenn KE*) = =1
und
2, wenn (:é} = 1T und p = g, {x,y)
t p Q L F
-d :
-2, wenn {(—1} = 1 und p = g, ,(xX.y}
p h54L
a,(p) = 4§ -d
0, wenn (Eh) = 1 und p_ ¢ kctkhcfE
0, wenn (:gl = =1,
p

wobei p€P mit p [ df ist.

Aus dem Satz 2 sowie den Hilfss#itzen 4 und 5 ergibt sich die

Richtigkeit unseres in der Einleitung .ufgestellten Resultates.
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3. Der Satz von Deligne-Serre

Hier wird vorausgesetzt, daB die Ringklassenzahl

1

gerade ist, h 2%,% € Z. Folglich 1&Bt sich die

£
Galoisgruppe G

"

G(fom) = D2hf in £+ 3 Konjugations-
klassen zerlegen.

Dementsprechend gibt es & + 3 irreduzible Darstellungen,

von denen 4 linear und £ - 1 zweidimensional sind:

zd o 0 1
pj(c) = ( —j)' pj(T) = (1 0), 3= 1,2,0..,% - 1.

Seien jetzt

dy -4
p, = {per|p | £, (%) = () = 1 und ppekg)
d,) -d4
P,=p€P|p | £, (57) = () = 1 und ppf kgl
[ ) ~dq )
u {peP|p | £, (5"’) = (T) = -1
d, -4,
Py ={p€P |p [ £ () =1und () = -1}
-4

d
U{pe®|p | £ (=2) = =1 und (—H = 1} ,
P P
p, = {peP|p | £, p|]d und g€ kol und

Py = {peP|p | £, pld und Fr€ hhf/Z = k%} .
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Genauso wie in [1] 148t sich nun das entsprechende

_ ] -
A =g I p(E) , e=e,(N/Q)

p reaG
T - -
1 0
zu A= p{1) = ( ) , falls pe€ePp, ,
P 0 1 !
y Y o
Ap = p(o™) = (0 g—p) » falls p€P,,
B (° C-u\
= = P
Ap plto®) \cu 0 ) falls p€ 3
C"il
A = L) + pliot)) = 4 ) falls p€P
P 2 2 g“ 1 ! 4’
~-u
. _.1 _g;
1 2 L p 1( \
A = ={plo + og”1to = falls €EP

berechnen.

p ist bekanntlich eine monomiale Darstellung [3], Seite 339,
also induziert von einer linearen Darstellung p' der

zyklischen Untergruppe G(Nf/z) = <g>. p' ist als Darstelluryg
des Ringklassenk8rpers modulo f via Artinsches Reziprozit&te-

gesetz aufzufassen. Da p' nicht trivial ist, folgt nun

p'(F ) Yp'(xr) =0
p YeGq

o=

1
A = e "(F r =
p € rgGTp ( P )

fiir jede Primzahl p, die f teilt. Das Eulerprodukt der

5
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entsprechenden Artinschen L-Reihe L(s,p,Nf/Q) ist

1 0 e
L(s,o,N./Q) = TT¢ (0 ) - axp~ %71

p€P1 p€P2 hf
LT -2 TTu-o5H1TTT 01+,
peP, PEP, PEP

Sei y der Charakter der Ringklassengruppe modulo £, welcher

der Darstellung p' entspricht und

hf—1 . 0 .
Flw) = ) x(k%)@i(m) = ¥ a(n)qn y g = eZﬁlw,Im(m)>0.
i=0 n=1
Bs 148t sich leicht nachweisen,da8 af(1) = 1, a{mn) = a(m)ai{n) fir
(m,n) = 1, alplalp®) = a(pr+1) + (éé)a(pr-1) fiir pkdﬁ, rz21

und a(p)a(pf) = a(pr+1) fir p|df, also daB F{w) eine

normierte neue Form zu Po(dfz) vom Gewicht Eins und Charakter

— w —

(Eg) ist. Sei Lg(s) = Yy alm)m™® die Dirichletsche Reihe,
n=1

die der normierten neuen Form, via eine Mellintransformation,

entspricht. Da F{w) Eigenfunktion aller Hecke-Operatoren ist,

188t sich LF(s) in folgendes Eulerprodukt entwickeln:

Lp(s) = TT (tatpip™® + SHp %) 7' T (1-atpp™) 7.
pldf pjif

Beachte man nun noch, daB8 al(p) = 0 wenn p/f und alp) = %1

fir p | £ aber p/d, je nachdem pRE he oder ,pRE:k£=kh /o
£
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so ergibt sich endlich die Aussage des Delinge-Serreschen

Satzes, ndmlich die Gleichheit

LF(S) = L(S:Dsz/m) .

Ahnlich kann man die obere Relation beweisen fiir den

Fall einer ungeraden Ringklassenzahl hf .
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4. SchluBbemerkungen

(1) Ist speziell h_ = 4, so 188t sich die erste Gleichheit

f
des in dieser Arbeit bewiesenen Satzes einheitlich so formu-
lieren:

d
Hx €T Jogx) = 0} = 1+ D)+ a,(p) ,

was das Hauptresultat in [1] war, das als Spezialfall ein

friheres Resultat von Moreno [12] enthilt.

(ii) Chowla und Cowles [2] haben zuerst das hdéhere

Reziprozitéitsgesetz filir das Polynom

£(x) = 4x° - 4x° + 1

bewiesen und zwar unter Benutzung der Tatsache, daB alle
elliptischen Kurven iper @ mit Fihrer 11 sich durch
Modulfunktionen fiir P0(11) parametrisieren lassen [14],
was bekanntlich ein spezieller (bewiesener) Fall der

Taniyama-Weil-Vermutung ist.

Hiramatsu [8] gibt einen anderen Beweis desselben Resultates

im Sinne der Klassenkdrpexrtheorie.

Er bemerkte, daB der Zerlegungskdrper von £(x) itber @
mit dem Strahlklassenkdrper modulo 2 von I = @(/=11) {berein-
stimmt. Da der StrahlklassenkOrper modulo 2 mit dem Ringklassen-~
kdrper modulo 2 Uber I identisch ist, stellt dieses Resultat
auch einen Spezialfall unseres Satzes dar. Hiramatsu und Mimura

[9] haben das hdhere Reziprozitdtsgesetz des Hilbertschen



-18~

Klassenkdrpers iiber einem imagindr-quadratischen ZahlkOrper

£ =@Q(/~d) , allerdings nur fiir den Fall d€ P, 4 = -1(8)

bewiesen. Filir eine Verallgemeinerung des Chowla-Cowleschen

Resultates in Richtung der Theorie der elliptischen Kurven
siehe [10].
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